
บทที่ 2
ทฤษฏีและสถิติที่เกี่ยวข้อง

การวิจ ัยครั้งน ี้ม ีว ัตถุประสงค์เพ ื่อเปรียบเทียบความเที่ยงตรงของวิธ ีประมาณ 
ค่าพารามิเตอร์ในตัวแบบอนุกรมเวลาเมื่อมีค่าผิดปกติ โดยในการวิจัยครั้งนี้ได้เลนอวิธีประมาณ 
ค่าพารามิเตอร์4 ตัวคือ วิธีกำลังสองน้อยสุดแบบมีเงือนไข (Conditional Least Squares Method : 
CLS ) วิธีประมาณร่วมพารามิเตอร์ตัวแบบและผลกระทบของค่าผิดปกติ (Joint Estimation of Model 
Parameters and Outliers Effect : JEMPOE) วิธีประมาณแบบเอ็ม ( M-Method : M ) และวิธีกำลัง 
สองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงนำหนักด้วยบูทสแทร็พ (Bootstrap Weighted Least Squares Method : BWLS) 
ซ่ึงในแต่ละวิธีน้ันมีรายละเอียดตังต่อไปน้ี

2.1 วิธีกำลังสองน้อยสุดแบบมึเงื่อนไข (Conditional Least Squares Method : CLS )

สำหรับหลักการโดยท่ัวไปของการประมาณด้วยวิธีน้ี คือ การ ทำให้ผลรวมค่าความคลาดเคลื่อน 
กำลังลองมีค่าตํ่าสุด ภายใต้พารามิเตอร์ของตัวแบบ /? เมื่อกำหนดเงื่อนไขมีค่าตํ่าลุด โดยฟังก์ชัน 
ผลรวมค่าความคลาดเคล่ือนกำลังสอง มีรูปแบบคือ

ร พ =ุ Ê « ,!
โดยกำหนดเง่ือนไขคือ a0,a_  1,a_2,.... = 0 และ P  เป็นพารามิเตอร์ของตัวแบบอนุกรมเวลา 

โดยในลำดับต่อไปน้ันจะขออธิบายในรายละเอียดของวิธีกำลังสองน้อยสุดแบบมีเง่ือนไข ท่ีจะนำมา 
ประมาณค่าพารามิเตอร์ตัวแบบ AR(1) MA(1) และ ARMA( 1,1) ซ่ึงมีรายละเอียดตังต่อไปนี

1) กรณีตัวแบบ AR(1)
จากสมการตัวแบบ Z, = c + $z,_, +a, เม่ือ c = ju ( l - $ )  และฟังก์ชัน S {fP ) = 'Y j a 1l เม่ือ

t= \

p - ( ju ,< p )T โดยฟังก์ชัน a, เป็นฟังก์ชันแบบเชิงเสํน (linear function ) ชึงมีรูปแบบคือ 
a, =z, -  c - f a z  1_1 ตังน้ันจึงทำให้การประมาณค่าพารามิเตอร์สามารถกระทำได้โดยวิธีกำลังสองน้อย 
สุดแบบสามัญ (Ordinary Least Squares Method : OLS) ซึงลามารถแสดงได้ตังนี คือ จากลมการตัว 
แบบ AR(1) พิจารณาสมการท่ี t = ตังน้ี



8

Z, =  c  +  ^ , z 0 + a ,

z2 = c +  ̂ z , + a 2

zn = c + frz n̂ + a n
โดยกำหนดค่าเร่ิมต้น z0 = z 'จากน้ันให้

V 1 Z0 V
z2 1 z, c a7

y - x  = p  = a  =
2*1

L

. V /txl J  V i . nx 2 “ ท .

ต้องการ'หาตัวประมาณ/?ของP  ท่ีทำให้ S(J3) = £ a,2 =aTq มีค่าต่ําสุด เม่ือ a = y - X p
1=] ~

ด้งน้ัน ร พ ุ)  = ( y - X P Ÿ ( y - X P )

= ÿ Ty  '  P r x ~Ty  - y T x P + P T x T x P
(เนื่องจาก y r x p  = { / X P ) T = p TX Ty  )

= /  y - i p T X T y  + p r  X T X  p_

p=p
0

ได้ - 2 X T y  + 2 X T X  p  = 0
จากน้ันจะได้ว่าค่าประมาณพารามิเตอร์ P  = ( X r x y '  ( X Ty )  

เมทริกช์เอกฐาน (Singular Matrix) น่ันคือสามารถหาเมทรกซ์ผกผันของ 
ค่าประมาณพารามิเตอร์ P  จากเมทรกซ์ท่ีกำหนดจะได้

โดยท่ี X TX  ต้องไม่เป็น 
X 7X  ได้ และเม่ือคำนวณ

ท -1

c n £ v . p , ■ y* 5 ' -1

A 2x1 £ v  ร - , 2-, îA, C £> 2x2 F
_ r= l / =1 2x2 _ / =1 2x1

น่ันคือ C = 1
A D - B C

[ D E - B F ]  และ  ̂= 1
A D - B C

[ A F - C E ]  จากน้ันประมาณค่า

P  โดยอาด้ยความส์ม่พันธ์ท่ีว่า c = p(\-<j>) จะได้ P  = — -
\-<เ)

Willian พ.ร. Wei .Time Series Analysis Univariate and Multivariate Methods.Addison Wesley Publishing, p 138
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2) กรณีตัวแบบ MA(1)

จากสมการตัวแบบ Z, = / i - 0 a , _ t + a , และ ฟังก์ชัน 1ร (/?) ะ= £  ๙1■ เม่ือ P  = ( ju, 6 ) t
<=]

และ a, = Z1 -  /J + 0a 1̂  โดยกำหนดเง่ือนไข a0 -  0 แต่เน่ืองจาก a1 น้ันเป็นฟังก์ชันแบบไม่เป็นเชิง 
เส์นของพารามิเตอร์ P  ซ่ึงแลดงได้ตังน้ี

a, = z , - f i  + Oa,_} แต่เน่ืองจาก a,_ 1= z,_1- แ  + 0a,_2 ตังน้ัน 
= ะ , - เ 1  +  0 [ะ ,_ 1 -แ  + 00,_2]
= zl + 0 z l_1+ 0 2a,_2 -  ju (\ + 0 )  แต่เน่ืองจาก a,_2 = z,_2 - ju + 0a,_3

จากน้ันนำ ร  ( P )  มาหาค่าอนุพันธ์ — ร ( /3 )  ได้ สมการปกติจำนวน 2 ลมการ คือ
dp

= 0

= 0

p 2, - f i +ff1, , ^

Ÿ ^ ( z , - f i  + èa,_1) ^ -

แต่เน่ืองสมการปกติท่ีได้น้ันไม่สามารถแก้สมการหาค่า p = ( p , ô y  ได้โดยตรง ตังน้ันในการ 
ประมาณค่าพารามิเตอร์จึงใช้การวิเคราะห์เชิงตัวเลข ( Numerical Analysis ) ซ่ึงในการวิจัยครังน้ีจะใช้ 
วิธี Gauss-Newton ซ่ึงมีข้ันตอนการคำนวณตังน้ี

ช้ันตอนท่ี 1 กำหนดค่าเร่ิมต้น JU(0) และ 0 {0)
ช้ันตอนท่ี 2 คำนวณเวกเตอร์ AP

A p  =
A //0)
A 0 m

เม่ือ à ,  =  Z 1 -  J U ( 0 )  +  <9(0พ ั, _ 1 

X = ~^£- = \ + 0 m x

I . .  a
X l , l  Q Q  u  A 2 ,/- l U l - 1

ช้ันตอนท่ี 3 คำนวณค่า p 0) = p {0) + A/?

ท ท -1 ท
V  2 V V  A
2 > u  Z x บ x 2,< 2 . ‘ว ิx น

ท ท ท

É X U X 2,< É x 22 ' Z ‘ว ิX 2,l
_ / = 1 t  =  1 _ r = l
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ขั้นตอนที่4 ตรวจสอบการลู่เข้าของค่าพารามิเตอร์ท่ีได้ถ้า - -  ' — -<0.001 และ
A

7„ f— - < 0.001 ให้หยุดการทำซ้ํา แต่ถ้าค่าท่ีได้น้ันยังไม่ถึงเกณฑ์การล่เข้าท่ีกำหนดไว้ให้กำหนด
/ / (0) = / /(|) และ 9 m  = 6*(1) จากน้ันย้อนกลับไปเร่ิมข้ันตอนท่ี 2 ใหม่

สำหรับการกำหนดค่าเริ่มต้น//(0) และ 9 {0) ในข้ันตอนท่ี 1 น้ันในการวิจัยคร้ังน้ีน้ัน จะใชวิธี 
ประมาณ//(0) ด้วย Z จากนันแปรค่า 9 (0) ต้ังแต่ -0.999 ถึง 0.999 เพ่ือหาค่า 9 m  ท่ีทำให้ฟังก์ชัน 
S(J3) มีค่าต่ําสุด

3) กรณีตัวแบบ ARMA( 1,1)

จากสมการตัวแบบ Z1 = น (1 -< เ ) )  +  <t>z 1̂  - 6ฑ์,_, + a, และ ฟังก์ชัน ร ( / 3 )  =  X a ,2
/=1

เม่ือ/? = 0 , 0 , 0)r และ a , = z 1 - / / ( l - 0 ) - 0 z , โดยกำหนดเงื ่ อนไข a0 =0 แต่เน่ืองจาก 
a, น้ันเป็นฟังก์ชันแบบไม่เป็นเชิงเลันของพารามิเตอร์ [3 ซ่ึงแสดงได้ตังน้ี

«/ = z«-  ฬ 1
= (*1- ฬ - ฬ * , - 1 - ฬ  + 0a,- I

แต่เน่ืองจาก a ,_ 1= (z,_ 1- / / ) -0(z,_ 2- / / )  + <9a, _2 ตังน้ัน
= (ตั -  a ) -  <เ>0,_,1 -  A) + O [(z,_1 -  //) -  0(z,_2 -  //) + 6ฑ์,_2 ]
= (จั - M ) - ( < /> -  0)0,_1 -  a ) -  <t>9O _2 -  A) + 0 V 2

แต่เนื่องจาก o , _ 2  =  (z , _ 2  -  / / )  -  0 (z , _ 3  -  / / )  +  6 ฑ ,์ _ 3  ตังนั้น

จากน้ันหาค่าอนุพันธ์ -^ -1ร'(/?) ได้ สมการปกติจำนวน3 สมการ คือ ’ Ô/? -

X  (จ ั -  Â0 -  0) -  h , - 1 +

X  (z, -  //(I -  0) -  h ,-\ + 00,-1 ) “
X  (z» -  Â0 -  ฬ ํ -  h ,-1 + 00,-1 ) เ ^

0=0

= 0 

= 0 

= 0
=̂/Ü
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แต่เน่ืองสมการปกติท่ีได้น้ันไม่สามารถแก้สมการหาค่า f i  = ( j û J , ê ) T ได้โดยตรง ดังน้ันใน 
การประมาณค่าพารามิเตอร์จึงใช้การวิเคราะห์เชิงตัวเลข ซ่ึงในการวิจัยคร้ังน้ีจะใช้วิธี Gauss-Newton
ซ่ึงมีข้ันตอนการคำนวณดังน้ี

ข้ันตอนท่ี 1 กำหนดค่าเร่ิมต้น / / (0),0(0) และ ๙°> และ z0 = z
ข้ันตอนท่ี 2 คำนวณเวกเตอร์ à f i

£ * เ 2, £ * 1, ๙ 2 ,  £ * 1, , * 3 ,

-1

£ ๙ * ! , /

> า5
^ 3 / = ! / = l / =1

พ ท ท
I =1

II
<<5^.1
<

A ^ (0 ) = 7 * 1 . ๙ 2 , /  7 ๙ 2 / 7 * 2 , ๙ 3 , / £ ๙ * 2 .,

A 0 m 3 x 3

เ= \  /=1 ,= !
ท ท ท

1=1 
ท

7 * 1 . ๙ 3 ,  7 * 2 , ๙ 3 ,  7 ๙ 3 / £ ๙ * 3 . ,
.  / =1 / =1 / =1 3x3 -  <=1

เม ื่อ  <3, =  0 ,

1
'ร

^ 3

T -% ? ข
ั้^ 3

T ja
f

*น = - แ = < |  - O + t f ' V ,  

^ = - ^ = น , . , - พ ๙ % , . 1

ข้ันดอนท่ี 3
*3,/= - เ ^  = 0<0>*3.,-|-๙-,
คำนวณค่า ,๙° = ,๙°> + A/?

ขั้นตอนที่4 ตรวจสอบการลู่เข้าของค่าพารามิเตอร์ท่ีได้ถ้า — —^ — -< 0.001 และ
๙

—— — - <0.001 และ —  — - < 0.001 ให้หยุดการทำช้ํา แต่ถ้าค่าท่ีได้น้ันยังไม่ถึงเกณฑ์°̂> ๙°>
การลู่เข้าท่ีกำหนดไว้ให้กำหนด / /<0)= = (̂° 1 ๙°5= ๙ ° และ Zq =,๙° จากน้ันย้อนกลับ
ไปเริ่มขั้นตอนที่2 ใหม่

สำหรับการกำหนดค่าเริ่มต้น,๙°} ^(0) และ๙°> ในข้ันตอนท่ี 1 น้ันในการวิจัยคร้ังน้ีน้ัน จะใช้วิธี 
ประมาณ/๙° ด้วย Z จากนั้นแปรค่า^0’ และ ๙°} ต้ังแต่ -0.999ถึง 0.999 เพ่ือหาค่า (๙° และ 
๙°1 ท่ีทำให้ฟังก์ชัน ร ( f i )  มีค่าต่ําสุด

สำหรับการวนซํ้าใน ตัวแบบ MA(1) และ ARMA( 1,1) นั้นจะกำหนดรอบที่วนสูงสุดเอาไว้ 
ล่วงหน้า โดยการวิจัยครั้งนี้กำหนดไว้ 10 รอบ ถ้าภายใน 10 รอบค่าที่ได้นั้นยังไม่ลู่เข้า ก็จะทำการ 
ปรับปรุงค่าเริ่มต้นโดยอาจจะบวกเพิ่มหรือปรับให้ลดลงเล็กน้อย เพื่อให้เกิดการลู่เข้าและได้ค่าของตัว 
ประมาณ
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2.3.2 วิธีประมาณร่วมของพารามิเตอร์ตัวแบบและผลกระทบของค่าผิดปกติ ( Joint 
Estimation of Model Parameters and Outliers Effect )

วิธีนีอาดัยกระบวนการวนชำในการตรวจหาข้อมูลท่ีผิดปกติ และเม่ือตรวจพบจึงค่อยทำการ 
ปรับปรุงข้อมูล ซ่ึงกระบวนการเหล่าน้ีมีหลักการคือให้ Z1 เป็นอนุกรมเวลาตัวแบบ ARMA(p,q)

</>(B)(z, - j u )  = G {B )a ,
เม่ือ <fi(B) = (\-< /)xB-<f>2B 2 -...-< />pB ๆ

0 (B )  = ( \ - 0 XB - 0 2B 2 - , . . - 0 (1B q)
ดังน้ัน Z, = 1น + _1+  + (f>pz,_p - 0 xa,.1-  - 0 qa,_q +a,
จากน้ันกำหนดตัวแบบอนุกรมเวลาท่ีมีปัจจัยภายนอกเข้ามากระทบ หรือ อนุกรมเวลาท่ีมีค่า 

ผิดปกติเกิดข้ึน k คร้ัง ณ เวลา tx, t 2, . . . , tk คือ

เมือ Z* คือ
2; = จ -1-É ® ,  77ไ พ 1, y~ M  <KB) 1 

ข้อมูลท่ีผิดปกติ
(0 คือ ขนาดของผลกระทบค่าผิดปกติ (magnitude outlier effect)
11( t j )  คือ ฟังก์ชันดัชนี มืค่าเป็น 0 เม่ือ t * t j  และ

มีค่าเป็น 1 เม่ือ t  = t j
จากตัวแบบข้างบนจะเห็นว่านอกจากจะต้องประมาณค่าพารามิเตอร์ในตัวแบบอนุกรมเวลา 

แล้ว ยังมีสิงที่จะต้องหาเพิ่มอีกคือ ตำแหน่งเวลาที่เกิดขึ้นมูลผิดปกติขึ้น และ ค่า CÛ แต่ปัญหาในทาง 
ปฏิบัติน้ัน คือเราจะไม่ทราบ ค่า CÙ และเป็นการยากท่ีเราจะทราบว่าเกิดค่าผิดปกติข้ึนก่ีตัว และ เกิดข้ึน 
ณ ตำแหน่งเวลาใดบ้าง ตังน้ัน Chen และ Lui จึงได้เสนอกระบวนการในการวนชํ้าเพื่อ ตรวจหา
ตำแหน่งของค่าผิดปกติ ปรับปรุงข้อมูลที่ผิดปกติ และประมาณค่าพารามิเตอร์ตัวแบบ โดยการ 
ประมาณพารามิเตอร์ตัวแบบ นั้นจะใช้วิธีกำลังสองน้อยสุด ( Least Squares Method : LS )3 ซ่ึง 
คำนวณจากข้อมูลท่ีมีการปรับปรุงแล้ว โดยกระบวนการวนซ้ําของ Chen และ Lui มีรายละเอียดในแต่

G e o rg e  E .p . B ox  a n d  G w ily m  M . J e n k in s ,T im e  S e rie s  A n a ly s is  F o re c a s tin g  a nd  C o ntro K  P re n tic e -H a ll,1994  ) ,p 470

3 วราฤทธี้พานิซกิจโกศลกุล,',การฝ?ยบเทียบวิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์ตัวแบบอนุกรมเวลา",(วิทยานิพนธ์ปริญญามหาบัณฑิต สาขาสถิติ 
บัณฑิตวิทยาลัย จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย),2546.
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ละขันตอนดังนี โดยกำหนดให้ P น  =(^,</>1, . . . , (f)p, 91, . . . ,0 p T แทนค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีได้จาก 
วิธีภาวะความควรจะเป็นสูงสุด

ขันตอนท่ี 1 ในขันตอนนีมีจุดประสงค์หลักคือ ประมาณค่า p L8 ในเบ้ืองต้น และ ค้นหา 
ตำแหน่งท่ีอาจจะเกิดค่าผิดปกติข้ึน

1.1 ทำการประมาณค่าพารามิเตอร์ตัวแบบ P u  ด้วยวิธีภาวะความควรจะเป็นสูงสุด โดยอาดัย 
ข้อมูลจาก ค่า Z1 เดิม ท่ียังไม่มีการปรับปรุง จากน้ันหาค่าส่วนตกค้าง (residuals) à1 โดย

1.2 คำนวณค่า r (0  ซ่ึงเสนอโดย Chang Tao และ Chen (1988) และลามารถประมาณด้วย

^  = ! ร ? K  = เฝีอ t  =pVar(co ) â a
1.3 ตรวจสอบดูว่าพบค่า m a x (|f(01}>3.5 หรอไม่ ถ้าไม่พบให้ข้ามไปที่ 1.4 แต่ถ้าพบ 

แสดงว่าอนุกรมเวลาชุดนี้มีค่าผิดปกติเกิดขึ้น ดังนั้นจึงให้ทำการปรับปรุงข้อมูลและส่วนตกค้าง ซ่ึงมี 
วิธีการคือ z,+k - z , +k - (cb,ij/11) เม่ือ A > 0 และ à1= 0 , - 0 ),=0 ซ่ึง ค่า ÿ/k นั้นจะมีค่าแยกตามแต่ 
ละตัวแบบดังน้ี4 คือ

ในตัวแบบ AR(1) จะมีค่าเป็น y/k =(j)k เม่ือ A > 0 
ในตัวแบบ MA(1) จะมีค่าเป็น [เ}0 = \ , y}] = - 0  และ^ = 0  เม่ือ A >2 
ในตัวแบบ ARMA( 1,1) จะมีค่าเป็น ^0 =1 และ \j/k =(j)k- ' เม่ือ A >1 
จากน้ันทำการประมาณ â a ใหม่โดยใช้ค่าส่วนตกค้างท่ีปรับปรุงแล้ว จากนั้นกลับไปทำขั้นตอน 

ท ี่1.2และ1.3 ใหม่โดยใช้ P u  ตัวเดิมจาก1.1 ทำเาจนกระทั่งไม่พบตำแหน่งเวลา t ท่ีเกิดค่าผิดปกติ

1.4 ถ้าไม่พบค่าผิดปกติซํ้าในการทำซํ้ารอบแรกแสดงว่าอนุกรมเวลาไม่มีค่าผิดปกติให้หยุด 
กระบวนการและใช้ค่าประมาณพารามิเตอร์ P u  ที่ได้ไปใช้งานต่อไป แต่ ถ้าพบค่าผิดปกติก็ให้ 
ประมาณค่าพารามิเตอร์ P u โดย'ใช้ค่าลังเกตท่ีปรับปรุงแล้ว ( Z, ) จากน้ันให้ไปทำต่อในข้ันตอนท่ี 2

â , = z , - M 0 - h to-1  -  -  t z ' - p  + พ ๊ - 1  +••-+

W illian  พ .ร . W e i .T im e  S e rie s  A n a ly s is  U n iv a ria te  a n d  M u ltiv a r ia te  M e th o d s .A d d is o n  W e s le y  P u b lis h in g ,P 5 3-5 5
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ข้ันตอนท่ี2
2.1 สมมุติว่าจากขั้นตอนที่ 1 ตรวจพบค่าผิดปกติทั้งหมดจำนวน k ค่า ณ ตำแหน่งเวลา 

t \ , . . . , t k  ให้คำนวณค่า c ô j= à j  เม่ือ j  = ใ , . . . ,k  (คือเลือกเอาเฉพาะ et 1 ท่ีมาจากตำแหน่งเวลาท่ีเกิด 
ค่าผิดปกติข้ึนเท่าน้ัน )

2.2 คำนวณค่า T j = —j= ^ J= =  เม่ือ j  = ใ , . . . ,k  ถ้า m in {lf j |1 = Ty <3.5 ให้ตัดค่าท่ี
y ] V a r ( c ô )  1 ’

t r  ออกจากรายการของค่าผิดปกติ ดังน้ันจะเหลือจำนวนข้อมูลท่ีผิดปกติอยู่อีก k-1 ตัว จากน้ันย้อนกลับ 
ไปทำท่ี 2.1 ใหม่ แต่ถ้า m injl T -1] = ลั > 3.5 ก็ให้ไปทำ ท่ีข้ันตอน 2.3

2.3ใช้ค่า û)J ตัวล่าสุดไปปรับปรุงข้อมูลณตำแหน่งนั้น โดยวิธีการปรับเหมือน1.3
2.4 ใช้ข้อมูลท่ีปรับปรุงแล้วมาคำนวณ P L5 จากนั้นลองเปรียบเทียบดูว่าค่าของล่วนเบ่ียงเบน 

มาตรฐานที่ได้ในรอบนี้ กับรอบก่อนหน้ามากกว่า 0.001 หรือไม่ถ้าเกินให้กลับไปทำที่ 2.1 ใหม่ แต่ 
ในทางกลับกันถ้าน้อยกว่า ให้หยุดกระบวนการ และถือว่า P LS ตัวล่าสุดที่ได้เป็นค่าประมาณ
พารามิเตอร์ของวิธีน้ี PJEMPOE

2.3 วิธีประมาณแบบเอ็ม ( M-Method )

หลักการท้ัวไปของวิธีประมาณแบบเอ็ม คือ การทำให้ผลรวมของฟังก์ชันความสูญเลืย /?(.) 
ภายใต้พารามิเตอร์ตัวแบบอนุกรมเวลา P  มืค่าต่ําสุด หรือ

? !<>
โดย G0 คือ สเกลพารามิเตอร์( Scale Parameter) ของการแจกแจงค่าความผิดพลาดล่ม

และ p (u  ) เม่ือ น , -  —  เป็นฟังก์ชันความสูณเลืยของ Huber ซ่ึงมืรปแบบฟังก์ชันคือ

p(w,) = 2 U' เ̂ อ

= ch \ u11- y ch เม่ือ Iu, \ > ch
d  <=u o vค่า ch เป็นค่า Tuning constant โดยมีหลักเกณฑ์ในการกำหนดคือ การกำหนดค่าน้น ch จะ 

ขึ้นอยู่กับการแจกแจงของ <2, กล่าวคือถ้าการแจกแจงของ a1 มีลัดล่วนการปลอมปนของค่าผิดปกติ 
มากค่า ch ท่ีดีก็ควรจะมีค่าน้อย  ๆ แต่ในทางกลับกันถ้า a, มีการแจกแจงท่ีมีลัดล่1วนการปลอมปน'น้อย 
 ๆ เช่น การแจกแจงแบบปกติ ค่า ch ท่ีดีก็ควรจะมีค่ามาก แต่ปัญหาในทางปฏิบัติก็คือเราไม่ทราบการ
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แจกแจงท่ีแท้จริงของ a, ดังน้ันหลักในการกำหนดค่า ch ที่ดีน้ันควรจะเป็นค่าที่ทำให้ตัวประมาณที่ได้ 
สามารถใช้การได้ดีในกรณี a, ไม่ได้มีการแจกแจงแบบปกติ และ ไม่สูญเสียประสิทธิภาพมากจนเกินไป 
ในกรณี a1 มีการแจกแจงแบบปกติ เกณฑ์อันหน่ึงท่ีลอดคล้องกับแนวคิดในช้างต้นและนิยมใช้กันคือ 
กำหนดค่า ch ท่ีทำให้ตัวประมาณท่ีได้น้ันให้ค่า asymptotic relative efficiency (ARE) 95 % เม่ือเทียบ 
กับตัวประมาณกำลังลองน้อยสุดภายใต้สถานการณ์ o, มีการแจกแจงแบบปกติ ในขั้นด้น Huber ได้ 
ให้คำแนะนำว่าค่า Cf1 น้ันควร'จะมีค่าอยู่ระหว่าง 1 ถึง 2 ต่อมา สำหรับวิธีประมาณเอ็ม Allende ได้ 
กำหนดค่า C11ที,ให้ค่า ARE 95% ค ือ2 ดังน้ันในการวิจัยคร้ังน้ีจะกำหนด ch = 2 และ จะประมาณ 
๐- ด้วย ตัวประมาณ แบบมัธยฐานของค่าลัมบูรณ์ของความเบ่ียงเบน ( Median Absolute Deviation 
: MAD ) ซ่ึงเสนอโดย Mosteller และ Tukey ( 1977 ) และจะถูกปรับด้วยค่าคงท่ี 1.4826 ซึ่งจะทำให้ 
â  ที่ได้นั้นเป็นตัวประมาณที่ไม่เอนเอียงเมื่อ ขนาดตัวอย่างมีค่ามาก และ Ô มีสูตรคำนวณคือ 
<7 =  1 A $ 2 6 [M e d (\ à, -  M ed (à t ) I)] เม่ือ t =  ใ , . . . , ท

ลำดับต่อไปน้ันจะขออธิบายในรายละเอียดของวิธีประมาณแบบเอ็ม ที'จะนำมาประมาณ 
ค่าพารามิเตอร์ตัวแบบ AR(1) MA(1) และ ARMA(1,1) ซ่ึงมีรายละเอียดดังต่อไปน้ี

1) กรณีตัวแบบ AR(1)
สมการตัวแบบ AR(1) Z1 = c + <f>Z'_ 1+ a, ฟังก์ชัน a, จะเป็นฟังก์ชันแบบเชิงเล้นซ่ึงมีรูปแบบ 

คือ a, = zr - c - ( f ) z t_ 1 เม่ือ c = ju (\-</>) จากน้ันเช่นเดียวกับวิธีกำลังสองน้อยสุดแบบมีเง่ือนไข 
พิจารณาสมการท่ี 7 = 1, ห ดังน้ี

z l= C  + <t>\Z0 + a\ 
z2 =c + fazx+ a 2

Zn = C  + k Zn - \+ aท
โดยกำหนดค่าเร่ิมต้น z0=z จากน้ันสมการช้างบนอยู่ในรูปของเมทริกชั คือ

y  =

(ง- 
t-T x  =

1 z 0  

1 Z,
p =

c
a  -

« 1

a i

. V ท * \ J z«-1. ท * 2

4>_ 2 x \

. ‘ เ ท .
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จากฟังก์ชัน ^ / 0 (-J-) ซ่ึงจากเมทริกซ์ข้างบนกำหนดให้เท่ากับ Y ^ p {y r ~‘ ^ ) โดย X]  = (l,x ;1)u2
M Ga l \  O■0

I  . Jf r ^  ,> ’1-จ ัโ /?  v O 1 v y , - * , r /? y - x ] P  1 Aฉาก! เจ ท so fàO/รไจ เจ/นิจ lÂQWSt.จ X »̂/ ~ \ 1 /»eiri''»<»9q I น9 .,y/ ~ \ * ~ y k
crจากน้ันหาค่าอนุพันธ์ของ Î P ( ^ )  โดยกำหนดให้ y/ (

(=1 ๐'0
A= u1 เมิอ
A

~ch < น1 < c 11

= ch เมิอ
บ

น1 > c h
II 1 3ร่ เมิอ M, < -C h

โดย น1= จะได้ สมการปกติ จำนวน 2 สมการคือ<7„

I > ^ (• ) = 0 เม่ือ 7 = 1,...,2
£7

และจากวิธีคำนวณกำลังสองน้อยท่ีลุดแบบถ่วงน้ําหนักหลายรอบ ( The Iterative Reweighed 
Least Square : IRWLS ) ซ่ึงเสนอโดย Beaton และ Tukey ( 1964 ) ซึ่งได้กำหนดให้พ, เป็นค่าถ่วง
I  ^  d ^ d ^ ((.ห;- -x j p ) / cr0] ร' . ^3น้าหนักมีค่าระหว่าง 0 ถึง 1 ซึงมีรุปแบบคือ พ ,= — —  ' ? ------— ดังนนสมการปกติทีได้ก็จะมีค่า

( y - Z TP ) / v .
เท่ากับ

( ด ั- ^ )  = 0 

î w r Z w ^  = 0 

Ê w ^ è w ,

ซ่ึงเขียนในรูปเมทรกซ์ได้เป็น X TW X p  = X TWy เม่ือ ^  =
พ ,  0  

0 พ,
0
0

พ
ดังน้ันจะ

- * ' ท Jnxn

ได้ว่าค่าประมาณพารามิเตอร์ P  = ( X TW X y ' X TWy แต่เน่ืองจากเมทริกช์ JT" น้ันข้ึนอยู่กับ 
ค่าพารามิเตอร์ ดังน้ันจึงทำการปรับปรุงการประมาณเสียใหม่ โดยใช้การวนเา โดยกำหนดค่าเร่ิมต้น 
/?(0) ซ่ึงในการวิจัยคร้ังน้ีใช้วิธีกำลังสองน้อยสุด จากน้ันนำ P ';0) มาคำนวณเมทริกซ์ จากน้ัน
คำนวณค่า p {]) = ( X r w m x y '  X T พ (0)y  ซ่ึงเป็นการประมาณค่าพารามิเตอร์ในรอบใหม่ เม่ือใช้ 
กระบวนการวน,ซาน้ี'โปเร่ิอย  ๆจะสรุปเป็นสูตรคำนวณได้ดังน้ี

p (k+l) = ( X TW {k)x y ]X Tพ {k\y  เม่ือ À: = 0,1,2,...
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ในการคำนวณนันจะทำจนกระทังค่าท่ีได้ในรอบปัจจุบันกับรอบก่อนหน้ามีค่าไม่ต่างกันมากนัก 
และจากกล่าวมาน้ันสามารถสรุปเป็นข้ันตอนวิธีการคำนวณได้ดังต่อไปน้ี

ข้ันตอนท่ี 1 กำหนดค่าเร่ิมต้น /3 (0) = (c m ,0 m ) T ด้วย'วิธีกำลังสองน้อยสุด และ z0 = Z  

ข้ันตอนท่ี 2 คำนวณหาค่า ô, = Z ,-C (O)- 0 (O)Z,_, และ <7*0) เม่ือ t = \,...,n

ข้ันตอนท่ี 3 คำนวณค่าเมทรกช์ถ่วงน้ัาหนัก พ  =

พ ,  0  

0 พ,
0
0

พ ,

คา พ ,  คานวณจาก

ฟังก์ชัน — —  เม่ือ น, = - ^ -  ใดย พ, คือ น้ําหนักของค่าสังเกตท่ี f และมีค่าระหว่าง0 ถึง 1 
p u■ 1 a °
ข้ันตอนที' 4 คำนวณค่า /?(1) ด้วยวิธีกำลังสองน้ําสุดแบบถ่วงน้ําหนัก 

p m = ( x Tw x y '  { X rW y) เม่ือกำหนดให้
z 1 1 z0

y  = Z2 และ X  = 1 Z,

_ z ท, flxl

า?

77x2

ข้ันตอนท่ี 5 ทำการเปรียบเทียบค่าโดย ดว่า ——ปั^— - < 0.001 และ —— —- < 0.1----- —  J c(0) <เ)(0)

หรือไม่ ถ้าไม่ให้กำหนด B (0) = และ Z» =  น 1' ' ) =  - - - - -  จากน้ันเร่ิมต้นข้ันตอนท ี่2 ใหม่- - 0
เพ่ือท่ีจะเข้าล่การทำซ้ํารอบใหม่ต่อไป แต่ ถ้าใช่ให้หยุดการทำซํ้า จากนั้นกำหนดให้ <j)M = </>0) แล

คำนวณหาค่า jùM = c แล้วนำ f lM และ (j>M ท่ีได้เป็นค่าของตัวประมาณเอ็ม1 - ( f)  ’

<0.001 และ ^ ( <0.001

2) กรณีตัวแบบ MA(1)
จากสมการตัวแบบ MA(1) จะได้ว่า a , =z, -  fu  + da,_1 จากน้ันหาค่าอนุพันธ์ของ y  p (— )

ฬ ๐'0
โดยกำหนดให้ฟังก์ชัน y / {น ,)  =  P ' {น ,)  ซ่ึงม ีรูปแบบฟังก์ชัน คือ

(/(« ,) = พ, เม่ือ - c h < น ,  < ch
C, เมือ ผ, > C,

เมือ น, < - c h

เม่ือ น , - —  ก็จะได้ลมการ2 สมการดังน้ี
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( d a \
J e ,
' da , N

= 0 

= 0

และจากวิธีการของ Beaton และ Tukey จากลมการปกติกำหนดค่าถ่วงน้ําหนัก 

โดย 0 < พ, < 1 จากน้ันแทนค่า พ, ในสมการจะได้เป็น

พ, = y ju , )  
u1

<=1 °a( f )

'd a ^
J o j

= 0

' Y  ( - )
'=1 °ai f ) a \ dM j

= 0

Hlfl P * M ~ °

หรีอ Ï > a | ^  = 0

จากสมการข้างบนน้ันจะเห็นว่าค่าของ พ, น้ันข้ึนอยู่กับค่าของ a, ดังน้ันในการประมาณ 
ค่าพารามิเตอร์จึงใข้วิธีคำนวณแบบกำลังลองน้อยท่ีลุดแบบถ่วงน้ําหนักหลายรอบ ซ่ึงมีข้ันตอนการ 
คำนวณดังต่อไปน้ี

ขั้นตอนที่1 กำหนดค่าเริ่มต้น/?(0) = ( / /O),0<O)),rx2 ด้วยวิธีกำลังลองน้อยสุด
ข้ันตอนท่ี 2 คำนวณหาค่า Ü1 — Z1 — ,ผ(0) + 0(O)â,_1 และ <7(0> เม่ือ t  = โดย

กำหนด â0 = 0
พ, 0 . 0 "

ข้ันตอนท่ี 3 คำนวณค่าเมทริกช์ถ่วงน้ําหนัก พ  = 0 พ2 . 0 ค่า พ, คำนวณจาก

0 0 . ท'*.ท

* 9/
ฟังก์ชัน 'E J jI  เม่ือ น1 =ะ-— -  โดย พ, คือ น้ัาหนักของค่าลังเกตท่ี t และมีค่าระหว่าง0 ถึง 1 

„ M' , ๐»
ข้ันตอนท่ี 4 คำนวณค่าเวกเตอร์ Ap  = ( X TW X y \ X TWq0) เม่ือ

- X ,1.2
v2,2

-X\J,
- X .

ะได้
2 ,ท

"  J«xl
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A p  =

ท ท -1 ท
V *  1 2 V V

1ใ , X  ๙ ๙ , r๙ . , X ๙ ๙ ๙ , ,
ท ท ท

X  ๙ ๙ , , ๙ , , X  ๙ ๙ , , X ๙ ๙ ๙ , ,
-  '=1 /=1 2x2 _ /=1

เม่ือ x  บ = - ร๙
d p

= 1+ ๙'»*น-!
<90,v ___ !_ /}(0) _A2,/ QQ ~ u ๙.,-I ~ ๙-!

ข้ันตอนท่ี 5 ปรับปรุงค่าประมาณโดย /?(,) = /?(0) + A/?

ขั้นตอนที่6 ตรวจสอบการล่เข้าของค่าพารามิเตอร์ท่ีได้ถ้า — —น ั^— - <0.001 และ
P (0)

—  ไ0̂ — - < 0.001 ให้หยุดการทำช้ํา และกำหนด P M = J๙° และถือว่า P M ท่ีได้เป็นค่าประมาณ 
0  ’ ~

พารามิเตอร์ของวิธีน้ี แต่ถ้าค่าท่ีได้น้ันยังไม่ถึงเกณฑ์การลู่เข้าท่ีกำหนดไว้ให้กำหนด 1น(0) = /๙ ') และ 
๙ 0) = ๙° จากน้ันย้อนกลับไปเร่ิมข้ันตอนท่ี 2 ใหม่

3) ตัวแบบ ARMA( 1,1)
จากสมการตัวแบบ ARMA0.1) จะ'ได้,ว่า a1 = Z , -  p ( \ -< / ) ) -<j>z,_i+ 6 (1,^ จากน้ันหาค่า

อนุพันธ์ของ J ] p (— ) โดยกำหนดให้ y /(.) =  p \ .) เซ่นเดียวยับตัวแบบ MA(1) จะได้ลมการ 3 ลมการ
, 1 ๙,

= 0 

= 0

เ>(7 >(  dc± 
d p ,

= 0

และจากวิธีการของ Beaton และ Tukey จากลมการปกติกำหนดค่าถ่วงนำหนัก 

โดย 0 < พ ,<1 จากน้ันแทนค่า พ, ในสมการจะได้เป็น

-A ^ cr \  a ( 5a ไ -» ■ <๙ do,  -
X — , ๙ T ) ๙ 7  =0 ห1อ £ ๙ ๙  7 7  = 0M  ( ๙ L )  ๐•0 W J  /-I d< t>

๙ = Y  {น ,)
น,
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V”1 cr , a . f  da ไ rfi ^  da
^ M  =0 หรอ T w'a> ^ = 01=I (ป?L) <7a \ d d )  M <5#

CTa
, K 7 ) /  a \  ,v-< ®a t  at \  oa ๗) Y ' 5ûf. -ร - a (~ ) X T  = 0 ห̂ อ Z wA “  = 0/=■  ( fL )  ^  V ^ y  t f  5//

หรือ Y j wta1- ^ = 0

จากสมการข้างบนน้ันจะเห็นว่าค่าของ พ, น้ันข้ึนอยู่กับค่าของ a, ดังน้ันในการประมาณ 
ค่าพารามิเตอร์จึงใช้วิธีคำนวณแบบกำลังสองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนักหลายรอบ ซ่ึงมีข้ันตอนการ 
คำนวณดังต่อไปน้ี

ข้ันตอนท่ี 1 กำหนดค่าเริ่มต้น/?<0) = ( //(0),0(0),๙°1% 3 ด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุด และ z0 = z 
ข้ันตอนท่ี 2 คำนวณหาค่า I 

t = \,...,ท  โดยกำหนด â0 =0 และ

ข้ันตอนท่ี 3 คำนวณค่าเมทริกซ์ถ่วงน้ําหนัก พ  ะ=  ” 2 "  ค่า พ ,  คำนวณจาก

( z1- , V 0)) + û m â

พ 1 0 . 0 ■
0 พ 2 . 0

0 0 . พ „ท -in

ฟังก์ชัน -  เม่ือ น1 = - ? f -  โดย พ ,  คือ น้ําหนักของค่าลังเกตท่ี f และมีค่าระหว่าง 0 ถึง 1
M , 1 °a

ข้ันตอนท่ี 4 คำนวณค่าเวกเตอร์ A P  = ( X TW X ) ~ \X TWa{)) เม่ือ
1- â.
- X น -*1.2

«2-*2,1 —*2,2 - -*2,„ และ a0 =
_ *3,1 —*3,2 *3,/| 3x/7 ไ0,

 ■

É w«*ü/ t ) WM ,1 î w v
-I

z * w บ

จะได้ว่า A/0 = Z w'xux2,, 1 L W'X1 Z  w,*2.,*3. Z WÂ X2,

Z W/*U*3., Z w'*2,,*3.( Z w<*3., Z "W *3 .,_ /=1 t=1 /=1 3x3 _ t-=1



*1, = - เ ^ (1- D  +<?'"' *1, - 1

* , , = - | r = ( V , - V ” )+ 0 ,oV

50
V  - — 1> -  f l ( O ) . .  _  '*3./ — » ไ  — “  *3,f-l a i -1

ข้ันตอนท่ี 5 ปรับปรุงค่าประมาณ โดย p m = p (0)+ \ p  

ขันตอนท่ี 6 ตรวจสอบการลู่เข้าของค่าพารามิเตอร์ท่ีได้ ถ้า ^(,)- y o)
พ <0.001 และ

— ■■ "ÿiïf— - < 0.001 และ — -ฑ ์0̂ — - < 0.001 ให้หยุดการทำช้ําและกำหนด P M = /?(1) โดยถือ

ว่า /?(|) ท่ีได้เป็นค่าประมาณพารามิเตอร์ของวิธีน้ี แต่ถ้าค่าท่ีได้น้ันยังไม่ถึงเกณฑ์การลู่เข้าท่ีกำหนดไว้ 
ให้กำหนด 1̂{0) = /น('\ ( / ) {0 )ะ= (/)0) , 0(0)= 0 (|) และ z0 = / / ( |)จากนั้นย้อนกลับไปเริ่มขั้นตอนที่2 ใหม่

สำหรับการวนช้ําในทุก  ๆ ตัวแบบน้ันจะกำหนดรอบท่ีวนสูงสุดเอาไว้ล่วงหน้า โดยการวิจัยคร้ังน้ี 
กำหนดไว้ 10 รอบ ถ้าภายใน 10 รอบค่าท่ีได้น้ันยังไม่ลู่เข้า ก็จะทำการปรับปรุงค่าร่ิมต้นโดยอาจจะ 
บวกเพ่ิมหรือปรับให้ลดลงเล็กน้อย เพ่ือให้เกิดการลู่เข้าและได้ค่าของตัวประมาณ

2.4วิธีกำลังสองน้อยที่สุดแบบถ่วงนํ้าหนักด้วยบูทสแทร็พ ( Bootstrap Weighted Least 
Squares Method )

ในปี 2544 Claudio Agostinelli ไดเ้ลนอวิธีประมาณค่าพารามิเตอร์ตัวแบบอนุกรมเวลากรณีท่ี 
มีค่าผิดปกติเกิดข้ึน โดยวิธีน้ีมีหลักการคือการทำให้ฟังก์ชันผลรวมความผิดพลาดยกกำลังสองแบบถ่วง 
น้ําหนักมีค่าต่ําสุด ภายใต้พารามิเตอร์ของตัวแบบ P  โดยฟังก์ชันผลรวมความผิดพลาดยกกำลังสอง 
โดยมีรูปแบบฟังก์ชันคือ

$ , (£ )= É  > ๙

โดย พ, เป็นค่าถ่วงน้ําหนักท่ีมีค่าระหว่าง 0 ถึง 1 ซ่ึงมี?ปแบบคือ พ, = ๓ ๒ ■ "}
ร1+ ]

เม่ือ A (S ') คือ ฟังก์ชัน Hellinger Residual Adjust ซ่ึงมีรูปแบบคือ A (ร1) = 2 ^ ( 0 1 +1)- 1 j

ร, คือ ค่า Pearson Residuals โดย ร, มีรูปแบบคือ ร, = ■ } a‘ ’ ' ^ —1 
' * พ ( พ 2)
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สำหรับ f \ a 1, F n) คือ ตัวประมาณ nonparametric kernel density มีรูปแบบคือ
/ ' \ a „ F J =  \ k ( a ,

เมือ k (a , ;g )  เป็น kernel density และ g  เป็นค่า bandwidth
และสำหรับ rn (a  11; CT2) คือ smoothed model มีรูปแบบคือ

™ ( ° , \ ° ] )  = \ k ( a, ;g )d M (cr2)
เม่ือ M(cr2) เป็นฟังก์ชันการแจกแจงสะลม และ g  เป็นค่า bandwidth 

จากงานวิจัยท่ี Agostinelli ได้คืกษา เขาได้ใช้ฟังก์ชัน

d. = yfg
£ e xp -  ( a1- a j )

2 (g )

2 ไ

ท
ในการประมาณ f ( a „ F n) เม่ือ ฟังก์ชัน kernel คือ Gaussian kernel และ g  = 0.03cr2

1rm  1 = —j= \
yJg

ในการประมาณ m (a,;a ] )  ฟังก์ชัน kernel คือ Gaussian kernel และ g  = 1.03cr2 
เม่ือ t  =  ท

ลำดับต่อไปน้ันจะขออธิบายในรายละเอียดของวิธีกำลังสองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนักด้วย 
บูทสแทร็พ ท่ีจะนำมาประมาณค่าพารามิเตอร์ตัวแบบ AR(1) MA(1) และ ARMA(1,1) ซ่ึงมีรายละเอียด 
ดังต่อไปน้ี

1)กรณีตัวแบบ AR(1)
ในกรณีตัวแบบ AR(1) ฟังก์ชัน at = Z1- / j( \- ( /> )-< p z 1 _ t  เป็นฟังก์ชันแบบเชิงเลัน 

ดังน้ันในการคำนวณค่า p  = (c ,^ )\x2 จึงสามารถทำได้ด้วยวิธีการดังต่อไปน้ี จากตัวแบบ AR(1) 
Z1 = c  + <f)zl_t + a l เมือ c=ะ ju(\-</>)

พิจารณาสมการท่ี t = \,.. . . ,ท  ดังน้ี
Z, - c  +  <t>zü +  <7,
Z2 - c  +  (f)zx +  a 2

z n = c  +  (t) z  ท -\ + a  ท
เม่ือกำหนด z0 = z  จากน้ันนำลมการข้างบนมาเขียนในรูปของเมทริกซ์ได้
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z1 1 z0 a \
z2 1 z. c a-,x  = II'ะะน

1

a =
2x1

_z«_ nx 1 J  z«-1. nx 2 an_

ต้องการ'หาตัวประมาณ/? ของ/? ที่ทำให้1ร'11,(/?) = j^w,a,2 =qTWq มีค่าต่ําสุด เม่ือ
M

a = y -  X P  และ พ  =

ดังนน

w , 0 . 0
0 พ 2 . 0

• 
o

• 
o

- พ»

โดย พ  เป็นเมทริกซ์ถ่วงน้ําหนัก

—I//X /7
Tlร w( P )  = ( y - X p _ ) 'W ( y - X P )

= / พ y  - p TX T~Wy - / w x p  + p TX TW X p
= / พ y  - 2 p TX TWy + p T X TW X  p_

0

ได้ - 2 X TWy + 2 X TW X  P  = 0
จากน้ันจะได้ว่าค่าประมาณพารามิเตอร์ P  = (x r w x y '  (X TW y)
แต่เน่ืองจากเมทรกซ์ พ  นั้นข้ึนอยู่กับค่าพารามิเตอร์ดังน้ันจึงทำการปรับปรุงการประมาณเสีย 

ใหม่ โดยใช้การวนซ้ํา โดยกำหนดค่าเรมต้น /?(0) ซ่ึงในการวิจัยคร้ังน้ีใช้วิธีกำลังสองน้อยสุด จากน้ันนำ 
/?<0) มาคำนวณเมท'รกซ์ พ '(0) จากน้ันหาคำนวณค่า /?(1) = ( x r w i0)x y '  ( X TW m  1y )  ซ่ึงเป็น 
ค่าประมาณพารามิเตอร์ในรอบใหม่ เม่ือใช้กระบวนการวนซ้ําน้ีไปเรอย  ๆจะสรุปเป็นสูตรคำนวณได้ดังน้ี

p (k+x) = ( X Tพ ™  x ÿ  ( X TW {k)ÿ )  เม่ือ k = 0,1,...
ในการคำนวณน้ันจะทำจนกระท่ังค่าท่ีได้ในรอบปัจจุบันกับรอบก่อนหน้ามีค่าไม่ต่างกันมากนัก 
Agostinelli ได้แนะนำว่ามีความเป็นไปได้ท่ีผลลัพธ์ท่ีได้จากการคำนวณน้ันอาจจะมีมากกว่า 1 

คำตอบดังน้ัน ในแก้ปัญหาน้ีเขาจึงได้เสนอว่าให้กำหนดค่าเริ่มต้น /?(0) สำหรับการวนซ้ําในกระบวน
การ IRWLS ด้วยวิธีบูทสแทร็พ ( Bootstrap) โดยมีวิธีคือให้ทำการสร้าง ค่าลังเกตเทียม ( presudo 
observation ) ข้ึนมาหลาย  ๆชุด โดยอาลัยหลักการของบูทสแทร์พ จากน้ันนำค่าลังเกตเทียมเหล่านั้น 
มาประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุด ผลท่ีได้คือเราจะได้ ค่าเร่ิมต้น /?(0) เป็นจำนวน 
หลาย  ๆ ค่า จากน้ันจึงนำค่าที,ได้เหล่าน้ีไปเป็นค่าเร่ิมต้นในกระบวนการ IRWLS

จากท่ีกล่าวมาท่ังหมดในช้างต้นลามารถสรุปวิธีคำนวณในตัวแบบ AR(1) ได้ดังน้ี
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ข้ันตอนท่ี 1 การหาค่าเร่ิมต้นในการวนซ้ําด้วยวิธีบูทสแทร็พ
1.1 คำนวณค่า p  = {c,(j>y โดยวิธีกำลังสองน้อยสุด
1.2 คำนวณค่า à, = z, - c - ^ z t_ 1 เมือ t  =  \ , . . , n  และ z0 =  z

1.3 ทำการส่ม Ô, แบบใส่คืนจำนวน ท ค่า จะได้ a, เม่ือ t = ใ , . . ,ท เช่นในครั้งแรกส่มได้ ลั5 ดังน้ัน 
Ô* เท่ากับ ô5 จากนัน ส่มต่อในครังท่ี 2 ได้ ôg ดังน้ัน Ô* เท่ากับ âg ท่าไปเรื่อยๆจนกระที่'งครบ ท 

ค่า โดยค่าท่ีเราส่มได้น้ันมืความเป็นไปได้ว่าอาจจะเป็นท่ีที่เราเคยส่มได้แล้วก็ได้ไม่เป็นไร
1.4 นำ a, มาสร้าง Z* โดยอาดัยดัวแบบ z] = c  + 0 z * +«’ เม่ือ t = 2 , . . ,ท กำหนด z* = Z1
1.5 นำ Z* มาประมาณด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุด จะได้ p '  = (c ,< j> ')T

ข้ันตอนท่ี 2 เข้าส่กระบวนการวน'เา
2.1 กำหนด /?<0) = (c(0\^ (0))r ให้มืค่าเท่ากับ น ั้, = (c ,< j> *y  โดยจะใช้ /?(0) น้ีเป็นค่าเร่ิมต้นใน 
การวนช้ํา

2.2 คำนวณหาค ่า â, = z 1- c (0)-</>(0)z1_1 , a (a0) =  ÿ - ^ — เมื่อ*, = ใ , . . . , ท
\  , ! « -2

แล- z = u m = -^ — —และ z0 =/z J_^(0)
2.3 นำค่า Ô, มาคำนวณค่าถ่วงน้ําหนัก พ', เม่ือ พ', คือ น้ําหนักของค่าลังเกตท่ี t

WI 0 0
2.4 นำ พ', มาสร้างเมทรืกซ์ถ่วงน้ีาหนัก พ  = 0 ห'2 0

0 0 w1.

p w = { x rw x y \ x TWy) เม่ือกำหนดให้
V ป z0
Z, 1 z.IIะรเ 1 และ x  =

Nc1 ท* 1 1__
_

2.6 ท่าการเปรยบเทียบค่าโดยดูว่า —— นันั้— -<0.001 และ ——~ — -<0.001 หรือไม่,(0) (0)

ถ้าไม่ ให้คำนวณÔ, ะ= Z , - C ( | ) - ^ ( |)Z ,_] เม่ือ t = ใ ,. . . ,ท  และ o - y = โดย พ ิ= Y —V ,-เ พิ» - 2 , I ท
และกำหนด p m  = /?(|) จากน้ันเร่ิมต้นข้ันตอนท่ี 2.3 ใหม่ เพ่ือท่ีจะเข้าส่การทำซ้ํารอบใหม่ต่อไป
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ถ้าใช่ ให้หยุดการทำช้ํา จากนั้นกำหนด i (i) = 1ลั0 และคำนวณหาค่า ท'[b) = • c แล้วนำ

jù(b) และ ท้ั[b) ทีได้เป็นค่าของตัวประมาณ ในรอบท่ี b เม่ือ b แทนรอบของบูทสแทร็พ โดย 
6 = 1,...,100

ข้ันตอนท่ี 3 เก็บผลลัพธ์ท่ีได้
3.1 ตรวจสอบดูว่าผลลัพธ์ของตัวประมาณท่ีได้จาก 2.6 น้ันมีครบ 100 ค่าหรือไฝ 
ถ้าไม่ ให้ย้อนกลับไปท่ี 1.3 เพ่ือเร่ิมกระบวนการบูทสแทเพในรอบใหม่ลัดไป

ทาน ให้นำผลลัพธ์ท่ีได้มาหาค่าเฉล่ียโดย แ ล ะ ^ โ ด ย ค ่า  P mL8

และ <j)BWL8 ท่ีได้จะเป็นค่าของตัวประมาณพารามิเตอร์วิธีบูทสแทเพกำลังลองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนัก

2 )กรณีตัวแบบ MA(1)
จากสมการตัวแบบ MA(1) จะได้ว่า a, = Z1- เน  + Oa,^ เม่ือกำหนด «0 = 0 เป็นฟังก์ชันแบบ

ไม่เป็นเชิงเล้นและจากฟังก์ชัน ร  ( P )  เม่ือ P  = ( แ , 0 ) โ ทำการหาค่าอนุพันธ์ ^  ก็จะได้ระบบdp
สมการ 2 สมการ คือ

Ê w’ (z ’ - แ  + 0Ûน ) = 0 

Ê ( z . - M  + Oa,-1) ^ -  = 0

จากสมการข้างบนน้ันจะเห็นว่าค่าของ พ1 น้ันข้ึนอยู่ลับค่าของ «, ตังน้ันในการในการคำนวณ 
จึงไชวิธีกำลังสองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนักหลายรอบ

เช่นเดียวกับตัวแบบ AR(1) Agostinelli ได้แนะนำว่ามีความเป็นไปได้ท่ี ผลลัพธ์ท่ีได้จากการ 
คำนวณน้ันอาจจะมีมากกว่า 1 คำตอบตังน้ัน ในแก้ปัญหานี้เขาจึงได้เสนอว่าในการกำหนดค่า 
เริ่มต้นp {0) ให้ลับการคำนวณวิธีกำลังสองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนักหลายรอบน้ันให้กำหนดด้วยวิธีบูท 
สแทเพ ( Bootstrap) ผลท่ีได้คือเราจะได้ ค่าเร่ิมต้น p {0) เป็นจำนวนหลาย  ๆ ค่า

จากท่ีกล่าวมาท้ังหมดในข้างต้นสามารถสรุปข้ันตอนวิธีคำนวณในตัวแบบ MA(1) ได้ดังน้ี

ข้ันตอนท่ี 1 การหาค่าเร่ิมต้นในการวนช้ําด้วยวิธีบูทสแทเพ
1.1 คำนวณค่า p -= ( jù ,ê ) T โดยวิธีกำลังสองน้อยสุด
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1.2 คำนวณค่า â, = Z' -  f t  + Ôâ,_ 1 กำหนด «0= 0 เม่ือ t = \, . . ,n

1.3 ท่าการส่ม à, แบบใส่คืนจำนวน ท ค่า จะได้ a, เม่ือ t = \ , . . ,ท เช่นในครั้งแรกส่มได้ ô5 ดังน้ัน 
à \ เท่ากับ «5 จากน้ัน ส่มต่อในคร้ังท่ี 2 ได้ ôg ดังน้ัน Ô* เท่ากับ «8 ท่าไปเร่ือย  ๆจนกระท่ังครบ ท 
ค่า โดยค่าท่ีเราส่มได้น้ันมีความเป็นไปได้ว่าอาจจะเป็นท่ีท่ีเราเคยส่มได้แล้วก็ได้ ไม่เป็นไร
1.4 นำ «' มาสร้าง Z1 โดยอาดัยตัวแบบ Z1 = f t -  da  1̂  + a  1 เม่ือ t = \ ท กำหนด â* =0
1.5 นำ Z, มาประมาณด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุด จะได้ ๙’ = ( f t f t ê ' Y

ข้ันตอนท่ี 2 เข้าส่กระบวนการวนซ้ํา
2.1 กำหนด ๙(0) = (,๙°>,๙°y  ให้มีค่าเท่ากับ ๙* = ( f t f t ê ' Y  โดย,จะ'ไข้ ๙(0) น้ีเป็นค่าเร่ืมต้นใน 
การวนช้ํา

2.2 คำนวณหาค่า ô, = z , - ๙ (O)+0(O)â(_, 1 CT(0°) = ^ £ - ^ - ^  เม่ือ t  = ใ , . . . , ท

2.3 นำค่า â, มาคำนวณค่าถ่วงน้ําหนัก พ, เม่ือ พ, คือ น้ําหนักของค่าลังเกตท่ี f
พ, 0 0

2.4 นำ พ, มาสร้างเมทริกซ์ถ่วงน้ําหนัก พ  = 0 พ, 02
0 0

2.5 คำนวณค่าเวกเตอร์ A P  = ( X TW X y \ X TWaft) เม่ือ

- x , | X, 2 - ’ «2
É A * I 2, Ê w ,* u * 2 . ,

-1
£  พ ่, ,

II A ^  =
- x 2 1 - x 2 2 . - x 2 „

’ V -' V-1 2
2 x n 2 > < y 2 > / ' «1*2.1

A . nxl _ f=l / =  1 2 x 2 .  1 = 1

เม่ือ * 1, , = - ^  = 1 + ๙ ° \ ,_ 1

*2,, = - —  = ^ ° )x2 .^ ~ â1-I
O u

จากน้ันปรับปรุงค่าประมาณ โดย ๙๓ = /๙°} + Ay?

2.6 ท่าการเปรียบเทียบค่าโดย ดูว่า I ๙ ° > -๙ ° I1"  - -75)- --<0.001 และ I ๙ °> -๙ ° I
๙°> <0.001 หรอไม่

ถ้าไม่ ให้คำนวณ«, — z — ๙ ° +Ô 0)â1 1 เม่ือ t = ใ,...,ท  และ y 0 = y  ™'a' โดย ^  = Y  —V7^wm- 2 7ะร้ ท
และกำหนด ๙(0) = ๙'10 จากน้ันเร่ิมต้นข้ันตอนท่ี 2.3 ใหม่ เพ่ือท่ีจะเข้าส่การทำซ้ํารอบใหม่ต่อไป 
ถ้าใช่ ให้หยุดการท่าชํ้าจากนั้นกำหนด ,๙'’1=,๙° และ ๙'°> = ๙ ° โดยเป็นค่าของตัวประมาณ ใน 
รอบท่ี b เม่ือ b แทนรอบของบูทสแทร็พ โดย 6 = 1,...,100
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ข้ันตอนท่ี 3 เก็บผลลัพธ์ท่ีได้
3.1 ตรวจสอบดูว่าผลลัพธ์ของตัวประมาณท่ีได้จาก 2.6 น้ันมีครบ 100 ค่าหรือไม่ 
ถ้าไม่ ให้ย้อนกลับไปท่ี 1.3 เพ่ือเร่ิมกระบวนการบูทสแทร็พในรอบใหม่ลัดไป

ท้าใช่ ให้นำผลลัพธ์ท่ีได้มาหาค่าเฉล่ียโดย และ ÔBW LS=  โดยค่า M bw ls

และ êBWLS ท่ีได้จะเป็นค่าของตัวประมาณพารามิเตอร์วิธีบูทสแทร็พกำลังสองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนัก

3 )กรณีตัวแบบ ARMA(1,1)
จากสมการตัวแบบ ARMA(1,1) จะได้ว่า a1 = z l -ju (\-< f> )-< f>zt_l + 0 a l_] ซ่ึงเป็นฟังก์ชัน

ÔS (/?)แบบ'ไม,เป็นเชิงเลันและ1จากฟังก์ชัน ร  (/?) เม่ือ /3 = (/น, <j),0)T ทำการหาค่าอนุพันธ์ — ^ -= -  ก็จะได้"  ' d p
สมการ รสมการ คือ

ร ุ๊ พ, (Z , -  ฬ1 -  0) -  0 2 , . , + 0 a , _ x ) ^ -  = 0

Z  w< (2‘ ~ ฬ(1~ 4 )~ 02,-1 + 0a'-J  ๆ ^  = 0I=1
ร ุ่พ , ( 2 , - ฬ 1- 4 ) -  <i>2,_ 1+ 6>a, _1) ^ -  = 0

จากสมการข้างบนน้ันจะเห็นว่าค่าของ พ, น้ันข้ึนอยู่ลับค่าของ a, ตังน้ันในการในการคำนวณ 
จึงใช้วิธีกำลังสองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนักหลายรอบ

เช่นเดียวลับตัวแบบ AR(1) Agostinelli ได้แนะนำว่ามีความเป็นไปได้ท่ี ผลลัพธ์ท่ีได้จากการ 
คำนวณน้ันอาจจะมีมากกว่า 1 คำตอบตังน้ัน ในแก้ปัญหาน้ี เขาจึงได้เสนอว่า ในการกำหนดค่า 
เริ่มต้นp (0) ให้ลับการคำนวณวิธีกำลังสองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนักหลายรอบน้ันให้กำหนดด้วยวิธี 
บูทสแทร็พ ( Bootstrap) ผลท่ีได้คือเราจะได้ ค่าเร่ิมต้น p {0) เป็นจำนวนหลาย  ๆ ค่า

จากท่ีกล่าวมาท้ังหมดในข้างต้นลามารถสรุปข้ันตอนวิธีคำนวณในตัวแบบ ARMA( 1,1)ได้ตังนี

ข้ันตอนท่ี 1 การหาค่าเร่ิมต้นในการวนช้ําด้วยวิธีบูทสแทร็พ
1.1 คำนวณค่า p  = (p , i f i ,ê ) T โดยวิธีกำลังสองน้อยสุด 
1.2คำนวณค่า ô, = 2 , - / } ( ! - 4 ) - 0 2 , - 1 + Qà,-\ เม ื่อ / = และ z0 = p
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1.3 ท่าการส่ม Ô, แบบใส่คืนจำนวน ท ค่า จะได้ a, เม่ือ t  =  \ , . . ,n  เซ่นในคร้ังแรกส่มได้ ô5 ดังน้ัน 
Ô* เท่ากับ â 5 จากน้ัน ส่มต่อในคร้ังท่ี 2  ได้ ô8 ดังน้ัน a2 เท่ากับ ô8 ท่าไปเรอยๆ จนกระท่ังครบ ท 
ค่า โดยค่าท่ีเราส่มได้น้ันมีความเป็นไปได้ว่าอาจจะเป็นท่ีท่ีเราเคยส่มได้แล้วก็ได้ไม่เป็นไร
1.4 นำ a, มาสร้าง Z* โดยอาดัยตัวแบบ Z* -  f t { \ -ต ั) + ตัz,_1 - 0â*_, + â* เม่ือ t = 2 ,.. ,n  กำหนด
z* -  Z, และ = 0
1.5 นำ Z* มาประมาณ ด ้วยว ิธ ีกำล ังสองน ้อยส ุด  จะได ้ P ' =  {/น้',4>',ê ' y  

ขั้นตอนที่ 2 เข ้าส ่กระบวนการวนช ํ้า

2 . 1  กำหนด p {0) =  (/uw ,(j)m , 0{0)y  ให ้ม ีค ่าเท ่าก ับ  P ' =  (jd ,<j)‘ , 0' ) r โดย ,จะ'ใช้ /?(0) นี้เป ็นค ่า 

เร ิ่มต ้นในการวนช ํ้า

2 .2 คำนวณ หาค ่า Ô, ะะะZ,- / } ( ! - ท่ั)(0 ) - ^ <0 )z,_ 1 +#(o;’ÔM เมื่อ / = 1  พ โดยกำหนด z0  = //(|

จากน้ันคำนวณ <j[0) =
a y t f n - :1=1 พ -3

2.3 นำค่า â, มาคำนวณค่าถ่วงน้ําหนัก พ, เม่ือ พ, คือ น้ัาหนักของค่าลังเกตท่ี f

2.4 นำ พ, มาสร้างเมทรกซ์ถ่วง'นาหนัก 1+ =

2.5 คำนวณค่าเ'วกเตอร์ A f t  = ( X TW X y \ X TWa0) เม่ือ
"ô,"

จะได้ว่า

ห', 0  . 0
0  ห'2 . 0

0  0  . ห ’ ,

-| â,-% — *2.1

« 2— -* 1.2 -* 2 , 2 - - % 2

II

- * 113 *2,3 3.3x/î £

Z W'*U X w v Z w'*>.<*,,
-i

Z w'â'xi.'

II«Ï
2.1

-fl î w , , î > 'กั A, Î a Â A

î w u 3x3 Z WÂ*3,'

เม่ํอ = -^ -= (1 -0 + 0 '% - ,

+2,1 — , ~  VZI-I 9  )  J r '-’  X 2,/-d(f>
dà

* 3 .,  =  — - = #<0).*3 1 -  â ,5 0  3 . ,- l  - 1

จากน้ันปรับปรุงค่าประมาณ โดย /?(1) = ft '[0) + A ft
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2.6 ตรวจลอบการลู่เข้าของค่าพารามิเตอร์ท่ีได้ว่า \JL ZJi—I <0.001 และ — } ~0f  j น 0.001 

และ - - — ^  ) [<0.001 หรือไม่

ท้าไม่ ให้คำนวณ à, = 21- fj,m -<t>mz1 1+๙')นํ,1 เม่ือ t = \,...,ท และ 0-'')= J v ^ lI  \ดย3
พิ = ^ — และกำหนด /?(0) = /?(|) จากนันเร่ิมต้นขันตอนท่ี 2.3 ใหม่ เพ่ือท่ีจะเข้าลู่การทำซ้ํารอบ /= 1  w
ใหม่ต่อไป
ถ้าใช่ ให้หยุดการทำช้ํา จากน้ันกำหนด /}w = //') 1 ^ '’) = 0 (1) และ Q(b) = ๙') โดยเป็นค่าของตัว 
ประมาณ ในรอบท่ี b เม่ือ b แทนรอบของบูทสแทร็พ โดย 6  = 1 , . . . , 1 0 0  

ข้ันตอนท่ี 3 เก็บผลลัพธ์ท่ีได้
3.1 ตรวจสอบดูว่าผลลัพธ์ของตัวประมาณท่ีได้จาก 2.6 น้ันมีครบ 100 ค่าหรือไม่ 
ถ้าไม่ ให้ย้อนกลับไปท่ี 1.3 เพ่ือเร่ิมกระบวนการบูทสแทร็พในรอบใหม่ถัดไป

ท้าษ ให้นำผลลัพธ์ท่ีได้มาหาค่าเฉล่ียโดย และ ÔBWLS =

โดยค่า f lBWLร ,0mLร และ ÔRWLS ท่ีได้จะเป็นค่าของตัวประมาณพารามิเตอร์กิธีบูทลแท!พกำลังสอง 
น้อยท่ีสุดแบบถ่วงน้ําหนัก
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