
การโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า

บทนี้กล่าวถึงทฤษฎีซึ่งเกี่ยวข้องกับวิทยานิพนธ์นี ฌือหาทังหมดเป็นทฤษฎีการโก่งงอของ 
โครงสร้างแผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าโดยสามารถแบ่งเป็น 4 ส่วนคือ ส่วนแรกเป็นทฤษฎีพื้นฐานของ 
โครงสร้างแผ่นบางแสดงสมการครอบคลุม ( governing equation ) สำหรับการหาค่าภาระการโก่ง 
งอโดยวิธีวิเคราะห์แบบเชิงเสัน ส่วนที่สองเป็นการนำสมการครอบคลุมที่ได้มาคำนวณหาค่าภาระการ 
โค่งงอตามเงื่อนไขขอบเขต ขนาดและคุณสมบัติทางกลของวัสดุของโครงสร้างที่ศึกษา ส่วนที่สามคือ 
การหาโหมดรูปแบบของการโค่งงอเพื่อนำมาเขียนกราฟการเคลื่อนที่นอกระนาบของโครงสร้าง ส่วน 
สุดท้ายกล่าวถึงการหาค่าภาระการโก่งงอจากกราฟพฤติกรรมของโครงสร้างแผ่นบางเมื่อมีภาระกระทำ 
ในแนวระนาบ วิธีท่ีกล่าวถึงมีทั้งหมด 4 แบบคือ 1) การวิเคราะห์จากกราฟของความสัมพันธ์ระหว่าง 
P  - พ  2) การวิเคราะห์จากกราฟของความสัมพันธ์ระหว่าง P  - 5  3) การวิเคราะห์จากกราฟของ 
ความสัมพันธ์ระหว่าง P  - A £  4) การวิเคราะห์จากกราฟของความสัมพันธ์ระหว่าง w /p  - พ  หรือ 
เรียกว่าวิธี Southwell plot

3.1 ฑฤษฎืพ้ืนฐานสำหรับโครงสร้างแผ่นบาง

3.1.1 นิยามและสมมติฐาน

วิทยานิพนธ์นี้ศึกษาการหาค่าภาระการโก่งงอของโครงสร้าง โดยเป็นโครงสร้างแผ่นบางซึ่ง 
รับแรงกดในแนวระนาบและมีเงื่อนไขขอบเขตแบบ simple support การคำนวณเพ่ือหาค่าภาระการ 
โดยทฤษฎีแบบเชิงเสันมีสมมติฐานต่อไปนี [12]

สมมติฐานเบืองต้น
1. โครงสร้างแผ่นบางที่ศึกษาในวิทยานิพนธ์นิเป็นแผ่นวัสดุไอโซโทรปีคซึ่งมีการกำหนดพิกัด 

ฉากดังรูปที่ 3.1 โดยระนาบ x-y อยู่ก่ึงกลางความหนา1ของชินงาน
2. สมมติให้ความหนาของแผ่นทดสอบ h  มีค่าน้อยมากเม่ือเทียบกับความยาว a  และความกว้าง 

b ของแผ่นทดสอบ
3. ระยะการเคลื่อนที่ของแผ่นทดสอบในทิศ x-y-z เมื่อได้รับภาระกระทำคือ น,V, พ ตามลำดับ 

และระยะ น,V,พ มีขนาดน้อยมากเม่ือเทียบกับความหนา h
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4. องค์ประกอบความเครียดบนระนาบ x-y { ร x , e y ,Y xy) มีค่าน้อยกว่า 1 มาก
5. ไม่คำนึงถึงความเครียดในทิศทาง Z ( ร 2 ) ( ความหนาไม่เปลี่ยนแปลงขณะเกิดการโค่งงอ )
6. ไม่คำนึงถึงความเครียดเฉือนนอกระนาบของแผ่นทดสอบ y x2 และ Y y z  ซึ่งค่าทังสองมีค่าน้อย 

มาก
7. การเคล่ือนท่ี น,V  เป็นพิงค์ชันเชิงเส้นกับระยะในทิศทาง Z
8. ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดเป็นแบบเชิงเส้นตามกฎของอุค
9. ไม่มีความเค้นเฉือน Tx2 และ ที่ตำแหน่งก่ึงกลางความหนาของแผ่นบาง z  =  ± h / 2

รูปท่ี 3.1 ระบบพิกัดฉากของโครงสร้างแผ่นบาง

จากสมมติฐานข้อ 5 และ 7 การกระจัด น , V , พ  ที่ตำแหน่งใด  ๆบนโครงสร้างแผ่นบางสามารถเขียนได้ 
ดังสมการต่อไปนี้ โดยท่ี F x( x , y )  และ F 2 { x , y ) เป็นพิงค์ชันของตัวแปร X และ y

u ( x , y , z )  = z F x{ x , y ) (3.1 ก)

v ( x , y , z )  = z F 2 ( x , y ) ( 3.1 ข)

w ( x , y , z )  = w ( x , y ) (3.1 ค )

โดย w ( x , y )  คือระยะการเคลื่อนที่ในทิศทาง Z ของระนาบกลางของแผ่นทดสอบซึ่งค่าของ 
w ( x , ÿ )  จะไม่^ขืนกับระยะ Z ตามสมมติฐานข้อท่ี 5 ดังทันจึงสามารถเขียนระยะการเคลื่อนที่ในแนว 
นอกระนาบ พ ( x , y , z )  ในรูปของ 'พ( x , y )  ได้
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จากสมมติฐานข้อ 6 และสมการท่ี 3.1 สามารถหา F \ ( x , y )  และF.2( x , y )  ได้จากสมการดังนี้

d u  d w  1 . . dwr ,z=  + = F^x,ÿ) +
d z  d x  d x

(3.2 ก)

dv dw 1̂ . . d w& |=̂)+i=0 ( 3.2 ข )

ซึ่งจะได้ว่า F,(x,_y) = และ F2 (x, jy) = - —dx dy (3 .3 )

เม่ือแทนค่า F, (x ,x ) และ F2 ( x , y )  จากสมการท่ี 3.3 ลงในสมการที่ 3.1 และหาความเครียดท่ีตำแหน่ง
ใด  ๆ จากระยะการเคล่ือนท่ี พ, Vและพได้ดังต่อไปนี้

ป!
'g*

 

ป
? ( 3.4 ก)

dv d2 พ 
£ y  =  d y =  2  d y 2

(3.4 ข)

d u  d v  0 d 2 พ  
^ xy d y  d x  d x d y

( 3.4 ค)

ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดของโครงสร้างแผ่นบางได้ดังน้ี

(3.5 ก)

(3.5 ข )

2(1 + 1 /)^ (3.5ค)

โดยค่า V  คือ ค่าอัตราส่วนป็วร์ซง ( Poisson’ratio ) และค่า F  คือ โมดูสัสความยืดหยุ่น ( Young’s 
modulus ) ดังนันค่าความเค้นสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของระยะเคล่ือนท่ีในทิศทาง Z ได้ดังน้ี
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E z  , d 2w  a V
<yx = ----r —r ( — T - + V— - )1 - v 2 ÔX2 d y 2

(3 .6  ก )

E z  Ô 2 พ  d 2 พ .<JV =----=—r (— -  + v- -)r 1 - V 2 d y 2 d x 2

E z  d 2 พ
T* y = -

(3.6 ข )

(3.6 ค)(1 + v )  dxôy

โดยแรงและโมเมนต์ที่กระทำกับแผ่นทดสอบดังรูปที่ 3.2 สามารถเขียนในพจน์ของความเค้นได้ดังนี้
h

2

(3 .7ก)

h

( M x , M y , M x y ) =  \ {<Jx, a y ,Txy) z d z  ( 3.7 ข )
2

เม่ือ h = ความหนาของแผ่นทดสอบ

( a x , a y , T xy ) = องค์ประกอบความเค้น 

[ N x , N y , N x y  ̂ = แรงในแนวระนาบต่อหน่วยความยาว 

^ M x , M y , M x y )  = โมเมนต์ต่อหน่วยความยาว

3.1.2 สมการครอบคลุมสำหรับป็ญหาการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบาง

สมการครอบคลุมของป็ญหาการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางภายใต้ภาระในแนวระนาบ 
[13] สามารถสร้างขึ้นไต้จากสมการสมดุลของแรงและโมเมนต์ จากนั้นจึงเขียนสมการขึ้นใหม่ในพจน์ 
ขององค์ประกอบความเค้นโดยใช้สมการที่ 3.7 สุดท้ายเป็นการแทนสมการท่ี 3.6 ลงไปก็จะไต้สมการ 
ครอบคลุมในพจน์ของระยะเคลื่อนที่นอกระนาบก่ึงกลางความหนา รายละเอียดของขั้นตอนที่กล่าวไป 
มีดังนี
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A ,N x  +  — J L d x  
d x

M s + ̂ d x /

,  d M *v ̂+ & ๔*
M  + - — 2 L d y

Taa,
Q y + ^ - d y

d y

รูปท่ี 3.2 องค์ประกอบของแรงและโมเมนต์ท่ีกระทำกับ differential element 

จากรูปท่ี 3.2 จะได้สมการสมดุลของแรงตามแนวแกน X คือ

+ d x d y  +  N d x  + — — d x d y  - N  x d y  -  N  d x  =  0 
d x  d y

av, 1 dN _ 0
dx dy (3 .8 )

สมการสมดุลของแรงตามแนวแกน y คือ

N  d x  + — - d x d y  +  N  d y  + — — d x d y  -  N  d x  -  N n . d y  = 0 
d y  d x

d N y d N x> 

d y  d x
=  0 (3 .9 )



เทรฬพุพทถ■ พ tfn iinnw m nntt 
* \  «พา0เทแ»1ททร»1!ทท่8 A *m

สมการสมดุลของแรงในแนวแกน Z คือ
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30. 3 0 ,+  — JL d xd y  + Q  dx  +  — ^ -d xd y  -  Q xd y  -  Q vd x  = 0
dx ôy

%  + %  = 0
dx dy

(3.10)

สมการของโมเมนต์รอบแกน X และแกน y จะน่าไปสู่ความส้มพันธดังต่อไปน

aJt +aJt =Q'
(3.11ก)

(3.11ข )

แทน Q y  และ Q x จากสมการท่ี 3.11 ลงในสมการที่ 3.10 จะได้สมการสมดุลของแรงในแกน Z ในรูป

d [ M  1 2  d 2M  1 d 2M  _ 0 
d x 2 d xdy  d y 2

(3.12)

สมการสมดุลของแรงในแนวระนาบตามแนวแกน Z ขณะที่แผ่นบางเกิดการโก ่งงอโดยพิจารณาแบบมี 
การโก่งงอเล็กน้อย ( small deflection) และไม่คำนึงถึงแรง N xy [13] คือ

d 2w  d 2w  N x —— + N  — r  =  0J d x 2 y d y 2
(3.13)

เมื่อรวมผลของแรงในแนวระนาบเมื่อชินงานโก่งงอ ( สมการท่ี 3.13 ) เข้ากับผลของแรงในแนวนอก 
ระนาบ ( สมการท่ี 3.12 ) จะได้สมการผลรวมของแรงในทิศทาง Z ดังนี

d 2M x Ô2M ^ d 2M y d 2w  1 d 2w
+  2 - + w ^  + N „ — TT = 0Sx2 <5y2 * d x 2 y d y 2

(3.14)

โมเมนต์ที่เกิดขึนทังหมดจากสมการที่ 3.7 สามารถแสดงในรูปของความโค้ง ( curvature ) ตามสมการ 
ท่ี 3.6 ได้ดังนี
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M = - D
( ร2d พ \0 พ+ v----VK ÔX1 ๙  Jl' Ô2W02พไ+ V----—
1 ๙ dx2 7

M = - D ( l - v ) d 2W
dxdy

โดย D  = E h 3
12(1 - V 2 )

( 3 . 1 5  ก )

(3.15 ข )

( 3.15 ค )

แทนองค์ประกอบของโมเมนต์ทั้งหมดในสมการที่ 3.14 สามารถจัดรูปสมการครอบคลุมสำหรับปีญหา 
การโก่งงอใหม่ได้ดังนี้

เม่ือ

„ v 7 4  _  X r d 2 w  AT d 2 wZ)V พ  =  N r — — + N v — T-x d x 2 y d y 2

_74 d w _ dพ dพV พ  =  ——+ 2- , , . . 4

(3.16)

d x 4 d x 2ô y 1 d y 4

3.2 การหาค่าภาระการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า

สำหรับปีญหานีกำหนดให้แผ่นทดสอบมีความกว้างเท่ากับ b และมีความยาวเท่ากับ a ได้รับ 
แรงกดในทิศทาง X  เป็นแรงกระจาย N  ดังรูปท่ี 3.3

แเททนเฟ

y  ̂ ท

->1

รูปท่ี 3.3 ชินงานรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้ารับแรงกดในทิศทางเดียว
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สมการครอบคลุมสำหรับ!]ญหาการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางจะเขียนได้เป็น

+  2 ^ w  + ^  ^2พdx4 dx2dy2 dÿ4 D dx2
เง่ือนไขขอบเขตแบบ simple support คือ

ในแนว X = 0 ,x  = a ค่า พ = 0  และ M r = - £ ) ( —น ี้ว ้ + v — ^ )  =  0dx2 dy2
W wในแนว y  = 0 ,y  = &ค่า พ -  0 และ M v =  - D (— ^  + v — ^ )  = 0y d y  dx

สมมติสมการการเคลื่อนที่ของโครงสร้างแผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าในทิศทาง Z  (พ ) ท่ีสอด 
คล้องกับเง่ือนไขขอบเขตในรูปของ

«<*. y ) = K ,
. m m  . n n y  sin —— sin —— 

a  b
(3 .18)

โดยค่า พ  คือปริมาณการเคลื่อนที่นอกระนาบ ส่วนค่า m  และ ท คือจำนวนเต็มบวกแสดงถึงคลื่นmn

รูปซายน์คร่ึงรูป ( h alf sine wave ) ในแกน X และ y ตามลำดับ เมื่อแทนค่า พ(x, y) ลงในสมการที่
3.17 จะได้

พ _ m4n 4 + 2R2m2n27T4 + R4n47t4  -j^-m2ft2 . m m  . n r c y  sin — — sin —— = 0 (3.19)

โดย R  -  a /b  หรือเรียกว่าสัดส่วนรูปร่าง ( aspect ratio ) เป็นสัดส่วนความสูงต่อความกว้างของ 
ช้ินงาน

สมการท่ี 3.19 จะเป็นจริงเมื่อพจน์ในวงเล็บมีค่าเท่ากับศูนย์ดังนันภาระ N  ที่ทำให้สมการที่ 3.19 เป็น 
จริงดังนี้

N  = D n 2
a 2

m2 +  2 R2 ท2 +  R4 — -

V m )
( 3.20 )

หรือจัดรุ.ปสมการใหม่ได้เป็น
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N  = Dtt2
ๆ ร ิ~

r m ท1 
yR m y

\ 2

R ( 3 . 2 1 )

ค่าภาระที่ได้จากสมการที่ 3.20 หรือ 3.21 จะเป็นค่าภาระการโก่งงอก็ต่อเมื่อค่าที่คำนวณได้มี 
ค่าน้อยที่สุด โดยการแทนค่า m และ ท ตังแต่ 1, 2, 3,... จะได้ว่า N  มีค่าน้อยที่สุดเมื่อค่า ท เท่ากับ 1 
สำหรับ m ค่าใด ๆ ค่าหนึ่ง โดยค่า m ท ี่ทำให้ค่าภาระน้อยที่ส ุดนันเป็นสิ่งที่กำหนดรูปร่างของโครง 
สร้างแผ่นบางเมื่อเกิดการโค่งงอในทางทฤษฎีซึ่งเรียกว่าโหมดการโค่งงอ 

สมการที่ 3.21 สามารถจัดรูปได้ใหม่เป็น

N  =  k D n 2/ b 2 (3.22)
โดย

k  - { m / R  +  n 2R / m f  (3.23)

สมการท่ี 3.22 แสดงให้เห็นว่าสำหรับโครงสร้างแผ่นบางชินหนึ่งค่าภาระการโก่งงอขึ้นอยู่กับ 
สัมประส ิทธ ิการโก่งงอ k  โดยสัมประสิทธ ิการโก่งงอแปรผันตามสัดส่วนรุ,ปร่าง R  เมื่อเขียนกราฟ

I  "  ’ 1 ' บ ~1 1  I  A ,  I .  ร  1ความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธิการโก่งงอ k  กับสัดส่วนรูปร่าง R  ทีค่า m มีค่าตังแต่ 1 ,2 ,3 ,..ซึง 
ค่า ท เท่ากับ 1 จะได้กราฟดังรูปท่ี 3.4 จากกราฟจะเห็นว่าท่ี R  น้อยกว่า 1 k  จะขึ้นอย่างมากกับค่า 
R  แต่ขณะท่ี R  มากกว่าหรือเท่ากับ 4 k  แทบจะไม่ขึ้นกับค่า R  นอกจากนี้จุดตัดกันของกราฟที่ 
m เท่ากับ 1 และ 2 ท่ี m เท่ากับ 2 และ 3 และท่ี m เท่ากับ 3 และ 4 จะเป็นตำแหน่งที่อาจเกิดการโก่ง 
งอในโหมดการโก่งงอที่อยู่ติดกันได้ในทางทฤษฎี เนื่องจากค่า k  มีค่าเท่ากันสำหรับโหมดการโค่งงอ 
ท่ีติดกัน

0 1 2 3 4 5 6
R

ร ูป ท ี่3.4การแปรผันของสัมประสิทธิการโก่งงอ k  ต่ออัตราส่วน/?
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การหาโหมดการโก่งงอของชิ้นงานทำได้โดยการแทนค่า m  และ ท ที่ท่าให้ค่าสัมประสิทธ 
การโก่งงอ k  มีค่าน้อยสุด ในกรณีน้ีค่า ท จะเท่ากับหนึ่งเสมอส่วนค่า m  ที่ทำให้ k  มีค่าต่ําสุดจะข้ึน 
อยู่กับสัดส่วนของชิ้นงาน โดยสามารถหาค่าได้จากการเขียนกราฟลักษณะเดียวกับรูปที่ 3.4 เม่ือทราบ 
ค่า m  และ ท แล้วจะสามารถหาสมการการเคลื่อนที่นอกระนาบได้จากสมการที่ 3.18 สมมติค่า m  

เท่ากับ1หร ื อ2 ชิ้นงานจะเกิดการโก่งงอในโหมด 1และโหมด2 ตามลำดับ จากการคำนวณเพ่ือหาค่า 
ภาระการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางนั้น โครงสร้างแผ่นบางท่ีมีขนาดความยาวเท่ากับความกว้างจะ 
เกิดการโก่งงอแบบโหมด 1 ส่วนโครงสร้างแผ่นบางที่มีขนาดความยาวเป็นสองเท่าของความกว้างจะ 
เกิดการโก่งงอแบบโหมด 2 ดังแสดงในรูปที่ 3.5 และ 3.6 ตามลำดับ

3.3 การหาโหมดการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบาง

Wmax

ร ูปท ี่3.5การเคลื่อนที่นอกระนาบของแผ่นบางแบบโหมด1( m  และ ท = 1ซ ึ่ง ^  = 1)

w ( x , y )

ร ูป ท ี่3 .6 ก า ร เค ล ื่อ น ท ี่น อ ก ร ะ น า บ ข อ ง แ ผ ่น บ า ง แ บ บ โห ม ด 2 (  m =  2 แ ล ะ  ท = 1  ซ ึ่ง ^ = 2 )
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3.4 การหาค่าภาระการโก่งงอโดยการทดลอง

ในทางทฤษฎีการหาค่าภาระการโก่งงอสามารถสังเกตจากกราฟความสัมพันธ์ระหว่างภาระ 
ในแนวระนาบกับระยะเคลื่อนที่นอกระนาบดังรูปที่ 1.1 ได้โดยง่าย จากรูปท่ี 1.1 เมื่อภาระเพิ่มขึ้นใน 
ตอนด้นจะยังไม่มีระยะโก่งงอหรือระยะเคลื่อนที่นอกระนาบเกิดขึน จนกระทั่งภาระถึงค่าภาระวิกฤต 
ระยะเคลื่อนที่นอกระนาบจึงเริ่มปรากฏให้เห็น ดังนั้นการระบุค่าภาระการโก่งงอจากกราฟจึงทำโดย 
ง่ายถ้าพฤติกรรมการโก่งงอเป็นแบบอุดมคติ อย่างไรก็ตามพฤติกรรมการโก่งงอที่เกิดขึ้นจริงจากการ 
ทดลองไม่เป็นเช่นนั้นเนื่องจากชิ้นงานและเงื่อนไขขอบเขตของชิ้นงานมีความไม่สมบุรณ์ทำให้กราฟ 
ความสัมพันธ์ระหว่างภาระและระยะเคล่ือนที่นอกระนาบมีลักษณะแตกต่างจากทฤษฎี ดังนั้นการระบุ 
จุดท่ีเกิดการโก่งงอจึงทำได้ยาก ท่ีผ่านมามีการเสนอวิธีต่าง  ๆสำหรับหาตำแหน่งที่เกิดโก่งงอ วิธีหาค่า 
ภาระการโก่งงอในการทดลองถูกรวบรวมไว้ในหนังสือของ Singer และคณะ [5] โดยวิธีส่วนใหญ่ที่ 
กล่าวไว้เป็นการสังเกตแนวโน้มของพารามิเตอร์ต่าง  ๆ เช่น ระยะเคลื่อนที่นอกระนาบหรือความเครียด 
ท่ีผิวหน้าเม่ือโครงสร้างถูกภาระกระทำ พารามิเตอร์เหล่านีเป็นพารามิเตอร์เดียวกับท่ีใช้ในการคำนวณ 
เพื่อทำนายพฤติกรรมการโก่งงอทางด้านทฤษฎีแบบไม่เชิงเส้น วิทยานิพนธ์นี้ได้เปรียบเทียบวิธีการหา 
ค่าภาระการโก่งงอจากกราฟพฤติกรรมการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบางทั้งหมด 4 วิธีคือ 1. วิธีระยะ 
เคลื่อนที่นอกระนาบ 2. วิธี end-shortening 3. วิธีผลต่างความเครียดและ 4. วิธี Southwell plot 
สำหรับการหาโหมดการโก่งงอจากการทดลองนันมีหลายวิธี วิธีหนึ่งที่ทำให้สามารถเห็นลักษณะการ 
โก่งงอของชินงานคือวิธี Moiré Method [4] โดยเป็นวิธีการที่ใช้หลักการซ้อนทับของแสงซึ่งอธิบาย 
ไว้ในส่วนท้ายของบทนี้

3.4.1 วิธีระยะเคลื่อนที่นอกระนาบ

วิธีนี้ระบุค่าภาระการโก่งงอจากกราฟของความสัมพันธ์ระหว่างภาระในแนวระนาบกับระยะ 
เคลื่อนที่นอกระนาบของแผ่นทดสอบ ณ บริเวณที่เกิดการเคลื่อนที่ในทิศทาง Z สูงสุด กราฟของความ 
สัมพันธ์ระหว่างภาระในแนวระนาบกับระยะเคลื่อนที่นอกระนาบทางอุดมคติจะมีลักษณะตามเส้นทาง 
1-2-3 ในรูปที่ 3.7 กล่าวคือช่วงแรกเมื่อมีการเพิ่มภาระในแนวระนาบบนโครงสร้างแผ่นบางจะยังไม่ 
เกิดระยะเคลื่อนที่นอกระนาบ เมื่อภาระเพิ่มถึงค่าภาระวิกฤตหรือภาระการโก่งงอ(จุด2 ) โครงสร้าง 
แผ่นบางจึงเริ่มเกิดการโก่งงอหรือเริ่มเกิดระยะเคลื่อนที่นอกระนาบ แต่ในทางปฏิบัติการโก่งงอของ 
โครงสร้างแผ่นบางจะปรากฎดังแต่ให้ภาระกับโครงสร้างแผ่นบางดังรูปที่ 3.7 ในเส้นทางจุด 1 ไปยังจุด 
4 การระบุค่าภาระการโก่งงอวิธีนีใช้จุดดัดของเส้นตรงที่มีความชันสอดคล้องกับพฤติกรรมช่วงก่อน 
เกิดการโก่งงอและช่วงหลังเกิดการโก่งงอดังรูปที่ 3.8 งานวิจัยที่ผ่านมาและหนังสือของ Singer และ 
คณะ [5] กล่าวว่าวิธีนีเป็นวิธีซึ่งให้ผลก่อนช้างใกล้เคียงกับค่าจากการคำนวณมากแต่วิธีนีด้องการแผ่น
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ทดสอบที่เรียบและมีความสมบูรณ์สูงเพื่อให้ได้กราฟซึ่งมีลักษณะใกล้อุดมคติ ( 1-2-3 รูปที่ 3.7 ) มากที่ 
สุด

รูปที่ 3.7 พฤติกรรมการโก่งงอของโครงสร้างแผ่นบาง

ภาระการโก่งงอ Pcr

ภาระ P

ระยะเคลื่อนที่นอกระนาบ พ

รูปที่ 3.8 การหาค่าภาระการโก่งงอโดยวิธีระยะเคลื่อนที่นอกระนาบ

3.4.2 วิธี end-shortening

วิธีนีวัดค่าภาระในแนวระนาบกับระยะยุบตัวในท ิศ ทาง X ของแผ่นทดสอบ แล้วนำข้อมูลทัง 
สองมาเขียนกราฟดังรูปที่ 3.9 จากกราฟจะสามารถสร้างเล้นสัมผัสพฤติกรรมช่วงก่อนและช่วงหลัง 
การโก่งงอได้ ภาระ ณ จุดตัดของเส้นตรงทังสองคือภาระการโก่งงอ
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ภาระ P

รูปท่ี 3.9 การหาค่าภาระการโก่งงอโดยวิธี end-shortening

3.4.3 วิธีผลต่างความเครียด

วิธีนี้หาค่าภาระการโค่งงอจากกราฟความสัมพันธ์ระหว่างภาระในแนวระนาบกับผลต่างของ 
ความเครียดบนผิวทั้งสองด้านของแผ่นทดสอบ ณ ตำแหน่งที่มีการเคลื่อนที่ในทิศทาง Z สูงสุด ความ 
เครียดบนผิวค้านหนึ่งของแผ่นทดสอบจะมีค่าเป็นลบตลอดเวลาเมื่อแรงกดเพิ่มขึ้น ส่วนอีกด้านหนึ่ง 
นั้นความเครียดจะมีค่าเป็นลบขณะเริ่มต้นรับภาระเช่นกันแต่จะมีค่าค่อย ๆ เพิ่มขึนจนมีค่าเป็นบวก เม่ือ 
นำความเครียดทั้งสองมาหาผลต่างและนำมาพล๊อตกับภาระในแนวระนาบ จะไต้เสันกราฟที่มีลักษณะ 
ด ังร ูปท ี่3.10โดยที่ค่า A s  คือผลต่างของค่าความเครียดที่ผิวต้านที่เกิดความเครียดกดตลอดกับค่าความ 
เครียดที่ผิวต้านที่เกิดทังความเครียดกดและความเครียดดึง จากกราฟสามารถสร้างเสันตรงสัมผัสกับ 
พฤติกรรมในช่วงก่อนและช่วงหลังการโค่งงอไต้และจุดตัดของเสันตรงทังสองคือจุดที่เกิดการโก่งงอ 
ภาระ ณ จุดดัดนี้คือค่าภาระการโค่งงอ

ภาระ P

ผลต่างของความเครียด A s

รูปท่ี 3.10 การหาค่าภาระการโก่งงอโดยวิธีผลต่างความเครียด
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3.4.4 วิธี Southwell plot

วิธีนี้ว ัดค่าภาระในแนวระนาบกับระยะเคลื่อนที่ของแผ่นทดสอบในทิศทาง Z บริเวณที่มีการ 
เคลื่อนที่สูงสุดเหมือนกับวิธีระยะเคลื่อนที่นอกระนาบ แต่เป็นการนำข้อมูลทั้งสองมาเขียนกราฟของ 
ความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนของการเคลื่อนที่ในทิศทาง Z ต่อภาระขณะนัน ๆ กับการเคลื่อนที่ใน 
ทิศทาง Z ความชันของกราฟจะแทนส่วนกลับของค่าภาระการโก่งงอ วิธ ีน ี้เป ็นวิธีท ี่ใช้ก ันบ้างสำหรับ 
การหาค่าภาระการโก่งงอของเสาและโครงสร้างแผ่นบาง เพราะว่ามีที่มาจากการจัดรูปของสมการทาง 
เสถียรภาพ [5] ของเสาเมื่อได้รับแรงกดในแนวแกน P  สำหรับเสามีค่าโมดูลัสความยืดหยุ่น E  และ 
โมเมนต์ความเฉื่อย /  จะได้สมการครอบคลุมคือ

พ 1v + ~ พ "  =  -  —  <  E l  E l  °

โดย พ คือ ระยะเคลื่อนที่นอกระนาบ
พ0 คือ ระยะเคลื่อนที่นอกระนาบเริ่มด้นเนื่องจากความไม่สมบูรณ์

( 3.24 )

สำหรับเงื่อนไขขอบเขตแบบ simple support จะได้ว่าระยะเคลื่อนที่นอกระนาบและโมเมนต์บิดที่ 
ปลายทั้งสองด้านของเสาเท่ากับศูนย์ หรือ พ(อ) = พ "(อ) = พ(L ) =  w " ( L )  =  0 ระยะเคลื่อนที่นอก 
ระนาบที่สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตสามารถเขียนในรูปทั่วไปได้ดังนี

พ( x )  =  IF,, sin

,(* )  = sin

\  ^  J

ï  n Ta ̂พ,

(3.25)

( 3.26 )
\  L  J

เมื่อแทนค่าระยะเคลื่อนที่นอกระนาบและระยะเคลื่อนที่นอกระนาบเริ่มด้นลงในสมการที่ 3.24 จะได้ 
ว่า

( ท1ท 2 E7 โ
พ . =  พท. PT\  rL> J

-1
-1

=  พ ท
( ท1 p , ^ 1
V 1 y

PE = { tt2E I I l 2) (3.27)

ซึ่งเรียกพจน์ PE ว่า Euler load หรือค่าภาระการโค่งงอตามทฤษฎีเชิงเส้นของโครงสร้างในอุดมคติ 
ระยะเคลื่อนที่นอกระนาบสูงสุด( พ  ) เกิดขึนที่ X = 7 /2  ซึ่งจะทำให้ค่าระยะเคลื่อนที่นอกระนาบใน 
สมการที่ 3.25 เป็น
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พ ( ^ / )  =  พ, - พ 3 + พ 5 - . . .

หรือจากสมการที่ 3.27 ประมาณได้ว่า

ในที่นี้ค่าของ พ 01 คือค่าสมมติของความไม่เรียบหรือเป็นค่าประมาณของระยะการโก่งงอเริ่มด้น ( พ 0) 
ที่ส่งผลต่อรูปแบบของการโค่งงอ ดังนั้นสมการที่ 3.28 จะอยู่ในรูป

พ  =  พ , = พ 0,

พ  =  PE J - พ 0 (3.29)

และเมื่อพิจารณาสมการที่ 3.29 แบบไม่มีพจน์ของระยะการโก่งงอเริ่มด้นหรือเสามีความสมบูรณ์โดย 
สมการที่ 3.29 จัดรูปใหม่ได้ดังนี้

พ
P

(3.30)

จากสมการที่ 3.30 มีลักษณะเป็นสมการเชิงเลน์เมื่อพิจารณาพจน์ พ / P  เป็นพารามิเตอร์ในแนวแกน 
ตั้งและพจน์ พ  เป็นพารามิเตอร์ในแนวแกนนอนโดยที่สมการเชิงเส้นดังกล่าวมีความชันเท่ากับ \ jP E 
ของสมการและมีลักษณะกราฟเป็นดังรูปที่ 3.11 วิธีนีม ีข้อจำกัดตรงที่ระยะเคลื่อนที่นอกระนาบของ 
แผ่นทดสอบในทิศทาง Z ต้องมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับความหนาของแผ่นทดสอบและแผ่นทดสอบควรมี 
ความเรียบสมบูรณ์สูงมาก

รูปที่ 3.11 การหาค่าภาระการโก่งงอโดยวิธี Southwell plot
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3.4.5 การวัดโหมดการโก่งงอ

เนื่องจากไม่สามารถสังเกตโหมดการโก่งงอของแผ่นทดสอบได้ด้วยตาเปล่าเนื่องมาจากการ 
เคลื่อนที่ในทิศทาง Z ของแผ่นทดสอบมีค่าน้อย จึงจำเป็นต้องมีการตรวจสอบรูปแบบการโก่งงอหรือ 
โหมดการโก่งงออย่างคร่าว ๆ และอาจใช้สำหรับกำหนดตำแหน่งในการวัดค่าพารามิเตอร์ต่าง ๆ เพ่ือ 
เขียนกราฟพฤติกรรมการโก่งงอ วิทยานิพนธ์นีใช้ว ิธี M oiré Method [4] ในการสังเกตรูปแบบการ 
โก่งงอ

ว ิธ ีน ี้ใช ้ reference grating ซึ่งมีลักษณะเป็นแผ่นบางมีแถบใสและทึบที่วางขนานและสลับ 
กันไปมามีความละเอียดระหว่าง 50 ถึง 1000 เสันต่อความยาว 1 นิว grating จะยอมให้แสงผ่านได้ใน 
แถบใสและแสงจะไม่ผ่านในช่องทึบแสง ปรากฎการณ์จะนีเกิดขึนเมื่อแสงขนานสีขาวส่องทำมุมใด  ๆ
ผ่าน grating แล้วไปกระทบวัตถุที่ม ีผิวไม่ขนานกับ grating ดังรูปที่ 3.12 และ 3.13

รูปที่ 3.12 แสงขนานตกกระทบทำมุมกับ grating
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รูปที่ 3.13 การเหลื่อมลำระหว่างแถบสีและเงา

เมื่อมองในทิศที่ตั้งฉากกับเสันอ้างอิงก็จะเห็นการซ้อนทับกันแบบไม่สนิทของแถบสว่างและ 
มืดจำนวนมาก ส่งผลให้เกิดแถบแสงที่มีความเข้มต่างๆกันออกไปโดยเห็นเป็นแถบแสงสีขาวและเข้ม 
ขึ้นไปเรื่อยๆจนเป็นสีดำ บริเวณที่มีการเคลื่อนที่ในทิศทาง Z เท่ากันแสดงให้เห็นในรูปของความเข้ม 
ที่เท่ากันเช่นในรูปที่ 3.14 และรูปที่ 3.15 แสดงถึงแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ได้รับแรงกดในแนวระนาบ ซึ่ง 
ในรูปดังกล่าวโหมดการโก่งงอคือโหมด 1 และโหมด 2 ตามลำดับ

รูปที่ 3.14 รูปแบบการโก่งงอในโหมดที่ 1 วัดโดยวิธี M oiré Method [4]



รูปท่ี 3.15 รูปแบบการโก่งงอในโหมดที่ 2 วัดโดยวิธี Moiré Method [4]
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