
บทท่ี 2

ทฤษฎีและเอกสารท่ีเกี่ยวข้อง

2.1 พัฒนาการของทฤษฎีบีม

2.1.1 ทฤษฎีของออยเลอร์

แขนกลอ่อนตัวข้อต่อเดียว สามารถพิจารณาเสมือนบีมท่อนหนึ่ง ในส่วนของ 
ทฤษฎีได้มีการนำเอาทฤษฎีของ ออยเลอร์-เบอร์นูลี ( Euler-Bemoulli ) มาสร้างแบบจำลองทาง 
คณิตศาสตร์ อธิบายการเคลื่อนที่ของบีมตังนี้

EI d- XÔX4 + pA &Y_
ô t2 = 0

เม่ือ E 
โ

คือ ค่ามอดูลัสของยัง ( Young’s modulus )
คือ โมเมนต์ความเฉ่ือยของภาคตัดขวาง ( moment of inertia of the cross

section )
EI คือ ความเกร็งด้านการโด้งงอ (flexural rigidity of beam )
A คือ พืนทีภาคตัดขวางของบีม ( area of the cross-section ) 
p  คือ ความหนาแน่นของมวล ( density of the material ) 
y  = y {x ,t)  คือ พิงกชันของระยะขจัด ( displacement function)

ตัวอย่างการสร้างแบบจำลองน้ีได้แก่ การสร้างแบบจำลองของแบลเลสซาและคณะ ( Bellezza et 
al. ) [4]

2.1.2 ทฤษฎีของเรเลห์

เรเลห์ ( Rayleigh) ได้พัฒนาสมการของออยเลอร์-เบอร์นูลีใหดีขึ้นโดยพิจารณาผล 
กระทบจากความเฉ่ือยของการหบุน (Rotary inertia) ได้สมการการเคลื่อนที่ของบีมดังนี้

ป ีÇ
dx4 ôx2d t: + P A O :ô t2 0
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โดยท่ี Ip คือโมเมนต์ความเฉื่อยของการหมุน

2.1.3 ทฤษฎีของทิมอสเชนโก

ในปี ค.ศ. 1971 ทิมมอสเชนโก (Timoshenko) ได้พัฒนาสมการของเรเลหให้ 
สมมุรณ์ยิ่งขึนโดย'พิจารณาผลกระทบอันเน่ืองมาจากความเค้นเฉือน (transverse shear) ท่ีมีผล 
ต่อบีมสามารถสร้างสมการการเคลื่อนที่ของบีมได้คังนี

a 4
a * dt‘

E a >  1 P2I  a 4/  
k2G dx2dt2 k2G a f 4 = 0

เม่ือ G คือ มอดูลัสความแข็งของเนือสาร ( modulus of the material ) เป็นค่าท่ีบ่ง 
บอกว่าวัตถุนันมีความเปราะมากน้อยเพียงใด เช่น การหักลวด กับหักชอกล์ ลวดจะมีความยืด 
หยุ่นมากกว่า1ชอกล์ นั่นคือลวดจะมีค่า E มากแต่ชอกล์จะมีค่า G มาก

K คือ สัมประสิทธิความเค้นของทิมอสเชนโก (Timoshenko’s coefficient)

2.1.4 ทฤษฎีของนักวิทยาศาสตร์ท่านอ่ืนๆ

ในการศึกษาแบบจำลองคณิตศาสตร์ในระยะต่อมามีผู้ศึกษาพบว่าในบีมมีพันที่ตัดขวาง 
เป็นรูปสี่เหลี่ยมพันผ้าจะมีผลกระทบของการแปรรูปของความเค้นเฉือนต่อการสั่นของบีมมีนำหนัก 
เป็นสามเท่าของผลกระทบความเฉ่ือยของการหมุน ตัวอย่างของแบบจำลองของแขนกลอ่อนตัวข้อ 
ต่อเดียวที่มีการพิจารณาผลกระทบดังกล่าวนี้ศึกษาโดย ชี และเชน ( Qi and Chen) [5]

ในระยะต่อมาได้มีการนำเอาทฤษฎีต่างๆมาพัฒนารวมทั้งการนำเอาทฤษฎีใหม่ๆมาใช้ใน 
การแค้ปิญหาและสร้างแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ของแขนกลดังนี

ในปี ค.ศ. 1984 แคนนอน และ ชมิช (Cannon and Schmitz ) [1] ได้ศึกษาและวิจัย 
เกี่ยวกับแบบจำลองคณิตศาสตร์ของแขนกลอ่อนตัวจากแนวทางของจีวอเตอร์ [1970] โดยอาศัย 
หลักการเคล่ือนท่ีแบบจำลองสำหรับแขนกล และต้องการออกแบบในตำแหน่งปลายของแขนกล 
โดยวิเคราะห้และจัดสมการให้อยู่ในรูปแบบทั่วๆไป ในการออกแบบจำลองสำหรับบีมได้นำ 
ทฤษฎีของ ออยเลอร์-เบอร์นูลีมาใช้ ในการสร้างแบบจำลองของ แคนนอน และ ชมิช ใน 
ครังนันยังไม,มีการพิจารณาความเฉื่อยของการหมุน และการเปลี่ยนของความเค้น และได้นำหลัก
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ของ แฮบินตัน (Hamilton’s principle) ในการแก้!!ญหาทางคณิตศาสตร์ ฉะได้รูปแบบของสม 
การเริ่มด้นของอนุพันธ์ย่อยอันดับสี่และสี่เงื่อนไขขอบเขต

ใน!) ค.ศ. 1988 เบโย ( Bayo ) [3] ได้สร้างแบบจำลองคณิตศาสตร์สำหรับแขนกลอ่อน 
ตัวข้อต่อเดียวโดยวิธีไฟไนพั อลเมนท ( finite element method )

ใน ค.ศ. 1990 บัท ทานากะ และบิอุ ( Bhat, Tanaka and Miu) ได้สืกษาและสร้าง 
แบบจำลองคณิตศาสตร์ของแขนกลชนิดนี้โดยใช้เทคนิคของ ลาปลาซ ฑรานส่ฟอร์ม ( Laplace 
transform technique) ในการแก้!!ญหา การพิจารณาในส่วนของบีมนั้นจะพิจารณาจากตำแหน่ง 
ของชุดหนึ่งไปยังอีกชุดหนึ่งของบีมซึ่งเปรียบเสมือนในลักษณะของบีมแบบปลายหนุน-ปลายอิสระ 
( pinned-free beam ) ซึ่งการศึกษาคุณสมบัติทางกายภาพของบีม โดยอาศัยคำตอบของสมการ 
ทางคณิตศาสตร (mathematical solutions)

ในปี ค.ศ. 1992 เจียง (Jiang) [8] ได้สร้างแบบจำลองของแขนกลอ่อนตัวชนิดนี้โดย 
“ ช้หลักของแฮบิตันเช่นกัน

ในปี ค.ศ. 1993 เลา (L ao) ได้สร้างแบบจำลองน้ีโดยศึกษาจากทฤษฎีใหม่ ( new 
theory) และอาศัยหลักการของ เอ-ดีเพนเดนท์ ดิฟเฟอร์เรนเทียล ( A-dependent differential 
operators ) ในหลักการแก้ปิญหาทางคณิตศาสตร์ และในปีเดียวกันนี้ คูบิกา และแวง ( Kubica 
and Wang) [6] ได้สร้างแบบจำลองชนิดนี้เช่นกันได้พิจารณาปลายติดแน่น-ปลายอิสระ (clamp- 
free beam ) ได้ศึกษาแนวทางของกริชบันโดยเอาทฤษฎีบีมออยเลอร์-เบอร์นูลีมาใช้ในการสร้าง 
แบบจำลอง

ในปี ค.ศ. 1994 ลิน และ เลวีส (Lin and Lawis ) [4] ได้สร้างทฤษฎีโดยอาศัยสมมติ 
ฐานวิธีการสมมติโหมดเช่นกัน ซีนาน และ โคราบิ ( Zeinoun and Khorrami ) ได้สร้างแบบ 
จำลองคณิตศใสตร์โดยพิจารณาในกรณีแบบปลายติดแน่น-ปลายอิสระเช่นกัน โดยใช้หลักการการ 
เคลื่อนท่ีของ ลากราน ( Lagrangian dynamics) ใช้แก้ป็ญหาและสร้างแบบจำลองคณิตศาสตร์ 
ของระบบท้ังหมด

2.2 ชนิดของความหน่วงสำหรับบีม

ในที่นีจะกล่าวถึง
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2.2.1 ความหน่วงภายนอก (external damping)

2.2.1.1 ความหน่วงอากาศ (air damping) หรือ เรียกอย่างหน่ึงว่า ความหนืด
อากาศ (viscous air damping) ซึ่งเกิดจากผลกระทบภายนอกที่มา 
กระทบต่อแขนกล ซึ่งมีรูปแบบของสมการที่เขียนไดไนรูปทั่วไปดังนี้

y y t (x ,t)

โดยท่ี y t (x ,t) = ^
y เป็นค่าดงที่ของความหน่วงอากาศ

เป็นค่าความเร็วของแขนในทิศทางตัดขวาง

2.2.2 ความหน่วงภายใน ( internal damping )

2.2.2.1 ความหน่วงเควิล-วอจ์ท ( Kelvin-Voigt damping) หรือเรียกอีกอย่าง
หน่ึงว่า ความหน่วงสเตรน-เรส ( strain-rate damping) ซ่ึงเป็น 
ความหน่วงที่เกิดจากกลไกภายในของเนื้อสาร รูปแบบสมการเขียนใน 
รูปทั่วๆไปไค้ดังนี้

a d
ôt น * 2 J

I  คือ โมเมนต์ของความเฉ่ือย 
Ç คือ ค่าส้มประสิทธิของความหน่วงสเตรน-เรส 
y(x, t)  แทนการเคลื่อนที่ตามขวาง

แบบจำลองทังหมดที่ไค้กล่าวมา และผลกระทบจากความหน่วงชนิดต่างๆยังไม่ไค้มีการ 
คืกษาและพิจารณาในหลายๆเงื่อนไข

ต่อไปนีจะเป็นการสืกษาการสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ของบีมโดยจะกล่าวถึงราย 
ละเอียดในการสร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ของบีมของออยเลอร์เพื่อจะไค้เป็นแนวทางในการ 
สร้างแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์ของบีมที่พิจารณาผลกระทบจากความหน่วงต่อไป
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2.3 แบบจำลองคณิตคาสตร์ของบีม

2.3.1 สมการบมของออยเลอร (Euler’s beam equation)

แขนกลอ่อนตัวข้อต่อเดียวสามารถพิจารณาได้ในรูปของบีม แบบจำลองคณิตศาสตร์ของ 
บีมบรรยายได้ด้วยทฤษฎีของออยเลอร์ (Euler’s theory) สมการบีมของออยเลอร์ (Euler) เป็น 
สมการที่บรรยายปรากฎการณ์ทางกายภาพของบีมในรูปแบบง่ายๆ โดยได้อธิบายถึงการสั่นตาม 
ขวางของบีม ดังนี้

Y

I

----------------------------- X

รูปที 2.1 บีมเอกรูป (uniform beam)

เม่ือ /  แทนความยาวของบีม เพ่ือความสะดวกในการพิจารณาตัคบีมออกมาให้มีความยาว 
dX แล้วพิจารณาแรงและโมเมนต์ที่มากระทำกับบีม

พิจารณาบีมส่วนเล็กๆมีความยาว dx ดังรูปท่ี 2.2

f  (x ,y )A A A A
/A

< -
dx

1/ dv ^V + - —dxdx
1

V
ôM .M + ——dx dx

รูปท่ี 2.2 ส่วนเล็กๆของบีมเอกรูป 
เม่ือ V คือแรงเค้นเฉือน (shear force)
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M คือโมเมนตของการโค้งาอ (bending moment) 
dx คือความยาวส่วนเล็กๆของบีม
f{x ,t)  คือ แรงทกระทำต่อความยาวหนึ่งหน่วยของบีม (external 

force per unit length of the beam )

พิจารณารูปที่ 2.2 มีสิ่งที่มากระทำกับส่วนของความยาว dx 2 อย่างคือ
1. แรงเค้นเฉอนภายใน (internal shear force)
2. โมเมนต ( moment )

ใ ห ้/  = ตำแหน่งท่ีเบนจากแนวอ้างอิง (deflection)

พิจารณารูปที่ 2.1 ให้ /  เป็นความยาวของบีมที่ประกอบด้วยวัสดุเนื้อเคียว (homogenous) 
และมีหน้าตัดเหมือนกันตลอดทั้งบีม (uniform cross-section) ภายโต้นำหนักท่ีบีมรองรับจะทำให้ 
เกิดการบิดงอและโก่งตัว เรียกเห้นโก่ง ( curve of deflection) หรือเสันโด้งยืดหยุ่น (elastic 
curve)

ให้แกน X  เป็นแกนสมมาตร
จากทฤษฎีการยืดหยุ่นโมเมนต์ของการโค้งงอ (bending moment) M(x) ท่ีชุด X ใด  ๆ

จะมีดวามสัมพันธ์กับนื้าหนักต่อหน่วยความยาว IV(x) ตังสมการ

d2M
~dxT = พ (x)

โมเมนต์ของการโค้งงอจะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับค่าความโค้ง k ของเสันโค้งยืดหยุ่น ตัง
สมการ

M{x) = Elk

จากทฤษฎีเรื่องความโค้งงอจะได้ว่า

y
[ i + ( / ' ) 2r

k
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เมื่อระยะเบี่ยงจากแนวเดิมมีค่าน้อยๆ ความช้น y' ~ 0
ดังบันจะได้ว่า

จะได้ว่า

k * y*

โดยท่ี M คือโมเมนต์ (moment) 

ดังนั้นจะได้

M

จะได้
ร  -  ^dx2 dx4

—  = ความชัน (slope)dx

El

El

d3y dM
dx3 dx

d'y dV
dx4 dx

พิจารณารูปท่ี 2.2 กำหนดได้ดังนี้

V แรงเค้นเฉือน (shear)

พ (x) ความเข้มภาระ (load 

intensity )

M(x, t) คือ โมเมนต์ของการโค้งงอ (bending moment) 
v(x ,t)  คือ แรงเค้นเฉือน ( shear force ) 
f  (x, t) คือ แรงที่กระทำต่อความยาวหนึ่งหน่วยของบีม (external 

force per unit length of the beam )

แรงคงท่ีที่มากระทำท่ีบีมมีปริมาณเปีน
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P A d x d- ^ y Adt*

โดยท่ี
P คือ ความหนาแน่นของมวล 
A คือ พื้นท่ีหน้าตัดของบีม (beam) 

สามารถเขียนสมการการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ได้ตังนี 
จากกฎการเคล่ือนท่ีข้อที่ 2 ของนิวตัน จะได้ว่า

YjFy = ma

Y ,Fy = P Adx d2y(x ,t)
d r

ตังนันเมื่อรวมแรงทังหมดที่กระทำกับบีมที่มีความยาว dx จะได้ดังสมการท่ี (2-1)

V -  (v + dv) + f(x , t) dx = P A(x)dx 2' ^

สมการโมเมนตัท่ีกระทำกับส่วน'ของบีมท่ียาว dx คือ

{M + dM)~(y + dv)dx + f{x 1 t]dx^~  -  M = 0

โดยท่ี

dv  = ÔY ,-r—dx dx

แล 2 5M .dM = —— dxôx

จากสมการ (2-1) จะได้

V - 1, 51/ .V + —A— dx dx + f{x , t ) dx = . .  d2y {x ,t)  P Adx — d t2

(2)

(2- 1)

( 2-2)
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V -  V -  dx + f(x ,  t) dx = p Adx d2y (x ,t)
d t2

นำ dx หารตลอดจะได้

dV_
~dx + f (x , t )  = pA d2y (x ,t)

dt‘ (2-3)

จากสมการ (2-3) จะได้

V
àM ,M + - — dx dx

\ (1, 5 เ /  พV + กั— ๕*' ôx dx + f{x , t)dx -  M = 0

M + ^ dx -  Vdx -  dxdx + f(x , t ) d x ~ ~  M = 0

ÔV_
~ôx

ô y  v v—  คือความเข้มของภาระ ในกรณีนไม่พิจารณาว่าบีมมีความเข้มของภาระ ดังนนa x
= 0

f ( x , t ) คือแรงภายนอกที่มากระทำกับบีม ในกรณีไม่คิดแรงภายนอกท่ีมากระทำ ดัง 
น้ัน f { x , t ) = 0

นำ dx หารตลอดจะได้
5M
~dx - I ' M )  = 0

ดังนั้นจะเห็นได้ว่า

ท * , ท  = ÔM
ÔX

(2-4)

จากสมการ (2-3) และ (2-4) จะได้
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.ล2/ (x ,t) . .= ~ P A .... - (2-5)et

จากหลักเบืองต้นของความโค้งงอของบีม (bending of beam) ความสัมพันธ์ระหว่าง 
โมเมนต์ของการโค้งงอ (bending moment) และการเบนของบีมจากแนวอ้างอิง (deflection) 
สามารถเขียนสมการได้เป็น

M(x,t) = £ 7 0 -  (2-6)

โดยท £  คอค่ามอดูลัสของยัง (Young’s modulus)
7 คอโมเมนตความเฉอยของภาคตัดขวาง ( moment of inertia of cross

section)
หรือเรียก El ว่า ความเกร็งการโค้งงอ
แทนค่าสมการ (2-6) ลงในสมการ (2-5) จะไค้สมการการเคลื่อนที่ของการส่ันในแนวขวาง 

ทีไม,เป็นเอกรูป ( lateral vibration of nonuniform beam ) คอ

ล;๙
d2y (x ,t)

ôx‘ + P A s- p p t ) (2-7)

จัดรูปใหม่จะไต้เป็น

EIป ีป ีป ี,  p Aป ีป ีป  ี .  f (x11) 

หากคิดเป็นการส่ันอิสระ ( free vibration ) น่ันคือ f ( x , t )  =

( 2 - 8 )

0 จะไต้สมการเป็น

d'y{x t)  = ล2/ (x t)
ลY4 p ô t2 (2-9)

ในสมการการเคลื่อนที่นี้ มีสมการอนุพันธ์อันดับสี่ (fourth order derivative) เทียบกับ 
X และมีสมการอนุพันธ์อันดับสอง (second order derivative) ที่เทียบกับเวลา



14

ดังมันสมการ (2-9) ต้องมีสองเง่ือนไขเริ่มต้น (two initial conditions) และส่ีเง่ือนไข 
ขอบเขต (four boundary conditions) เพ่ือใช้แก้สมการ และสมการคำตอบจะอยู่ในรูป

y „(x ,t)  = Y jn (x)Q n{t)  (2-10)

จัดสมการ (2-9) ใหม่จะได้

^ y (x ,t)  + p A d2y (x ,t)
ÔX ô t2 0

เอา P A หารสมการข้างบนตลอดจะได้

g  a y  1 d2y (x ,t)
P A dx 4 Ô t 2

กำหนดให้ a 2 E l 
P A

จัดรูปสมการข้างบนใหม่จะได้

32ป ี^ + d \A p t )
ÔX4 ô t2 ( 2 - 11)

เรียกสมการ (2-11) ว่าสมการบีมของออยเลอร์ (Euler’s beam equation) จะแก้สมการ 
(2-11) ดวยวิธแยกตัวแปร (Separation of variables method) ดังนี 

ให้สมการคำตอบของสมการ (2-11) อยู่ในรูป

โดยท่ี
y n(x,t) = <t>n{x)Qn(t)

(j){x) เป็นฟิงก้ชันระยะทาง *  
q(t) เป็นทัเงก์ชันของเวลา t

แทนค่าสมการ (2-10) ลงในสมการ (2-11) จะได้

(2-11A)
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à2-fw  [<t>{ X) <7(0] + - ^ - fa M ? (0 ] = 0ôx dt

a2 d*<j>(x) _ 1 <32<7(0
ฬ * )  a x 4 = <7(0 d f2

กำหนดให้
ฟ้2 ô*<f)(x) _ 1 a 2<7(0 _ 2

0(*) a*4 = <7(0 <9f2 ( 2 - 12)

โดย CO เป็นค่าคงท่ี 
ดังใ141นจะได้-ว่า

d2q(t)
dt2

= ~co2q{t)

น่ันคือ
d2q{t)
dt2

+ co2q{t) = 0

จากสมการ (2-12) จัดสมการใหม่จะได้

* 2 d 'rtx )  
<f)(x) ôx4

g > ( * )
a * 4

กำหนดให้ ~T = ^
จัดรูปสมการใหม่จะได้

d V ( * )
ôx* * V ( * ) = 0

(2-13)

(2-14)

สมการท่ี (2-13) เป็นสมการเอกพันธ์มีสมการช่วยเป็น



16

r 2 + CO2 = 0

(̂1,2) = ± (oi

คังใ4นจะได้สมการคำตอบของสมการ (2-13) ในรูป

q{t) = A  eiat + Bq-๒1

q(t) = A( cos cot+ / sm cot )+B '( cos a t - is m  cot )

q {t) = A cos wt + iA s\n cot + B'coscot -  iB's\n cot

q (t) = ( /l ' + B' )cos cot + /( A  -  B' )sina»f

กำหนดให้ A, B เปีนค่าคงท่ี จะได้ความสัมพันธ์

A = ( A  + B')

B = /( Æ -  £ ')

คำตอบของสมการ (2-13) จะอยู่ในรูป

q{t) = A cos cot + Bs\c\cot (2-15)

จากสมการ (2-14) ให้ (j)(* )  = e™ โคยท่ี r  เป็นค่าคงท่ี จะได้

-  0

- r ' - k *  = 0 

[r  -  k \ r  + k \ r 2 + k 2) = 0
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'■ (1,2) = ± k

'(3 ,4 )  =  ± i k

ได้สมการคำตอบอยู่ในรูป

4>(x) = Ce** + ££>^ + £■ ๙** + £๙**

<j)(x) = C( cosh^Y + sinhAx ) + £>( cosh Æy -  sinh ) 
+ E( cos kx + / sin kx ) + F(coskx -  /sin À* )

<t>(x) = Ccoshkx + c  sinh kx + D cosh^Y -  Dsinh^Y
+ E cos kx + iE sin kx + F cos kx -  iF  sin kx 

<f>(x) = ( c  + D )cosh£v + ( C -  D ) sinh kx
+ ( E + F) cos kx + i{E  -  F ) sin kx

ให้ €1, C2,C3,C4 เป็นค่าคงท่ี จะได้1ความสัมพันธ์'ดังน้ี

C + D = €1

C -D  = € 2

E + F = € 3

E -F  = C4

จะได้สมการคำตอบอยู่ในรูปของ

<j){x) = €1 cosh kx + €2 sinh kx + €3 cos kx + € 4 sin kx
y

( 2 - 16)

( 2- 17)

ดังนั่นสามารถเขียนคำตอบสมการบีมของออยเลอร์ได้เป็น
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y (x rt)  ะะะ [€1 cosh kx + c  1 sinhÀbr + C3 cos kx + {โ4 sin kx]q{t)

พิจารณา q(t) ซึ่งเป็นพีงก์ชันของเวลาจะได้
(2-18)

CO (2-19)

จะเห็นว่าในสมการ (2-18) มีค่าคงตัวอยู่ 4 ค่า เพ่ือหาค่าคงท่ีท้ัง 4 ค่าจึงกำหนดเงื่อนไข 
ขอบเขตให้กับบีม เงื่อนไขขอบเขตที่กำหนดขืนจะขึ้นอยู่กับชนิดของบีมตังนี

ลักษณะของบีมที่จะพิจารณาจะใช้เพียง 2 ลักษณะดังนี้ คือ

บีมที่ไม่พิจารณาผลกระทบอันเนื่องมาจากความหน่วง 
บีมที่พิจารณาผลกระทบอันเนื่องมาจากความหน่วง

บีมที่ไม่พิจารณาผลกระทบอันเนื่องมาจากความหน่วง 

บีมประเภทนี้แยกพิจารณาได้ 2 กรณีมีดังนี้

บมกรณปลายหนุนทังสองข้าง (pinned-pinned beam)

Y
Z__________ 1 \^  /  ^

/V ) \

รูปท่ี 2.3 บีมปลายหนุนทังสองข้าง (pinned-pinned beam)

y
จากรูปท่ี 2.3 กำหนดให้บีมวางตัวอยู่ในแนวแกน X ตังน๋ันจะได้'ว่า
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y -  0 เนื่องจากไม่มีการเคลื่อนที่ขึ้นลงในแนวแกน Y ท่ีจุค X  = 0 และ
A' = /

สร้างเงื่อนไขขอบเขตท่ี X 
เงื่อนไขดังนี้

=  0 และท่ี X  = /  โดยมีกำหนดเงื่อนไขไดั 4

1. y  ( 0 ,0  =  0

2 . d2y
ôx2 (0 ,0 M_

~ËÏ 0

3. y (!,t)  =  0

4. ๙ /
dx2 ( / , 0 ~ËÏ 0

จะใช้ความสัมพันธ์ดังต่อไปนี้เพื่อให้สอดคล้องกับเงื่อนไขทั้ง 4 เพ่ือหาค่า Cy และ
^3

1. c o s h  X = ex +  e~x 
2 2. c o s h  0 = 1

3. s in h  A' ะ= ex -  e x 
2 4. s in h  0 = 0

5. —  c o s h * =  s in h  X 6. —  s in h  X =  c o s h  Xdx dx

จากสมการท่ี (2-18)

y(x) = [Cy c o s h / y r  +  c  2 s in h  kx + C3 cos/a 4- c '4 s in fo r ]< 7(0

ใช้เง่ือนไขช้อท่ี 1 จะได้

m o {Cy+C2)q{t)
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ดังใ4นตามเงื่อนไขข้อที่ 1 จะไค้

€ 1 + € 3 =  0  ( 2- 20)

จากเง่ือนไขข้อท่ี 2 —  = 0 ที่ความชุดเริ่มต้น1ของบีม โมเมนต์ของบีมจะ

เปีน 0 เพราะไม่มีการหบุนเกิดข้ึนเน่ืองจากการตรึงบีมให้อยู่กับท่ี ใช้เงื่อนไขข้อท่ี 2 กับ 
สมการ (2-18) จะได้

f  ( * ' f )  -

d2y
dx2 (*,0 =

d2y
dx2 ( 0 , 0  =

k [€1 sinh kx + c2 cosh kx -  €3 ร่พ kx + c ,  cos kx]q{t) 

k 2[C■1 cosh kx + c 2 sinh kx -  C3 cos kx -  (โ4 sin À*]<7(0

ดังน้ันตามเง่ือนไขข้อที่ 2 จะได้

* 2[ Q - C 3] = 0

€1- € 3 = 0 (2-21) 

ทำการแก้สมการ (2-20) และ (2-21) จะได้

C1 ะ= 0 และ €3 = 0 (2-22)

ใช้เง่ือนไขข้อท่ี 3 กับสมการ (2-18) ภายได้เง่ือนไข ของสมการ (2-22) จะได้

/ (/, 0  = (€2 sinh kl + C4 sin k/)q(t)

จะได้
€2 sinh kl + C4 sin kl 0 (2-23)
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จากเง่ือนไขข้อที่ 4 บีมท่ีรยะยาว /  ถูกตรึงที่ปลายจึงทำให้โมเมนต์ที่จุดปลายเป็น 0 ใช้ 
เง่ือนไขข้อ 4 กับสมการ (2-18) ภายใต้เงื่อนไข ของสมการ (2-22) จะไต้

(/,£) = ป'2 sinh kl + ป'4 sin klôx2 *

จะไต้

ป'2 sinh kl -  ป'4 sin /r/ = 0 (2-24)

ป'2 sinh kl = c 4 sin kl = 0

นำสมการท่ี (2-23) + (2-24) แก้สมการเพ่ือหาค่า ป'2 และ ป'4 

พิจารณาให้ kl * 0

จะไต้

(โ2 sinh kl = 0 เน่ืองจาก sinh kl = 0 เฉพาะเม่ือ k -  0

ดังนั้นให้ ป'2 = 0 และ ป'4 *  0

.-. sin kl = 0

ป'2 sinh kl = 0 หมายความว่า ป'2 = 0 หรือ sinh kl = 0

ดังน้ัน sinh kl * 0

เม่ือ sin kl = 0

kl = ท ท ]  ท = 1,2,3,...



จากสมการที่ (2-19)

<0ท = akl =
ท2ท2 เ£ โ

con คือความถี่ของการสั่น

(2-25)

COn = 2 7lfn

f "  -  ;  n  U 3 ' -  ( 2 - 2 6 )

ภายใต้เงื่อนไข (โ! = C 2 = C3 =  0 นำไปแทนลงในสมการ (2-17)
จะไต้

</>(x) = c^s\[\kx = C4s in -y - , ท = 1,2,3,...

เรียก <เ>(x)  ว่าฟ้งก์ชันของโหมดความถี่ธรรมชาติ (natural mode shape function) 
ทำรูปฟิงก์ชัน (เ)(x)  ให้อยู่ในรูปฟ้งก์ชันปกติ (normalize)
จะไต้

]{(t>{x)Ydx = 1

ร^า  f  * 2  Ï ÏT tX  . ,C ;\s\ท -—f-d x  = 1 i /

c l  r M Innx^, .- y - 1 [1 -  cos -J  ] dx = 1
2 0 '

เม่ือ ท เป็นจำนวนเต็มและสามารถเลือกไต้ทุกค่าของ ท ในท่ีนี'ให้ ท - 1
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ดังนั้นจะไค้ฟิงก์ชันโหมดความถี่ธรรมชาติเปีน

<t>n(x) = V 2 s i n ^ ^  ; ท = 1,2,3,... (2-27)

นำสมการ (2-15) และสมการ (2-27) แทนกลับเข้าไปในสมการ (2-11A) จะไค้สมการ 
การเคลื่อนที่ของบีมซึงเปีนคำตอบทั่วไปดังนี้

yn(x , t)  = v2 sin r~ -  [a c o scont + B sin (2-27A)

จากสมการ (2-21 A) วิเคราะห์ไค้ว่าการสั่นของบีมที่ถูกตรึงปลายทั้งสองข้างจะมี 
ลักษณะการสั่นอยู่ในรูปของฟ้งก์ชันไซน์และทัเงก์โคไซน์ และท่ีปลายของบีมท่ีความยาว 
X -  เ  ระยะกระจัดจะเป็นศูนย์

บีมกรณีปลายค้านหนึ่งหนุนปลายค้านหนึ่งอิสระ (pinned-free beam)

N---------------------------- 1

รูปท่ี 2.4 ปลายหนุน-ปลายอิสระ (pinned-free beam) 

จากรูปท่ี 2.4 วางบีมอยู่ในแนวแกน X กำหนดเงื่อนไขไค้ 4 ข้อดังนี้

1. y  (0 ,0  = 0

2 . d2y
ôx2 (0 ,0  = M = 0

ô2y
ôx2บ, t)  =3. M_

~ËÏ 0
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£ V
Ô*3 ( / , 0 y _

~ËÎ

ใช้เง่ือนไขข้อท่ี 1 กับสมการ (2-18)

/ (0 ,0  = 0  + 0

0  + O  = 0 (2-28)

ใช้เง่ือนไขข้อท่ี 2 กับสมการ (2-18) จะได้

0 (0, f  ) = * 2[ Ç - C 3]

ภายใด้เงื่อนไขข้อที่ 2 จะได้

* 2[0 - £ น  = 0

0 -  O  = 0 (2-29)

แก้สมการ (2-28) และ (2-29) เพ่ือหาค่า 0 และ C3 จะได้

0 = 0  และ 0  = 0 (2-30)

ใช้เง่ือนไขข้อท่ี 3 และข้อท่ี 4 เพ่ือหาค่า 0  และ o  ภายใต้เงื่อนไขสมการ (2-30)
จะได้

y  (/, O = £2[0  sinh k l -  c  2 sin kf]q(t)

จากเง่ือนไขข้อที่ 3 = 0 ที่ระยะความยาวของบีมเท่ากับ /  บีมจะมีโมเมนต์EI
เนื่องจากปลายอิสระที่ปลายจึงมีการสั่น แต่ปริมาณ -^ - = 0 เนื่องมาจากบีมไม่มีการยึดEI
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ออกจากเดิม ดังน,น A/ = 0 ทำให้ ปริมาณ E มีค่าเป็นอนันต์ จึงทำให้ปริมาณ 

—  = 0 ใช้เงื่อนไขข้อที่ 3 กับสมการ (2-18)

c 2 sinh k l -  c 4 sin kl = 0 (2-31)

ใช้เง่ือนไขข้อ 4 กับสมการ (2-18) จะได้

(/, t ) = /โ3 [C2 cosh k l -  C4 cos k/]g(t)

ดังน้ันภาย'ใต้เง่ือนไขข้อ 4 จะได้

£โ2 cosh k l -  C4 cos kl = 0

แก้สมการหาค่า (โ2 และ (โ4 โดย1ใช้เมทริกซ์

(2-32)

sinh /r/ -  sin k r ~c2- 0"
cosh kl -  cos kl c<_ 0

เม่ือ C2 และ มีค่าเป็น 0 จะได้

sinh k l -  sin kl 
cosh kl -  cos kl

cosh Xr/ sinh Xr/ — sinh Xr/ cos /r/ = 0

cosh /r/ sin /r/ = sinh k l cos k l

sinh k l sin Xr/ 
cosh k l = cos kl

U| yเด tanh  kl tan  kl
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แก้สมการหาค่า kl โดยการเขียนกราฟจะได้ค่า

k j = 3.9266

* 2/ = 7.0685

* 3/ = 10.2101

* 4/ = 13.3517
* 5/ = 16.4798

จากสมการ (2-25) จะได้ค่า C0 5 ค่าแรกเช่นกัน

15.4182 [ËT
ผ1 = r

49.9651 [ËT
=  7

104.2461 fËT0)3 = 7
178.2697 [ËT ̂ = 7 fïÂ
271.5838 [ËTWs = 7

จากสมการ (2-26) สามารถหาความถี่ได้ 5 ค่าแรก

2.4539 [ËT
/2 f'pÂ

7.9522 VÊT
เ 2 i~pÂ

16.591 [ËT
เ2 ip Â

f ; = 

T =

/ 3 =

5 ค่าแรกดังนี้

ดังนี้ 

rad เ ร 

rad เ ร 

rad เ ร

rad เ ร 

rad เ ร

ดังนี้ 

Hz

Hz

Hz
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F 28.3725
F Hz

/ 2 ใเ

น 43.2239
F Hz

จากสมการ (2-31) และสมการ (2-32) ให้ C , = 1 จะได้

c 2 cosh kl + cos kl = 0

c  _ cos kl 
cosh kl

ให้ c 2 = a n

ดังใXนสมการ (2-17) จะไดัเปีน

<t>n(x) = sin knx  -  an sinh knx

สมการการเคลื่อนที่ของบีมจะได้

y n(x , t ) = ]p\r\knx - a ns\v\\knx][Az.0SG)nt  + Bs\ï\cont]  (2-32A)

เม่ือมีการกำหนดชุดตรึงหนึ่งชุดและปล่อยให้ปลายบมีเคลื่อนที่อิสระรูปแบบสมการการ 
เคลื่อนที่จะเปล่ียนไป โดยใหมดการสั่นที่ปลายบีมจะมีหลายค่าและข้ึนอยู่กับคุณสมบัติตามธรรม 
ชาติของวัสคุที่นำมาทำบีม

ดังนันการเลือกประเภทของกัสดุท่ีนำมาทำบีมจึงมีความสำคัญเพราะจะมีผลต่อการส่ันของ
แขนกล
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