
บทท ี่ 2

ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ส ำ ห ร ับ ก า ร ไ ห ล ข อ ง ข อ ง ไ ห ล

บ ท น ีเ ป ็น ก า ร แ ส ด ง ข ั้น ต อ น ก า ร ป ร ะ ด ิษ ฐ ์ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ส ำ ห ร ับ ก า ร ไ ห ล ข อ ง ข อ ง  

ไ ห ล  ร ูป แ บ บ ก า ร ไ ห ล ข ึ้น อ ย ู่ก ับ ล ัก ษ ณ ะ ข อ ง ร ูป ท ร ง ท ี่ข อ ง ไ ห ล ไ ห ล ผ ่า น แ ล ะ เ ง ื่อ น ไ ข ข อ บ เ ข ต ท ี่เ ก ิด  

ข ึ้น ใ น แ ต ่ล ะ ป ็ญ ห า  ก ฎ พ ื้น ฐ า น ท ี่ใ ช ้ใ น ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ก า ร เ ค ล ื่อ น ท ี่ข อ ง ข อ ง ไ ห ล โ ด ย ท ั่ว ไ ป  [1 ,2 ]  ค ือ  (1 )  

ก ฎ ก า ร อ น ุร ัก ษ ม ว ล  (c o n s e rv a t io n  o f  m a ss ) (2 )  ก ฎ ก า ร อ น ุร ัก ษ โ ม เม น ต ่ม  (c o n s e rv a tio n  o f  

m o m e n tu m )  (3 )  ก ฎ ก า ร อ น ุร ัก ษ ์พ ล ัง ง า น  (c o n s e rv a tio n  o f  e n e rg y ) ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ท ี่ส อ ด ค ล ้อ ง  

ก ับ ก ฎ พ ื้น ฐ า น ด ัง ก ล ่า ว เ ห ล ่า น ี้อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ย ่อ ย แ บ บ ไ ม ่เ ช ิง เ ล ้น  (n o n lin e a r  

p a r t ia l d if fe re n t ia l e q u a tio n s ) ซ ึ่ง ป ร ะ ก อ บ ไ ป ด ้ว ย ต ัว ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ต ่า ง  ๆ  ค ือ  ค ว า ม เ ร ็ว ข อ ง ข อ ง ไ ห ล ใ น  

ท ิศ ท า ง ต ่า ง  ๆ  ค ว า ม ด ัน  แ ล ะ อ ุณ ห ภ ูม ิ ใ น ก ร ณ ีท ี่ศ ึก ษ า อยู่นีเ ป ็น ก ร ณ ีท ี่ม ีก า ร ก ร ะ จ า ย อ ุณ ห ภ ูม ิท ี่ 

ส ม ํ่า เส ม อ ท ั่ว ท ั้ง บ ร ิเ ว ณ ข อ ง ก า ร ไ ห ล ท ี่ถ ูก พ ิจ า ร ณ า  ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง ก า ร อ น ุร ัก ษ ์พ ล ัง ง า น จ ึง ไ ม ่ 

ถ ูก น ำ ม า พ ิจ า ร ณ า  ด ัง น ัน ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ป ็ญ ห า ก า ร ไ ห ล ข อ ง ข อ ง ไ ห ล ท ี่ไ ม ่ม ีผ ล ข อ ง อ ุณ ห ภ ูม ิม า เ ก ี่ย ว ข ้อ ง  

จ ึง ต ้อ ง แ ก ้'ร ะ บ บ ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ย ่อ ย ท ี่ส อ ด ค ล ้อ ง ก ับ ก ฎ ก า ร อ น ุร ัก ษ ์ม ว ล แ ล ะ โ ม เม น ด ัม เ ท ่า น ัน  [3 ]

ในการศึกษาในครังนี เป็นการศึกษาปิญหาการไหลของของไหลแบบหนืดที่ไม่มีการ 
อัดตัวในสองมิติ ดังนันสมการเชิงอนุพันธ์ของการอนุรักษ์มวลและโมเมนดัมจะถูกพิจารณาในสอง 
มิติ ซึ่งจะกล่าวโดยละเอียดในวิทยานิพนธ์นี้

2 .1  ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง ก า ร อ น ุร ัก ษ ์ม ว ล

พิจารณาการไหลในระบบพิกัดฉาก (rectangular coordinate) ผ่านเอลิเมนต์ขนาดเล็กท ี
มีขนาด Ax และ Ay ดังแสดงในร ูป ท่ี 2.1 หากกำหนดให้ น และ V  แทนความเร็วในแนวแกน X 

และ y ตามลำดับ ผลลัพธ์ของมวลของของไหลที่ไหลผ่านเข้าไปภายในเอลิเมนต์ที่พิจารณาจะเท่า 
กับ อัตราการเปลี่ยนแปลงของมวลของเอลิเมนต์ [4] ซึ่งแสดงในรูปสมการได้ดังนี

ri1 in ~ ri*out =  J "  m  element (2 -1)

ซึ่งจะทำให้ได้
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_ d _ (  X AX  pu - — (pu)
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À d _ ,  ,A yp V  +  —  ( p v ) ^ -
ay 2

a ,  N Axpu + (pu) _
ax 2

pv - 7~(pv)~
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รูปท่ี 2.1 ความสมดุลของมวลท่ีไหลผ่านเอณิมนต์สองมิติในระบบพิกัดฉาก

เม่ือทำการจัดรูปสมการ (2.2) ใหม่ และพิจารณาให้ค่า Ax และ Ay ลู่เข้าสู่ศูนย์ จะได้
d_

ayI + I ( p u )  + 1 ( p v )  = 0
ซงสามารถเขียนให้อยู่ในรูป

ap ap ap—  +  น —  +  V —  +  Pat ax ay
^au d v ^

dx  dy

หรือ
Dp
Dt + p

f d n  d w ^  

dx  dy

= 0

= 0

เราสามารถนำสมการดังกล่าวมาเขียนให้อยู่ในรูปของเวคเตอร์ ดังน้ี

A  + V  . (p V ) = 0 

โดย

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2 .6)
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V =

V =
น ุ* น ุ

ใ น ก ร ณ ีท ี่เ ร า ศ ึก ษ า อ ย ู่น ี้เ ป ็น ก า ร ไ ห ล ข อ ง ข อ ง ไ ห ล แ บ บ ห น ืด ท ี่ไ ม ่ม ีก า ร อ ัด ต ัว  (v is c o u s

in c o m p re s s ib le  f lo w )  ซ ึ่ง ค ่า ค ว า ม ห น า แ น ่น ข อ ง อ น ุภ า ค ข อ ง ข อ ง ไ ห ล จ ะ ไ ม ่เ ป ล ี่ย น แ ป ล ง ไ ป ต า ม

ต ำ แ ห น ่ง ต ่า ง  ๆ  ท ี่เ ค ล ื่อ น ท ี่ไ ป  แ ล ะ เว ล า  [5 ] ต ัง น ั้น
Dp dp dp dp ,
- ห ้-  =  —  +  u —  +  V —  =  0 (2 .7 )Dt at dx dy

ซ ึ่ง จ ะ ท ำ ใ ห ้ไ ด ้
au av
dx dy

ห ร ือ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป เ ว ค เ ต อ ร ํไ ด ้ด ัง น ี้

(V .V )

= 0

= 0

(2.8)

(2 .9 )

2.2 สมการอนุรักษ์โมเมนฅัม

ส ม ก า ร ข อ ง ก า ร อ น ุร ัก ษ ์โ ม เม น ต ัม  ส า ม า ร ถ ป ร ะ ด ิษ ฐ ์ข ึน ม า จ า ก ก ฎ ข ้อ ท ี่ส อ ง ข อ ง น ิว ต ัน ท ี่ 

ว ่า  แ ร ง ท ัง ห ม ด ท ี่ก ร ะ ท ำ ต ่อ อ น ุภ า ค ข อ ง ข อ ง ไ ห ล จ ะ เ ท ่า ก ับ อ ัต ร า ก า ร เ ป ล ี่ย น แ ป ล ง ข อ ง โ ม เ ม น ต ัม เช ิง  

เส ้น
g = dV 

dt
โด ย

แ ล ร

DV av dx รพิ dy av
Dt dx dt dy dt at

dx dy
dt dt

ด ัง น ัน ค ่า อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง ค ว า ม เร ็ว ข อ ง อ น ุภ า ค ข อ ง ข อ ง ไ ห ล ท ี่เ ท ีย บ ก ับ เ ว ล า  ค ือ

ห ร ือ

DY = Ô V , 11 
Dt dt dx dy

H  .  4  + ( V .V ) VDt dt
แ ล ะ ส ำ ห ร ับ ก า ร ไ ห ล ใ น ส ภ า ว ะ อ ย ู่ต ัว  (s tea d y  sta te  f lo w )

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2 .13)
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f  -  0 (2 ,4 ,
พ ิจ า ร ณ า แ ร ง ท ี่ก ร ะ ท ำ ต ่อ เอ ล ิเม น ต ์เล ็ก ใ ด  ๆ  ด ัง ร ูป ท ี่ 2 .2  ซ ึ่ง ป ร ะ ก อ บ ไ ป ด ้ว ย  b o d y  fo rc e  

แ ล ะ  su rfa ce  fo rc e  [2 ] โ ด ย  b o d y  fo rc e  น ั้น จ ะ ห ม า ย ถ ึง แ ร ง ภ า ย น อ ก ท ี่ม า ก ร ะ ท ำ ต ่อ อ น ุภ า ค ข อ ง ข อ ง  

ไ ห ล  โ ด ย ไ ม ่ม ีก า ร ส ัม ผ ัส ท า ง ก า ย ภ า พ  (p h y s ic a l c o n ta c t) ซ ึ่ง ไ ด ้แ ก ่แ ร ง จ า ก ค ว า ม โ น ้ม ถ ่ว ง ข อ ง โ ล ก  

แ ล ะ แ ร ง เน ื่อ ง จ า ก ส น า ม แ ม ่เห ล ็ก ไ ฟ ฟ ้า  ใ น ท ี่น ี้จ ะ พ ิจ า ร ณ า  b o d y  fo rc e  ท ี่เ ป ็น ผ ล ม า จ า ก แ ร ง โ น ้ม ถ ่ว ง  

เพ ีย ง อ ย ่า ง เด ีย ว  ส ่ว น  s u rfa c e  fo rc e  น ัน จ ะ ห ม า ย ถ ึง  แ ร ง ภ า ย น อ ก ท ี่ก ร ะ ท ำ ต ่อ ผ ิว ด ้า น น อ ก ข อ ง เอ ล ิ 

เ ม น ต ์ข อ ง ข อ ง ไ ห ล ท ี่ถ ูก พ ิจ า ร ณ า  ซ ึ่ง ป ร ะ ก อ บ ไ ป ด ้ว ย  แ ร ง เน ื่อ ง จ า ก ค ว า ม ด ัน ใ น แ น ว ต ัง ฉ า ก  (n o rm a l 

fo rc e ) แ ล ะ แ ร ง เ น ื่อ ง จ า ก ค ว า ม เ ค ้น เ ฉ ือ น ใ น แ น ว ส ัม ผ ัส  ( ta n g e n tia l shea r fo rc e )

F = Fbody + Fsurface = n Æ  (2.15)

d \ Ax

T (t  ) -xy 3x Txy 2

ร ูป ท ี่ 2 .2  ค ว า ม ส ม ด ุล ข อ ง แ ร ง บ น เ อ ล ิเ ม น ต ์ข อ ง ก า ร ไ ห ล ใ น ส อ ง ม ิต ิใ น ร ะ บ บ พ ิก ัด ฉ า ก

จ า ก ก ฎ ข ้อ ท ี่ส อ ง ข อ ง น ิว ต ัน  พ ิจ า ร ณ า ใ น ท ิศ ท า ง แ ก น  X  ะ X F x =  m a x โ ด ย พ ิจ า ร ณ า ค ว า ม ล ึก ห น ึ่ง  

ห น ่ว ย ใ น แ น ว แ ก น  Z  จ ะ ไ ด ้

+■
dax Ax
cbt 2 Ay + T yx +

dïyx Ay 
dy~2 Ax a x -

5ctx Ax 
dx 2 Ay

'yx
^yx Ay 
dy 2 Ax+ pgxAxAy = pAxAy Du

Dt" (2.16)

ซ ง ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ อ ย ่า ง ง ่า ย ไ ด ้ด ัง น ี
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d u  ô  ôP ~ p  = p g  + —  G + — T (2 .1 7 a )
d t  *  dx X dy y*

ในทำนองเดียวกัน สำหรับในทิศทางแกน y เราจะได้
dv 5 aP - 7-  = p g  + —  T + —  G (2 .1 7 b )
d t  y dx *y 5 y  y

สำหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (newtonian fluid)* ความเค้นต่าง ๆ สามารถเขียนอยู่ 
ในเทอมของความเร็วและความดันได้โดยใช้สมมติฐานของ (stokes’ hypothesis) ได้ดังนี้

° ,  = . p . | , v . v  + 2p f  

a y . - p - ? , v . v  + 2p 0

T = T = Pxy yx
au dv 
dy dx

(2 .1 8 a )

(2 .1 8 b )

(2 .1 8 c )
V w ̂  7

โดย P แทนค่าความหนืด ( v is c o s ity )  ซึ่งมีความสัมพันธ์โดยตรงกับอัตราการเปลี่ยนรูปของของ 
ไหล เมื่อแทนสมการ (2 .1 8 )  ลงในสมการ (2 .1 7 ) จะทำให้ได้สมการเชิงอนุพันธ์ที่สอดคล้องกับการ 
อนุรักษ์โมเมนดัม ซึ่งเรียกกันโดยทั้วไปว่า สมการนาทียร์-สโตกส์ (N a v ie r -S to k e s  e q u a tio n s )

'  au 2 -ษ์ a "au d v  Y2p-------- pV . V + ----- P + —
^ Sx 3 J ay ax J

p £  + P ( V . v ) v  .  p g  1 + £
du dv̂  
dy dx dy dy 2^ .  £ v . v

(2 .1 9 a )

\

y
(2 .1 9 b )

สำหรับการไหลแบบไม่อัดตัวภายใต้สภาวะอยู่ตัว และหากละทิงแรงเนื่องจากนำหนักของของไหล 
สมการนาทียร์-สโตกส์จะลดรูปลงมาเป็น

(  2 2 )  d น d น +
dx2 dy:

f  2 2 )d V <3 V

ax2 ay2

ap
ax

dp
dy

=  p
 ̂ a u + น^

ax ay

dv dvน - — +  V —dx dy

(2.20a)

(2 .20b)

ของไหลท่ีมิความส้มพันธเชิง!สันระหว่างเทวาม!สัน (stress) กับการเปล่ียน!!ปลงของความเรว (velocity gradient)
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เ พ ื่อ ใ ห ้ง ่า ย ใ น ก า ร ป ร ะ ด ิษ ฐ ์ส ม ก า ร ไ ฟ ไ น ต ์เอ ล ิเม น ต ์ต ่อ  ๆ  ไ ป  ร ะ บ บ ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์

เห ล ่า น ี จ ะ เ ข ีย น อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ข อ ง เ ท น เ ซ อ ร ์ ( te n s o r n o ta t io n )  ด ัง น ี

ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง ก า ร อ น ุร ัก ษ ์ม ว ล  : น,X + v ,y  =  0  (2 .2 1 a )

ส ม ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง ก า ร อ น ุร ัก ษ ์โ ม เ ม น ต ้ม :  u u , x  + v u , y  - a X)X - T x y )y  =  0 (2 .2 1 b )

U  v ,x  + พ , y  "  T x y ,x  ~ ^ y > y  ~~ ^  (2 .2 1 c )

โ ด ย ส ่ว น ป ร ะ ก อ บ ข อ ง ค ว า ม เ ค ้น ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ไ ด ้ด ัง น ี้

a x  =  -p  + 2 V  น,x  (2 .2 2 a )

CTy = -p + 2 V  v ,y  (2 .2 2 b )

T X y  =  V  ( น , y  + v ,x )  (2 .2 2 c )

แ ล ะ ค ่า ค ว า ม ห น ืด พ ล ศ า ส ต ร  (k in e m a tic  v is c o s ity )

V  =  H  (2 .2 3 )

ร ะ บ บ ส ม ก า ร เช ิง อ น ุพ ัน ธ ์น ี้จ ะ ถ ูก น ำ ม า แ ก ้ร ่ว ม ก ับ เ ง ื่อ น ไ ข ข อ บ เข ต ท ี่เ ห ม า ะ ส ม ส ำ ห ร ับ ป ิญ ห า น ัน  ๆ

ซ ึ่ง อ า จ จ ะ เป ็น ก า ร ร ะ บ ุค ่า ข อ ง ส ่ว น ป ร ะ ก อ บ ข อ ง ค ว า ม เ ร ็ว ต า ม ข อ บ  ร ,

น =  น  (x ,  y )  (2 .2 4 a )

V  = V  (x ,  y )  (2 .2 4 b )

ห ร ือ แ ร ง ท ี่ก ร ะ ท ำ ท ี่ผ ิว ต ล อ ด ข อ บ  ร 2

T x =  1 +  T xy m  (2 .2 5 a )

T  =  T 1 +  a  m  (2 .2 5 b )y xy y
โ ด ย  1 แ ล ะ  m  ค ือ  ท ิศ ท า ง โ ค ซ า ย น ์ (d ire c t io n  c os in es) ข อ ง เ ว ค เต อ ร ์ห น ึ่ง ห น ่ว ย ท ีต ัง ฉ า ก ก ับ ข อ บ เ ข ต

(b o u n d a ry )  น ัน  ๆ
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รูปที่ 2.3 เงื่อนไขขอบเขตสำหรับป็ญหาการไหลในสองมิติ
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