
บ ท ท ี่ 2

ท ฤ ษ ฎ ืท ี่เก ี่ย ว ข ้อ ง

2.1 ก าร ว ิเค ร าะ ห ์ค ว าม ถ ด ถ อ ย พ ห ุน าม  (Polynomial R egression  Analysis)

ตัวแบบและข้อตกลงเบื้องต้นท่ีนำมาใช้ในการวิจัยคร้ังนี้ คือ ตัวแบบความถดถอย 
พหุนาม ซึ่งมีรูปแบบท่ัวไปตังน้ี

(2.1) y,=  P0 + pix,+... + Ppx f + ei ; / =

การวิจัยครั้งนี้ได้ศึกษาถึงตัวแบบที่ประกอบด้วยตัวแปรอิสระที่มีความคลาดเคลื่อน กล่าวคือ 
xt =x* + s, เม่ือ X* เป ็นต ัวแปรแฝงในตัวแปรอ ิสระ(ต ัวแปรอ ิสระท ี่ปราศจากความ  
คลาดเคล่ือน) และ ร 1 เป็นความคลาดเคล่ือนในตัวแปรอิสระ ตังน้ันเราจะสามารถเขียนลมการ 
ท่ี (2.1) ให้ถูกต้องมากข้ึนในรูปของตัวแปรแฝง [x]) ตังน้ี

(2.2) y, = Po + p xx] + ... + P px*P + ร ]  ; /= ะ1,2,...,ท

เม่ือ p j เป็นพารามิเตอร์ไม่ทราบค่าของพจน์พหุนามท่ี J  ; 7 = 1,...,/?

จากสมการที่ (2.2) เราสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ y  และ X  เพื่อใช้ในการหา

ค่าประมาณของพารามิเตอร์ในตัวแบบ ได้ตังน้ี
ก) เมื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรแฝงที่มีกำลังสูงสุดเป็น 6 ตัวแบบอยู่ในรูป 

ของ

y ,  =  P o  +  P \ A  + P i h  +  /ห้-น้ั’ + Æ นั้, + P s X , + P t/Î  + ท่ั
หรือ ^ =  P . + P M i - S P  + P 2(xi - S i )2 + P 3(x i - ô i f + P 4(xi - ô iŸ  

+ P i (x i ~ 31y  + P 6(x 1 -  ร. Ÿ + £1

จากการจัดรูปแบบของสมการใหม่ให้อยู่ในรูป y  และ X  จะได้ตัวแบบใหม่ซ่ึง 

อยู่ในรูป y  และ X  ตังนี้
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(2.3) y, = A „ + P\nxi + A „ x,2 + A „ X,3+ A 3  + A „ x'5+ A „ X/ +GT,

เม่ือ p % =  A

A„ = A  -  2 M  + 3 M 2 -  พ /  + พ เ 4 -  พ 5 
A„ = A - 3 A ^ ,+ พ , 2- i 0 Æ ^ + i 5 A ^  
a " = A - 4 M 2+ พ , 2+■ พ / - 1 พ / - พ /  
A . = A - พ 2- M + 4 A t f + 7 M 2+ พ /  
a " = A - พ 2-  2 M  
a " = A

และ G7, i.i.d. N แ  เพ ,—  P T  พร+7 / ฬ  - 7 = A ° i + ^ / ฬv2;r 4 \/2;r 4
A

vv
+ P] ปีร + ~ p 2 °l + (15^ - 4 )  6

+ ( 9 4 5 ^ 6 4 ) ^ , ^
2n

20565

à !  J  , 2 0 1  _ 2  8 A  °8 + ^ PI Gร

/ว2 12P I 0'ร
พ
JJ

ข) เมื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรแฝงที่มีกำลังสูงสุดเป็น 5 ตัวแบบอยู่ในรูป

= A  + A x,’ + P 2x]2 + A x,*3 + A x ’4 + A xf  + ร]

หรือ 7; =  A  + A ( X, " A )  + P 2{ x - ô if + P , { x - ô l? + P S x i - ô iy
+ A  (x1 “ A i)5 +£ ■เ-

จากการจัดรูปแบบของสมการใหม่ให้อยู่ในรูป 3> และ X  จะได้ตัวแบบใหม่ซึ่ง 

อยู่ในรูป 3> และ 2โ ดังน้ี

(2.4) X  = A ,  + A 3  + A 3 -2 + A 3 3 + A 3 4 + A 3 5 + ®■ /

เนอ A„ ~ A
p [  =  fi1-  2M  + 3A A 2 -  พ / + 5 A 3 4 
a " = A - 3  A A  + 6 A A 2-1 0 A A 3
a ” = A - พ 2+ พ / + พ ่,
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A .  = A  “ 4M 2 - M  
A .  = A

/Y
และ tzr. i.i.d. N 8

M s ---- r== M s  + , M s ---- K = M .w yjln d in

(
+f i e l d - p y , ป 945^ 64}

\ \2_10
f t f f , y y

ค) เมื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรแฝงที่มีกำลังสูงสุดเป็น 4 ตัวแบบอยู่ในรูป 
ของ

y* = A  + A*,* + A * r  + A * * 1 + A * r  + รํ ,
หรือ y] = A + A  (*, - A )  + A ( * i . -  A )2 + A ( * I  - A ) 3 + A ( * i  - A ) 4 + <

จากการจัดรูปแบบของสมการใหม่ให้อยู่ในรูป 1y และ ป!โ จะได้ตัวแบบใหม่ซ่ึง 

อยู่ในรูป J/ และ X  ตังน้ี

(2.5) y, = Ao„ +A „X , + A . * ? + A . * f  + A . * * +CT,

เม่ือ ^ 00

A .
A .
A .
A „

= Æ - 2 M + 3 M 2- พ /  
= A -3 A A  + พ 2 
= A - พ 2 
= A

/Y
และ CT: i.i.d. N M l  — ^ =  M l  + ^ M l

2* '
ง) เมื่อตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรแฝงที่มีกำลังสูงสุดเป็น 3 ตัวแบบอยู่ในรูป

f i . *  f i e l + Y Y + i  ‘- ^ - f i  f i .
y>

ของ

y, = Ao + A  A  + A */*1 + A * r  + A
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หรือ y] = ft, + ft,(x, - S  1) + ft2(x, -S ,)2+ft3(x, -  ร,Ÿ +ร*

จากการจัดรูปแบบของสมการใหม่ให้อยู่ในรูป y  และ X  จะได้ตัวแบบใหม่ซ่ึง 
อยู่ในรูป y  และ X  ตังน้ี

(2.6) X  =  Po„ + f i x ,  +  P i / i  + P o / ,  + ®i

เม่ือ ftQn
p [
A.
Px

Po
f t - 2 f t 2Si+ 3ft3ôf
Pi  - 3 M  
A

และ C7, N1 ( a ^,2 2\เ2ทิ ' y + p y i + ' - p w i + / / p m
\ \

ของ
จ) เม่ือตัวแบบประกอบด้วยตัวแปรแฝงท่ีมีกำลังสูงสุดเป็น 2 ตัวแบบอยู่ในรูป

^*= Po + p / i  + p / ,  + X
หรือ y* = ft, y  ft, (x 1-  ร 1) + ft2 ( x , -  ร ,Ÿ  y  s]

จากการจัดรูปแบบของสมการใหม่ให้อยู่ในรูป y  และ X  จะได้ตัวแบบใหม่ซ่ึง
อยู่ในรูป y  และ X  ตังน้ี

(2.7) y, = ft,n + f t 1X, + ft2/  + พ1

เม่ือ ft0n = ft,
Â  = A - 2  M
Pin ~  Pi
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fแล 2 ทT: i.i.d. N &Os , + ÂV 2 ‘CT s  H P 2 CT g

ตัวแบบความถดถอยพหุนามในกรณีน้ีเป็นตัวแบบเชิงเลันในพารามิเตอร์หมายความว่า 
ในแต่ละเทอมของตัวแบบมีพารามิเตอร์เพียง 1 ตัว คูณด้วยค่าคงท่ีรองตัวแปรอิสระและเน่ืองจาก 
ตัวแบบท่ีใช้ในการพิจารณาเป็นตัวแบบเชิงเลันในพารามิเตอร์ ตังน้ันการประมาณค่าพารามิเตอร์ 
เราสามารถใช้วิธีกำลังสองน้อยสุดในการประมาณค่าพารามิเตอร์ P  ตังท่ีจะได้กล่าวต่อไป
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2.2  ก า ร ป ร ะ ม า ณ ค ่า ล ัม ป ร ะ ส ิท ธ ิน ั้ท ร ถ ด ถ อ ย พ ห ุค ูณ โ ด ย ว ิธ ีก ำ ล ัง ส อ ง น ้อ ย ส ุด ส า ม ัญ  
(Ordinary Least Squares Method (OLS))

วิธีการประมาณค่าสัมประสิทธ้ิการถดถอยพหุคณน้ีมีราก ‘ทนมา'จากทฤษฏีการจํขํ dà I dJ
ประมาณเซิงเลันท่ีคิดข้ึนโดย คาร์ล เฟรดริก เกาลั (Carl Friedrich Gauss) ในปี ค.ศ.1777-1855 
และ อังเดร แอนดรีวิช มาร์คอฟ (Andrei Andreevich Markov) ในปี ค,ศ.1855-1922 โดยมีหลัก 
ในการประมาณค่าสัมประสิทธิ้คือ ทำให้ผลรวมกำลังสองของความคลาดเคลื่อน (รนกา of 
Squares Error(SSE)) มีค่าน้อยท่ีสุด ซ่ึงแสดงรายละเอียดดังน้ี 

นิยามท่ี 1
จากลมการ y  - X* P+ ร* ซ่ึงเมทริกซ์ X* ประกอบด้วย X* =(1,**,...3** ) เม่ือ

Xi -X* + Si หรือ x ] - x i - 8 i จะได้ว่าตัวประมาณกำลังลองน้อยสุดของ P คือ fi ท่ีทำให้
ผลรวมกำลังสองของความคลาดเคล่ือนมีค่าน้อยท่ีสุด

จากนิยามท่ี 1 เราจะทำการหาตัวประมาณกำลังสองน้อยสุดสามัญได้ดังน้ี
เพราะว่า y= X * P + £ *  ดังน้ันเม่ือมีความคลาดเคล่ือนในตัวแปรอิสระ กล่าวคือ

xj =x* + Sj เราสามารถเขียนสมการถดถอยพหุนามดังกล่าวได้'ใหม่เป็น y  = x p  + โบ และ~ ~ ท ~
กำหนดให้ p  = (Po„,P\11, - , P Pny จะได้ว่า y  = x p  ใดย P  เป็นตัวประมาณกำลังสอง~ ท ~ - ท ~ ท
น้อยสุดของ P ท่ีจะทำให้ผลรวมกำลังสองของความคลาดเคล่ือนมีค่าน้อยท่ีลุด ดังน้ัน โบ~ ท ~
เป็นเวกเตอร์ฃองความคลาดเคล่ือน ซ่ึงผลบวกกำลังลองของความคลาดเคล่ือน คือ

f

SSE=(cr โบ)

= (y - x p  y {y - x p  )
= { ÿ ~ p  ' X )  (y - x p  )

= y y - y x p ~ p  X  y  + P X  X  P  

= y  y  - 2  P X  y  + p '  X X  P
~ ท ~ ท ~ ท
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ก าร ห าค ่าน ้อ ย ท ี่ส ุด ข อ ง ผ ล ร ว ม ก ำล ัง ส อ ง ข อ ง ค ว าม ค ล าด เค ล ื่อ น ท ำได ้โด ย ก าร ห าอ น ุพ ัน ธ ์
(d ifferentiate) เท ีย บ ก ับ  p „ h เม ื่อ  h  =  0 ,1 5... , /?  ( P  เป ็น 'จ ำน ว น พ จ น ์'พ ห ุน าม )แ ล ้ว ก ำห น ด 'ไ ห ้

เท ่าก ับ  0
d {ร' ร)
พ ,

จะได้ว่า

y  y  - 2  p '  X  y  + p  ' x x p
:- 2 X  y + i x ' x p  =0

= 0 ; h = 0

{ X X )  p  = X ' y

(2.8) ดังน้ัน P = { X X ) - \ X y )
~ n OLS

2.3 การประมาณค่าสัมประสิทธการถดถอยพหุคูณโดยวิธึกำล้งสองน้อยสุดปรับปรุง 
(Adjusted Least Squares Method (ALS))

ว ิธ ีการป ระม าณ ค่าลัมประส ิทธ ึ๋การถดถอยพหุค ูณโดยวิธ ีกำล ังสองน ้อยส ุดปรับปรุงเป ็น  
ว ิธ ีท ี่พ ัฒ นามาจากว ิธ ีกำล ังลองน ้อยส ุดสาม ัญ  ( O L S )  ที่ล ิดข ึ้นโดย แซง และ ซนิวไวลั (Chang 
and Schneewiess) ในปี ค .ศ.1998 ซ ึ่งการว ิจ ัยคร ั้งน ี้ได ้พ ิจารณ าถ ึงความคลาดเคล ื่อนท ี่เก ิดข ึ้น  
ใน ตัวแปรอิสระด้วย

t
จากฟังก์ช ันพหุนาม y *  =  X* P +  ร ]  =  77, +  ร ]

เมือ ๆ 1 -  X P

และ X* =  (l,x * ,x * 2,...,x*  )
ถ ้าทราบค ่า X* ; i  =  ใ , . . . ,ท  เราสามารถใช ้ห ล ักการเด ียวก ับว ิธ ีกำล ังสองน ้อยส ุด  

สาม ัญ  ทำไหได ้สมการการประมาณ สำหรับ P  ดังนี้

(2.9) P = { x : x y \ x :  y )
-  O IS

เมือ X* X* =^T X* X*

และ X ’ y  = Y,X  y]
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ค.ศ.1985 แซน และ แมค (Chan and Mak) จึงได้เสนอไว้ว่าสามารถแทน เมทริกซ์ x '  X ’ 
ขนาด (j? + l)x(/? + l) และ X * y  ขนาด (/> + 1) ซ่ึงถือว่าไม่ทราบค่า ด้วยเมทริกซ์การ 
ประมาณค่า H  และเวทเตอร์การประมาณค่า h ตามลำดับ โดยท่ี H  และ h มีคุณสมบัติ 
E{H)=X* X* และ E(h) = E (X ' y )  ซ่ึงในเมทริกซ์การประมาณค่า H  และเวทเตอร์การ 
ประมาณค่า h จะประกอบ 2 องค์ประกอบหลักได้แก่ตัวแปรแฝง (ตัวแปรอิสระท่ีปราศจาก 
ความคลาดเคล่ือน) X* และความคลาดเคล่ือนในตัวแปรอิสระ ร1

ซึ่งในความเป ็นจร ิงแล ้วเป ็นการยากท ี่จะทราบค่าท ี่แท ้จร ิงของ (X* X*)  และ (X * y  ) ในปี

กา?หาเมทริกซ์การประมาณค่า H
เน่ืองจาก H  เป็นเมทริกซ์ค่าประมาณของ X*X* ตังน้ันหากเมทริกซ์ X ' X '  มี 

ขนาด (/?+ l)x(/?+ l) โดยท่ี X ' มีสมาชิก ประกอบด้วย X* = (l,x*,x*2,...,x*p) จะทำให้ 
เมทริกซ์การประมาณค่า H  มีขนาด (p + l)x(/? + l) และประกอบด้วยสมาชิกซ่ึงมีค่าใกล้เคียง 
กับสมาซิกในเมทริกซ์ X" X '

กำหนดให้ tr , r  = 0,...,p เป็นสมาชิกในเมทริกซ์การประมาณค่า H  โดยท่ี tr 
คือพหุนามระตับ r ของ X  และ/.ม ีค ุณ สมบ ัต ิคือ E(tr) = x ,r ซ่ึงทำให ้//ม ีค ่าเข ้าใกล  ้
X* X '  เราสามารถหา E(tr) ได้จากการพิจารณาท่ีสมการตังน้ี

W - É f y )  *; * < * '" '> - £ < ๙ ' ; r = 0

f r \เมอ c
U  J

E{ôr~j ) เป็นลัมประสิทธ่ีของพจน์พหุนาม X*

ถ้าแทนค่า E(xr) ด้วย xr และ x"J ด้วยตัวแปร tj ซ่ึงเป็นสมาชิกในเมทริกซ์ H  
จะได้สมการใหม่เป็นตังสมการ (2.10)

(2.10) * '=  |> „ / j

ซ่ึงจะทำให้ได้ tj ตังน้ี

; r = 0
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(2.11) ir = £ a rjxJ = ท £
j =0 j , k ,2 j + k

1
2( - ^ ) V
j \k \ ; r = 0,...,p

ดังน้ันจะได้เมทริกซ์ H  ซ่ึงเป็นค่าประมาณของ X ’ X* เป็นดังน้ี

H =
t0
h

น ••- tp 
t'2 t 1

tp tp+1 /2p

เน ื่องจาก ar> ในสมการที่ (2.11) เป็นฟังก์ชันของ E (ô ') , I = 0,...,r จะได้ว่า 
E(tr) - x * J กำหนด1ให้เมท'ริกช์ H = H(x) ขนาด Cp + l)x(/? + l) มีสมาชิกประกอบด้วย 
tm+q ; พ ,<7 = 0 , ดังนั้นเมทริกซ์ H  จะม ีค ุณ สมบ ัต ิของต ัวประมาณ ท ี่ด ีค ือ
E(H) = X* X* ดังท่ีกล่าวช้างต้น

การหาเวกเตอร์การประมาณค่า h
เน่ืองจาก h เป็นเวกเตอร์ค่าประมาณของ X* y  ดังน้ัน,หากเวกเตอร์ X ’ y  มีขนาด

(/? + l)x l โดยท่ี X* มีสมาชิกประกอบด้วย X* = จะทำให้เวกเตอร์การ
ประมาณค่า h มีขนาด (/? + l)x l และประกอบด้วยสมาซิกคือ h = (J%,h\,...,hpy  ซ่ึงมีค่าใกล้
เคียงกับสมาชิกในเวกเตอร์ X" y

พิจารณาเวกเตอร์ X*  ๆ ขนาด {p7 + 1) ซ่ึงมีสมาชิกเป็น x*r ไๅ , r = 0,...5/7
(2.12) เม่ือ x r ๆ  = E(tr ๆ) = E(tr y )  -  E(tr £ )

โดยท่ี  ๆ= x ' '  P 
และจาก (2.11)จะได้ว่า

(2.13) E(tr ร ุ)  = E{ 2  arj (X + s y  e  } = 2  hfjx*'
เม่ือ brJ เป็นค่าสัมประสิทธ้ิของพจน์พหุนามของ X* เขียนได้เป็น
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(2.14) f รไ
J j

E  (ร5-1ร*)

ซ่ึงในสมการท่ี (2.13) และ (2.14) พบว่าค่าของ br] ข้ึนอยู,กับ ars ท่ีเป็นฟังก์ชันของ E (ôl) 
และ E(Sl ร*) เม่ือ /  = 01...,r  เท่าน้ัน เม่ือตัวประมาณของ E(tr ร*) คือ E(tre*) = 'Y b  .t . 
ตังน้ันเราลามารถเขียนสมการท่ี (2.12) ให้อยู่ในรูปของตัวประมาณเป็นตังน้ี

(2.15) hr = t ' y  - E ( t 'ร*) ; r =  01...,P

เน่ืองจาก E(t ร*) เป็นฟังก์ชันของ E (Sl ร*) และจากคุณสมบัติการเป็นอิสระซึ่งกันและกัน

ของ ร  และ ร* จะทำ'ให้ E(t'r ร*) เป ็น0 ตังนั้นเราสามารถเขียนสมการที่(2.15)ได้ใหม่เป็น 
ดังฟ้

(2.16) K = l ' y  = T 'y

เม่ือ
น

P -inx(p+l)

จากสมการท ี่ (2.16) เห ็น ได ้ช ัด เจนว ่า E(hr) = x*rT] และเม ื่อกำหนดให ้ 

h = h(x,y) = (h0,h„...,hp)' จะได้ว่า E(h) = X* rj
ตังนันสมการสำหรับใช้ในการหาตัวประมาณแบบ ALS ได้จากการแทนค่า X* X* 

และ X* y* ใน (2.9) ด้วยเมทริกซ์ H  และเวกเตอร์ h ตามลำตับ ซ่ึงเขียนได้เป็น

H เ3 = h~ nALS
หรอ P = H  ■ ' h(2.17)

ALS
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2 . 4  ก า ร ป ร ะ ม า ณ ค ่า ล ัม ป ร ะ ส ิท ธ ก า ร ถ ด ถ อ ย พ ห ุค ูณ โ ด ย ว ิธ ีก ำ ล ัง ส อ ง น ้อ ย ส ุด ถ ่ว ง 'น า ห น ัก  

(Weighted Least Squares Method (WLS))

วิธีการประมาณค่าลัมประสิทธ๋ีการถดถอยพหุนามโดยวิธีกำลังสองน้อยสุดถ่วงน้ําหนัก 
เป็นวิธีท่ีพัฒนามาจากวิธีกำลังสองน้อยสุดสามัญเช่นเดียวกับวิธี ALS ซ่ึงคิดข้ึนโดย ฮวง และ 
ฮูวาง (Huang and Huwang) ในปี ค.ศ.2001 โดยมีการพิจารณาถึงความคลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนใน 
ตัวแปรอิสระร่วมด้วย และได้นำความรู้เก่ียวกับความแปรปรวนมาใช้ในการถ่วงน้ําหนักกับ 
ลัมประสิทธ๋ึเการถดถอย

จากนิยามท่ี 1 เราจะทำการหาตัวประมาณกำลังสองน้อยสุดถ่วงน้ําหนักได้ดังน้ี 
เพราะว่า y  = X *P+S ดังน้ันเม่ือมีความคลาดเคล่ือนในตัวแปรอิสระ กล่าวคือ

xi =x]+ôi เราสามารถเขียนสมการถดถอยพหุนามดังกล่าว,ได้ใหม่เป็น y  = x p  +ÜT และ~ ~ ท ~
กำหนดให้ P  = (/?0„> # > .. . , /? ) ' จะ'ได้,ว่าสมการการประมาณค่าของ y  คือ y  = x p

~ ท  ~ -  ~■ ท

โดย P  เป็นตัวประมาณกำลังสองน้อยสุดท่ีไม่มีการถ่วงน้ําหนักของ P  ท่ีจะทำให้ผลรวมกำลัง
-  ท  ~  ท

ลองของความคลาดเคล่ือนมีค่าน้อยท่ีสุด ดังน้ันหากต้องการหา P  ท่ีเป็นตัวประมาณกำลัง
-  พ

สองน้อยสุดถ่วงน้ําหนักจะหาได้จากฟังก์ชันการถ่วงน้ําหนักดังน้ี

ร พ ) = Ê «'โ,(y,  - f i t -  f i s ,  - . . . - P X )

โดยหลักการเดียวกับวิธี OLS จะทำให้ได้สมการปกติ (normal equations) จำนวน P + 1 สมการ 
เป็นดังน้ี

Po Z  < 1+ P\ Z  v * / + - + P p  Z  พโ V = Z  wrV ,

Po Z wr '* / + P\ Z  wโ1กั2 +■ ■ ■ +P  P z < y +1 = Z  wโ'W i

M
fit Ê  «'โ,*,'’+Â, î x v * ‘ + - + ก ั Î X 1*,2'’ = £ « ,* ' ’>'1
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จาก ส ม ก ารป ก ต ิท ั้ง  P  + 1 สมการ เราส าม ารถ เข ียน ให ้อ ย ู่ใน ร ูป เม ท ร ิก ซ ์แล ะเวก เตอ ร ์ข อ ง
ค่าประมาณสำหรับ P  ได้เป็น

ÏM
5

I X * ,  - Z wr V
-1 1--------

3V'W
ï 

1_____
fi =~ พ,

ï> r '* , I X * ?  ... I x x

É * f V É v * r  - I X X

(2.18) หรือ P = ( X \ v - ' X y x( X \ v - x y )

ในงานวิจัยคร้ังนี้ค่าท่ีใช้ถ่วงน้ําหนักคือ Far(_y,.1 X,) ดังนั้นจะได้กล่าวรายละเอียดการ 
หาค่าถ่วงนํ้าหนักดังต่อไปนี้

กา?คำนวณค่าถ่วงนาหนัก

(2.19) จาก Var(y 1 \x,) = E(yf \x ,) - [E (y ,  \* ,) f

เม่ือ \ * i )  =  f i o + f i i * i + -  +  f i p * , P

และ E ( y f  I*1) = fi O + fix *1+fil * f+•" + f i i p * f p

1) กำหนดให้ P  -ะ (/?0 - 0-1,/?, 5...5/?2;1) ซ่ึง P  เราสามารถคำนวณได้จาก 

ผลคูณ1ของเวกเตอร์และเมท'ริกซได้ดังน้ี

fi = (fil - * 1 ; £ 1,.., f 2,)

1 0 •• 0" “l 0 -■ - 0 *
c, 1a 1 0 0 r -  0

c <J2pL  2 p 2 p ° C 2 p 2 p < * 2 p ~ 1 0 0 . r2\
— (GCq,0C] , . . . 7(%2p)
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เม่ือ aท1= Y  PiPj ,0 < m < 2 p
{0 <jj£pj+j=ทj}

<T = ̂ Jr(l-r)a2

;  น
cv =น ';
โดยท่ี a J =—-น -;-----

(2^ 0 /2)!)
จำนวนเต็มบวกค่ี

^ ; 1 < / < 2 p ,\< j< i

; j  เป็นจำนวนเต็มบวกคู่ และ « .= 0  ะ 7 เป็น

และ r  =
2 า7<T .

K 2. +®ร)_
* f  * + + **

2) กำหนดให้ P = (/?„,/?1,...,/?p) ซ่ึง P  เราสามารถคำนวณได้ดังน้ี

P = {P „P „...,P P)

=(p0,p,...,pp)

---1 h—k O 0เ 1—
 

OO

cucr 1 * • * 0 OVO

• : ะ » • 1 •• • * • I
C 22C7P C 22a p~X‘ - - 1 0 0 ••- r2 _

เมือ (7 = ^ r ( l-r )a :
น า

Cy = /
โดยท่ี a, = — ~~7~~-----  ; / เป็นจำนวนเต็มบวกคู่ และ « 1 = 0

(2% 72)!) "
จำนวนเต็มบวกค่ี

«7 ; 1< i < p,\<  j< i  
ri ; j เป็น

และ rj = น 2. + *l) , j  = l - . , p

นำค่าที่ คำนวณได้ทั้งหมดแทนในสมการที่ (2.19)จะได้ค่า พ, = F«r(y, I X,) ซึ่งเป็นค่า 
ถ่วงน้ําหนักจากน้ันแทนค่า พ, ท่ีได้ ใน(2.18) จะทำให้ได้ค่าประมาณพารามิเตอร์แบบ WLS
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