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   x และ y  ตามลําดับ 

 p ความดัน 

 kP  จุดตอลําดับที่ k 

 Cq  เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตน (primitive variables) ที่จุดศูนยถวงของ 

  ปริมาตรควบคุม 

 
21−fq  เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตน (primitive variables) ที่ถูกฉายไปยังดาน 1-2 

 R~  เมตริกซเวกเตอรเจาะจงดานขวาของโรว (right eigenvector matrix) 

 RR ×  โดเมนจํานวนจริงในสองมิติ  

 ir  เวกเตอรเจาะจงที่สัมพันธกับคาเจาะจงที่ i 

 s  ความเร็วของผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่องในทิศทางตั้งฉาก 

  กับพื้นผิว 

 js  ระยะหางจากจุดตอ Q ไปยังจุดตอ j ที่ถูกแทรกกอนหนานี้ 

 iT  สามเหลี่ยมเดอลอนเนทั้งหมดกอนการแทรกจุดตอ p 

 1+iT  สามเหลี่ยมเดอลอนเนทั้งหมดภายหลังการแทรกจุดตอ p 

 t เวลา 

 U  เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) 

 u ความเร็วในแนวแกน x 

 kV  พื้นที่โวโรนอยของจุดตอ kP  

 v ความเร็วในแนวแกน y 

 )~(•  ปริมาณที่ถูกประมาณดวยวิธีของโรว 

 α สัมประสิทธิ์อัลฟา หรือคาความแข็งแรงของคลื่น (wave strength) 

 β สัมประสิทธิ์เบตา 

 minχ  คาพารามิเตอรสําหรับฟงกชันการปรับขนาดนอยที่สุด 

 maxχ  คาพารามิเตอรสําหรับฟงกชันการปรับขนาดมากที่สุด 



 ถ 

 x
jSΔ  ขนาดความยาวพื้นผิวควบคุมทั้งสามดานของปริมาตรควบคุม 

  รูปทรงสามเหลี่ยม เมื่อทําการฉายไปยังระนาบตั้งฉากกับแกน x 

 y
jSΔ  ขนาดความยาวพื้นผิวควบคุมทั้งสามดานของปริมาตรควบคุม 

  รูปทรงสามเหลี่ยม เมื่อทําการฉายไปยังระนาบตั้งฉากกับแกน y 

 jtΔ  คาชวงเวลาที่เหมาะสมสําหรับปริมาตรควบคุมที่ j 

 jΩ∂  พื้นผิวควบคุม (control surface) ของปริมาตรควบคุมที่ j 

 Σ
v

 ความเร็วของผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่อง 

 ε พลังงานรวม (total energy) 

 Λ~  เมตริกซคาเจาะจงของโรว (Roe’s eigenvalue matrix) 

 iλ  คาปริมาณหลักของจุดตอที่ i ของตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  

  หรือคาเจาะจงที่ i ของเมตริกซยาโคบี 

 ρ ความหนาแนน 

 jΩ  ปริมาตรควบคุมที่ j 

 σ ตัวเลขคอแรนท (Courant number) 

 γ อัตราสวนของคาความรอนจําเพาะที่ความดันคงที่ตอปริมาตรคงที่ 

 CΨ  ตัวจํากัดขอบเขต (limiter) 

 L)(• , R)(•  ปริมาณสําหรับดานซายและขวาตามลําดับ 

 

 

 



บทที่  1 
บทนํา 

 

1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

การศึกษาปญหาทางพลศาสตรของของไหล (fluid dynamics)  เปนงานวิจัยที่ยังคง
ไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจนถึงปจจุบัน  ถึงแมวาวิทยาการในหลาย ๆ ดานไดเจริญรุดหนาไป
อยางมากมาย  แตองคความรูที่สามารถนํามาสูการแกปญหาของการไหลอยางถูกตองและแมนยํา  
ยังคงประสบกับปญหาในหลากหลายประเด็น เชน ปญหาดานฟสิกสของการไหลหรือการ
เกิดปรากฎการณของคลื่นช็อกแบบซับซอนที่ระดับความเร็วสูง (complex shock wave phenomena)  
ปญหาดานคณิตศาสตรของสมการอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน (nonlinear partial differential 
equations) หรือปญหาดานการแกระบบสมการอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนดวยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข เปนตน 

สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง (high-speed compressible 
flow) โดยเฉพาะเมื่อของไหลเคลื่อนที่ผานวัตถุดวยความเร็วสูงกวาความเร็วเสียง (supersonic flow)  
มักจะกอใหเกิดปรากฏการณของคลื่นช็อก  และเมื่อคล่ืนช็อกเกิดการตกกระทบซึ่งกันและกัน  ก็ยิ่ง
สงผลใหเกิดปรากฏการณของคลื่นช็อกที่มีความซับซอนและมีความไมเปนเชิงเสนสูง  และใน
หลาย ๆ กรณีสงผลใหไมสามารถที่จะแกปญหาเหลานี้โดยอาศัยวิธีการคํานวณเพื่อหาผลเฉลยแบบ
แมนตรง (exact solution) ดังนั้นจึงมีนักวิจัยหลายทานพยายามที่จะแกปญหาที่มีความซับซอน
ดังกลาวโดยอาศัยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method)  โดยงานวิจัยของ von Neumann และ 
Richtmeyer [1] ในป พ.ศ.2493 เปนหนึ่งในงานวิจัยแรก ๆ ที่ประสบความสําเร็จในการวิเคราะห
ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในของไหล (hydrodynamics shock) โดยอาศัยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  
หลังจากนั้นไดมีนักวิจัยทานอื่น ๆ พยายามที่จะนําเสนอระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใหม ๆ เพื่อแกปญหา
การไหลแบบความเร็วสูงเพื่อศึกษาปรากฏการณของคลื่นช็อก  โดยวิธีที่ถูกนําเสนอก็เปนการ
อธิบายเทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลข (numerical flux) ของระบบสมการออยเลอร 
(Euler equations) ซ่ึงเปนระบบสมการควบคุม (governing equations) การไหลแบบไรความหนืด 
(inviscid flow) [2] ในปจจุบันไดมีการจัดแบงเทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขออกเปน 3 
กลุมหลัก ๆ คือ  วิธีการแบงแยกเวกเตอรฟลักซ (flux-vector splitting scheme, FVS)  วิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซ (flux-difference splitting scheme, FDS)  และวิธีอ่ืน ๆ ที่แตกตางจากวิธีทั้ง
สองขางตนหรือเปนวิธีที่เกิดจากการผสมผสานทั้งสองวิธีขางตน เชน วิธี Advection Upstream 
Splitting Method (AUSM) ของ Liou และ Steffen [3] เปนตน 
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ดังที่กลาวมาแลวขางตน สําหรับการแกปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  นักวิจัยสวนใหญใหความสําคัญกับเทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซ
เชิงตัวเลข  ซ่ึงเปนปริมาณของพจนการพา (convection term) ของระบบสมการออยเลอร  เพราะ
พฤติกรรมของการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงโดยสวนใหญจะไดรับผลจากพจนของการพา
มากกวาพจนของการแพรกระจาย (diffusion term)  ยกเวนเฉพาะบริเวณพื้นที่แคบ ๆ ติดกับพื้นผิว
วัตถุที่เรียกวา ขอบชั้นของการไหล (boundary layer) เทานั้น ที่พจนของการแพรกระจายมีผลตอ
พฤติกรรมของการไหลมากกวา เนื่องจากงานวิจัยช้ินนี้ทําการศึกษาเฉพาะการไหลแบบไมหนืด 
ดังนั้นจึงใหความสนใจเฉพาะการประมาณพจนการพาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเทานั้น  สําหรับ
เทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขที่นิยมใชกันอยางแพรหลายในปจจุบัน  ก็คือ วิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรว (Roe’s flux–difference splitting scheme) [4]  เพราะคณิตศาสตรที่
ใชในการอธิบายวิธีการคํานวณมีความชัดเจนและใหผลลัพธโดยประมาณที่มีความแมนยําสูง  แต
วิธีนี้มีขอเสียบางประการ เชน ใชเวลาในการคํานวณสูงกวาวิธีอ่ืน ๆ เชน วิธี AUSM หรือวิธี FVS 
ของ van Leer [5] เปนตน และในบางกรณีอาจจะใหผลลัพธที่ไมถูกตอง [6] 

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้  จะทําการศึกษาถึงการประยุกตวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรวเขากับระบบสมการออยเลอร  โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  
(cell-centered finite volume method)  สําหรับการแบงโดเมนดวยปริมาตรควบคุมแบบเอลิเมนต
สามเหลี่ยม (triangular element control volume)  และแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว
ที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในสองมิติ (two dimensional steady state and 
unsteady state high-speed inviscid compressible flows)  โดยจะทําการศึกษาถึงความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลข (numerical instability) ของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  ที่เกิดขึ้นกับปญหาตาง 
ๆ ที่พบโดยนักวิจัยหลาย ๆ ทาน [6-12]  จากนั้นจะนําเสนอวิธีการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม  และ
เพื่อใหไดผลลัพธจากการวิเคราะหที่มีความแมนยําสูงยิ่งขึ้น  ก็จะทําการประยุกตวิธีการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได (mesh adaptation)  เขากับกระบวนการวิเคราะหปญหาของการไหล
ขางตน  โดยจะนําเสนอแนวความคิดใหมสําหรับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ซ่ึงเปน
เทคนิคที่ใหความสําคัญตอทั้งกายภาพของการไหลและรูปรางของปญหา  ทั้งนี้เพื่อใหการวาง
ตําแหนงของเอลิเมนตขนาดเล็กภายในโดเมนของปญหาที่ทําการวิเคราะหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้น  
และสามารถที่จะควบคุมขนาดของเอลิเมนตขนาดเล็กใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้น 

ลําดับสุดทายก็จะทําการขยายผลการศึกษาเขาสูการวิเคราะหแบบใหผลลัพธที่มี
ความแมนยําในอันดับสูง (higher-order resolution method) โดยจะทําการประยุกตการคํานวณแบบ
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ความแมนยําในลําดับสูงทั้งสําหรับการแบงเวลา (temporal discretization) และการแบงพื้นที่ 
(spatial discretization) เขากับวิธีขางตนทั้งหมด  แลวทําการทดสอบกับปญหาตาง ๆ ทั้งปญหา
แบบอยางที่มีผลเฉลยแมนตรง และปญหาที่มีความซับซอนทั้งในดานของปรากฏการณของการ
ไหลและรูปรางของปญหา (geometry) เพื่อใหมั่นใจวาเทคนิคที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยช้ินนี้สามารถ
นําไปใชวิเคราะหปญหาในทางปฏิบัติที่มีความซับซอนและหลากหลายตอไป 

 

1.2  วัตถุประสงคของการวจัิย 

1.2.1 พัฒนาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได (mesh adaptation)  ในระนาบ
สองมิติ  ภายใตแนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนทั่วไป  
สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตวัและ
สภาวะไมคงตัว 

1.2.2 ศึกษาการประยุกตวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวเขากับระบบสมการออยเลอร  
โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  สําหรับการแบงโดเมนดวยปริมาตร
ควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม เพื่อใชแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่
ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในสองมิติ 

1.2.3 ศึกษาถึงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว กับ
ปญหาที่ถูกรายงานในบทความตาง ๆ 

1.2.4 นําเสนอเทคนิคการปรับปรุงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข สําหรับวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว 

1.2.5 ปรับปรุงผลลัพธใหมีความแมนยําในอันดับสูง (higher-order resolution) โดยจะทําการ
ประยุกตการคํานวณแบบความแมนยําในอันดับสูงทั้งสําหรับการแบงเวลา (temporal 
discretization) และการแบงพื้นที่ (spatial discretization)  พรอมกับการประยุกตใชงาน
รวมกับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

1.2.6 ทดสอบความถูกตองของวิธีที่ถูกนําเสนอโดยงานวิจัยชิ้นนี้กับปญหาตาง ๆ ทั้งปญหา
แบบอยางที่มีผลเฉลยแมนตรง  และปญหาที่มีความซับซอนทั้ งในดานของ
ปรากฏการณของการไหลและรูปรางของปญหา 

 

1.3  ขอบเขตของการวิจัย 

ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้ 
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1.3.1 พัฒนาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในระนาบสองมิติ  ภายใต
แนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สําหรับประยุกตรวมกับการแกปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคง
ตัว  และนําเสนอดวยแนวคิดเชิงวัตถุ (object-oriented approach) 

1.3.2 ศึกษาถึงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวในหนึง่
และสองมิติ สําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 

1.3.3 นําเสนอเทคนิคการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว 

1.3.4 ประยุกตการคํานวณแบบความแมนยําในลําดับสูงทั้งสําหรับการแบงเวลา (temporal 
discretization) และการแบงพื้นที่ (spatial discretization)  พรอมกับการนํามาใชงาน
รวมกับวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  และทําการทดสอบกับปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคง
ตัวในสองมิติ 

 

1.4  ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

1.4.1 สามารถปรับปรุงความแมนยําของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ โดยการประยุกตการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในระนาบสองมิติ เขากับระเบียบวีธีการ
คํานวณเชิงตัวเลข 

1.4.2 มีความเขาใจถึงที่มาของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว  ตลอดจนแนวทางการแกไข 

1.4.3 สามารถพัฒนาอัลกอริทึมการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอรที่มี
ความแมนยําของผลลัพธในอันดับสูง (higher-order accuracy) 

1.4.4 สามารถประยุกตวิธีที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยนี้  เพื่อนําไปใชในการศึกษาปญหาการ
ไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  
ซ่ึงสามารถใหผลลัพธที่มีความแมนยําสูง 

1.4.5 สามารถนําไปสูการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถนําไปใชแกไขปญหาที่มี
รูปรางหรือเงื่อนไขขอบเขตที่แตกตางกันได 

1.4.6 สามารถนําไปขยายผลเพื่อศึกษาปญหาการไหลชนิดอื่น ๆ เชน  การไหลแบบหนืดและ
ราบเรียบ (viscous laminar flows) การไหลแบบปนปวน (turbulent flows) หรือการ
ไหลแบบหลายสถานะ (multiphase flow) เปนตน 
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1.5  วิธีดําเนินการวิจัย 

1.5.1 ศึกษาขอดอยของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในระนาบสองมิติ 
เมื่อนํามาประยุกตกับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งใน
สภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  ซ่ึงเปนงานวิจัยในระดับปริญญาโทของผูวิจัย 

1.5.2 เสนอแนะวิธีการพัฒนาและปรับปรุงวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได
ในระนาบสองมิติ เพื่อใหสามารถกําหนดขนาดเอลิเมนตใหเหมาะสมกับผลลัพธที่ได
จากการคํานวณมากยิ่งขึ้น 

1.5.3 ศึกษาหลักการและทฤษฎีดานพลศาสตรของไหล และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เกี่ยวของ
กับงานวิจัยนี้ 

1.5.4 ศึกษาและวิเคราะหปรากฏการณความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว และวิธีแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรวที่นําเสนอโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ 

1.5.5 นําเสนอวิธีแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ
ของโรว และทดสอบกับปญหาที่คนพบโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ 

1.5.6 ทดสอบความถูกตองของวิธีที่นําเสนอทั้งหมดขางตน  ดวยการเปรียบเทียบผลลัพธที่
ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงและประยุกตใชในการแกปญหาที่มีความซับซอน
มากยิ่งขึ้น 

1.5.7 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล 
 

 



บทที่  2 
เอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

 

งานวิจัยฉบับนี้ทําการศึกษาประเด็นปญหาสองประการหลัก ๆ ดังนี้  ประการที่
หนึ่ง ศึกษาวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ภายใตเงื่อนไขของสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
เดอลอนเน (Delaunay triangulation) ในระนาบสองมิติ  สําหรับประยุกตใชกับปญหาการไหลแบบ
ไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  และประการที่สอง 
ศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  โดยเอกสาร
และงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของมีดังตอไปนี้ 

 

2.1  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

Bowyer [13] และ Watson [14]  นําเสนออัลกอริทึมการสรางแผนผังโวโรนอย 
(Voronoi diagram หรือ Dirichlet Tessellation)  ซ่ึงเปนแผนผังที่ไดจากการเชื่อมตอจุดซ่ึงเปน
ปญหาการคนหาเสนทางที่ส้ันที่สุด (optimized path searching)  เชน กําหนด n จุดในระนาบหนึ่ง ๆ  
ถาหากตองการที่จะสรางโครงสรางขอมูล (data structure) เพื่อคนหาจุด q  โดยใชเวลานอยที่สุด  
สามารถกระทําไดโดยการแบงระนาบออกเปนโครงรางทั้งหมด n โครงราง  โดยที่แตละโครงราง
จะสัมพันธกับแตละจุด ดังนั้นโครงราง P ที่สัมพันธกับจุด p  ถาหาก P เปนเสนทางการเดินของจุด
ของโครงรางที่ใกลกับจุด p มากกวาจุดอื่น ๆ ในระนาบ  การแบงระนาบออกเปนโครงรางยอย ๆ ที่
ตอเชื่อมกันเรียกวา  แผนผังโวโรนอย ซ่ึงถูกแสดงดวยเสนประ และการสรางสามเหลี่ยมที่ไดจาก
การเชื่อมตอจุดที่สัมพันธกับแตละโครงรางเรียกวา การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  (Delaunay 
triangulation) ดังแสดงในรูปที่ 2.1 ขางลาง 

 
 
 

 

 

 
รูปที่ 2.1  ตัวอยางแผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
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 Weatherill [15]  ไดนําเสนอวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และ
วิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ (automatic point creation) ในระนาบสองมิติ  โดย
อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติไดใชเกณฑการทดสอบจุดที่
อยูภายในวงกลม (in-circle test criterion)  สําหรับอัลกอริทึมการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ
ไดใชวิธีการแทรกจุดลงตรงตําแหนงจุดศูนยถวงของรูปสามเหลี่ยม  และควบคุมเงื่อนไขการสราง
สามเหลี่ยมใหมดวยสัมประสิทธ์ิอัลฟา (α)  และสัมประสิทธ์ิเบตา (β)  โดยที่สัมประสิทธิ์อัลฟา  
เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดที่ตองการแทรกและจุดตอทั้งสาม
ของสามเหลี่ยม ซ่ึงจะมีผลตอความหนาแนนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (mesh density)  และ
สัมประสิทธิ์เบตา  เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบระยะหางระหวางจุดในบริเวณใกลเคียงที่
มีอยูแลวกับจุดที่ตองการแทรกเขาไปใหม  ซ่ึงจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม 
(regularity of triangulation) 

 Karamete et al. [16]  ไดนําเสนอเทคนิคการเขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (Object 
Oriented Programming, OOP)  และการจัดเก็บขอมูลของจุดตอและสามเหลี่ยมดวยโครงสราง
ขอมูลแบบแผนภูมิตนไมดิจิตัลท่ีเรียกวา Alternating Digital Tree (ADT)  มาใชปรับปรุงเทคนคิการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติของ Weatherill 
[15]  ในระนาบสองมิติ 

 Frey and Field [17]  ไดนําเสนอเทคนิคการปรับปรุงคุณภาพของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม  เพื่อใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีความใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทามากที่สุด  โดยการ
ใชกระบวนการสลับดานของสามเหลี่ยมที่อยูติดกัน (edge swapping)  ซ่ึงกระบวนการดังกลาว
เรียกวา mesh relaxation  จากการทดลองพบวาโดยทั่วไปเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดรับการปรับปรุง
คุณภาพดวยวิธี mesh relaxation จะมีคุณภาพโดยรวมดีกวากอนกระบวนการการปรับปรุงคุณภาพ  
โดยคุณภาพของสามเหลี่ยมวัดจากความใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทาของทุก ๆ สามเหลี่ยม
ภายในโดเมน 

Peraire et al. [18]  ทําการศึกษาเกี่ยวกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  สําหรับนํามาใชปรับปรุงคุณภาพของผลลัพธในสภาวะคงตัว (steady state) ของระบบ
สมการออยเลอร (Euler equations)  โดยใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-stepping)  สําหรับ
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็อาศัยเทคนิคการสรางฟอนตแบบคืบหนา 
(advancing front technique)   แตขนาดและทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบคุม
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ดวยตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  (error indicator)  โดยในบทความนี้ใชปริมาณอนุพันธยอยอันดับ
สองของคาความหนาแนนของไหลเปนตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  ซ่ึงพบวาสามารถที่จะใช
กําหนดขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมไดดีในระดับหนึ่ง 

Probert et al. [19]  ไดทําการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และกระบวนการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  สําหรับการคํานวณผลลัพธที่ขึ้นกับเวลาของปญหาการ
ไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว  โดยใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบผลตางสืบเนื่องตรงกลาง (central 
difference time-stepping)  สําหรับตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดที่ใชในบทความจะใชคาตัวแปร
อนุรักษ (conservation variables) ที่ไดจากการคํานวณ  และนํามาคํานวณในรูปแบบของคา
สัมประสิทธิ์ Pressure-Switch (Pressure-Switch coefficient)  และใชคาดังกลาวสําหรับกําหนด
ขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม 

Kumar et al. [20]  ไดทําการศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติในระนาบสองมิติ ดวยการแทรกจุดลงที่ตําแหนงจุด
ศูนยกลางของวงกลมที่ลากผานจุดปลายทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  โดยข้ันตอนการแทรกจุด
ในโดเมนจะดําเนินไปเรื่อย ๆ จนกระทั่งขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมทั้งหมดภายในโดเมน
เปนไปตามที่กําหนด  สําหรับกระบวนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  จะเริ่มตนจาก
การใชตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด ซ่ึงคํานวณจากความไมตอเนื่องของปริมาณฟลักซผานขอบของ
เอลิเมนตในการประมาณขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เหมาะสมกับผลลัพธที่ไดจาการคํานวณ และ
ทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดภายใตเงื่อนไขของการกระจายความผิดพลาดใหมี
ความสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และกระบวนการทั้งหมดที่ไดนําเสนอไดถูกนํามาทดสอบกับ
ปญหาการนําความรอน (heat conduction) 

สุทธิศักดิ์ พงศธนาพาณิช [21]  ไดทําการศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
เดอลอนเน  และการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ  โดยอาศัยเทคนิคของ Weatherill [15] จากนั้น
ไดนําเสนอวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  และไดทําการทดสอบกับปญหาการ
ไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในระนาบสอง
มิติ  และปญหาการระเบิดใตน้ํา  พบวาวิธีที่นําเสนอยังคงมีจุดออนอยูบางเพราะไมสามารถใหเสน
ช็อกที่มีความคมชัดตลอดแนว เชน กรณีของปญหาการไหลผานวัตถุทรงกระบอก  วิธีที่นําเสนอจะ
ใหเสนช็อกที่ไมคมชัดในบริเวณปลายดานบนของโดเมน  ดังนั้นในงานวิจัยใหมนี้จะนําเสนอ
แนวความคิดใหมที่สามารถแกไขขอบกพรองดังกลาว 
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2.2  ปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

Roe [4]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับปญหาการไหลที่ถูก
ควบคุมดวยระบบสมการออยเลอร  และการทดสอบความถูกตองกับปญหาของรีมันน (Riemann 
problem)  โดยโรวไดนําเสนอวิธีการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขโดยใชวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซ (flux-difference splitting)  สําหรับในตอนทายของบทความโรวไดใหขอคิดเห็น
เกี่ยวกับความสอดคลองกับเงื่อนไขเอนโทรป (entropy condition) ของวิธีที่นําเสนอซึ่งอาจจะให
ผลลัพธที่ไมถูกตองในบางกรณี 

Harten [22]  ไดนําเสนอเทคนิคการคํานวณผลลัพธอยางออน (weak solution) 
ของกฏอนุรักษชนิดไฮเปอรโบลิก (hyperbolic conservation laws) ดวยวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite 
difference method) ดวยความแมนยําอันดับที่สอง (second order) และเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ได
จากระเบียบวิธีของโรว  และเพื่อใหผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกับสภาพเอนโทรป  จึงได
นําเสนอวิธีการแกไขคาเจาะจง (eigenvalue) โดยการเพิ่มคาตัวเลขนอย ๆ ใหกับคาเจาะจงถาหากคา
เจาะจงดังกลาวมีคานอยมาก ๆ  แตอยางไรก็ตามงานวิจัยช้ินนี้ไมไดแนะนําวา คาเจาะจงดังกลาวมี
คานอยมาก ๆ หมายถึงคาแบบเจาะจงที่มีคาเทาไหร  และคาตัวเลขนอยมาก ๆ ที่กําหนดใหกับคา
แบบเจาะจงควรมีคาเปนเทาไหร 

Peery and Imlay [6]  ไดทําการศึกษาปญหาการไหลผานวัตถุมน (blunt-body 
flow)  และพบวาระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ  กอใหเกิดผลลัพธที่ไมถูกตองโดยเฉพาะ
อยางถึงผลลัพธบริเวณเสนหยุดนิ่ง (stagnation line) ซ่ึงอยูดานหนาของวัตถุมน  โดยแทนที่เสน
ช็อกดานหนาที่ไดจะมีลักษณะโคงตามลักษณะของวัตถุมน  แตเสนช็อกบริเวณเสนหยุดนิ่งกลับมี
ลักษณะของการเคลื่อนตัวหางออกจากดานหนาของวัตถุมน  และเรียกปรากฏการณดังกลาววา
ปรากฏการณโปงนูน (carbuncle phenomena) 

Einfeldt et al. [7]   ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
ระเบียบวิธีของโกดูนอฟ (Godunov) และโรว (Roe)  โดยพบวาถาหากการไหลมีความเร็วสูงมาก 
ซ่ึงเปนการไหลที่มีพลังงานจลนสูง (highly energetic flows) ระเบียบวิธีทั้งสองสามารถใหคําตอบที่
ไมเปนจริง  โดยจะใหคาตัวแปรสถานะการไหล เชน คาความหนาแนน  คาความความดันหรือคา
พลังงานภายในที่มีคานอยกวาศูนย  พรอมกันนี้ไดนําเสนอวิธี HLLE เพื่อแกปญหาดังกลาว 

Van Leer et al. [9]  ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ (flux-difference splitting) ในกรณีที่มีจุดโซนิก (sonic point) 
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อยูภายในคลื่นขยาย (expansion wave)  โดยแทนที่วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซจะใหผลลัพธที่เปน
คล่ืนขยาย  แตกลับใหผลลัพธที่เปนคลื่นช็อกขยาย (expansion shock)   เนื่องจากผลลัพธที่ไดไม
สอดคลองกับสภาพเอนโทรป (entropy violate) และนอกจากนี้ยังไดนําเสนอวีธีการแกไขคาเอน
โทรปสําหรับปญหาการไหลในหนึ่งมิติ 

Quirk [8]  ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรว  และไดนําเสนอปญหาสําหรับการทดสอบปญหาความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลขในรูปแบบของปญหาของรีมันน  โดยปริมาตรควบคุมตลอดแนวกึ่งกลางทอในแนวนอน
จะถูกขยับขึ้นและลงในลักษณะสลับฟนปลา   เพื่อจําลองการใสคาการรบกวนการไหล 
(perturbation)  ซ่ึงถูกเรียกวาปญหา odd-even decoupling หรือปญหาการทดสอบของเควิรก 
(Quirk’s test problem)  โดยการทดสอบดังกลาวจะสงผลใหผลลัพธที่ไดจากระเบียบวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรวไมถูกตอง  โดยปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขนี้ไดถูกจัดใหเปน
ปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรูปแบบใหมของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

Lin [10]  ไดทําการศึกษาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว  กับปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกอยางชา (slowly moving shock) และ
ปญหาการไหลผานวัตถุมน (blunt-body flow)  โดยพบวาระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของ
โรวกอใหเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข  โดยสําหรับปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก
อยางชาไดกอใหเกิดการสั่น (oscillation) ของผลลัพธดานหลังคลื่นช็อก สวนปญหาการไหลผาน
วัตถุมนไดกอใหเกิดปญหาโปงนูน  จากนั้นไดนําเสนอเทคนิคการปรับคาการกระจาย (dissipation) 
ของปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขโดยอาศัยคาความดัน 

Gressier and Moschetta [11]  ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซโดยเปรียบเทียบกับวิธีการแบงแยกเวกเตอรฟลักซ 
โดยพบวาวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซซ่ึงมีคุณสมบัติสามารถใหผลลัพธแมนตรงของผิวสัมผัสไม
ตอเนื่อง (contact discontinuity) แตไมสามารถคงความมีเสถียรภาพเอาไวได  ในทางกลับกันวิธีการ
แบงแยกเวกเตอรฟลักซถึงแมวาไมสามารถใหผลลัพธแมนตรงของผิวสัมผัสไมตอเนื่อง แตมีความ
มีเสถียรภาพสูงกวาวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ  เพราะวิธีการแบงแยกฟลักซแบบเวกเตอรมีคาการ
กระจาย (dissipation) สูงกวา 

Xu and Li [23]  ไดทําการศึกษากลไกของการเกิดการกระจาย (dissipation)  ของ
วิธีการจับช็อก (shock capturing scheme) เชน ระเบียบวิธีของโกดูนอฟหรือโรว  เปนตน  โดยพบวา
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สําหรับระเบียบวิธีของโกดูนอฟ (Godunov method) สามารถใหผลลัพธของการวิเคราะหที่มีความ
แมนยําสูง  เพราะเปนวิธีที่มีคาการกระจายต่ํามาก  โดยคาการกระจายเกิดจากกระบวนการสราง
ปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขโดยตรง  และการที่ระเบียบวิธีของโกดูนอฟเปนวิธีที่มีคาการกระจายต่ํา
มาก  จึงสามารถกอใหเกิดปญหาดานความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข เชน กรณีของปญหาทดสอบ
ของเควิรก เปนตน 

Dumbser et al. [24]  ไดทําการศึกษากลไกของการเกิดปรากฏการณโปงนูนของ
วิธีการจับช็อก (shock capturing scheme) เชน ระเบียบวิธีของโกดูนอฟ,  โรว, แวนเรียร (van Leer) 
หรือ HLLE เปนตน  ดวยการวิเคราะหเมตริกซเสถียรภาพ (matrix stability analysis)  โดยพบวาใน
กรณีของปญหาคลื่นช็อกแบบคงตัว (steady shock problem) ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขที่เกิด
ขึ้นกับระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ  นอกจากจะขึ้นกับสภาวะการไหลตนทาง เชน หมาย
เลขมัค (Mach number) แลวยังขึ้นกับโครงสรางของช็อกเชิงตัวเลขโดยตรง (numerical shock) 

Roe et al. [12]  ไดทําการศึกษากลไกของการเกิดปรากฏการณโปงนูนของระเบยีบ
วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว โดยพบวาการเกิดปรากฏการณดังกลาวสามารถแบงออกได
เปน 3 ชวงหลัก ๆ ดังนี้ ชวงแรกเปนการเกิดความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรอบ ๆ บริเวณที่เกิดช็อก
ภายในโดเมน  ชวงที่สองเปนผลตอเนื่องจากชวงแรกและความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขบริเวณ
ดานหลังของช็อกปรากฏอยางชัดเจน  และชวงที่สามเปนพัฒนาการของการเกิดปรากฏการณโปง
นูนบริเวณดานหนาของช็อก 

 



บทที่  3 
การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการปรับตัวได 

 

เนื้อหาในบทนี้เปนสวนแรกของงานวิจัย  โดยเปนการวิเคราะหจุดออนของวิธีการ
สรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได (adaptive remeshing technique) ที่เคยถูกนําเสนอโดยสุทธิศักดิ์ 
พงศธนาพาณิช [21]  และนําเสนอวิธีการแกไขจุดออนดังกลาวเพื่อใหการปรับตัวไดของสามเหลีย่ม
สอดคลองกับลักษณะและพฤติกรรมของผลลัพธที่ได โดยเฉพาะบริเวณที่มีการเกิดความไมตอเนื่อง
ของผลลัพธ เชน บริเวณคลื่นช็อก เปนตน  ทั้งนี้เพื่อใหสามารถวางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กลง
ในบริเวณดังกลาว  และในขณะเดียวกันวางสามเหลี่ยมขนาดที่โตกวาในบริเวณที่มีสถานะของการ
ไหลคอนขางสม่ําเสมอ  เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นและชวยลดเวลาในการคํานวณ
เมื่อเปรียบเทียบกับการสรางสามเหลี่ยมขนาดเล็กตลอดทั้งโดเมน 

 

3.1  แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน สามารถที่จะดําเนินการภายหลังจากที่ทําการสราง
แผนผังโวโรนอยเสร็จเรียบรอย ซ่ึงแผนผังโวโรนอยเปนพื้นที่รูปทรงหลายเหลี่ยมลอมรอบจุดที่
กําหนด ดังนั้น จึงสามารถกลาวไดวาแผนผังโวโรนอยเปนรูปทรงทางเรขาคณิตที่มีความเปนคูกับ
สามเหลี่ยมเดอลอนเน [21,25] ดวยเหตุผลดังกลาวจึงขอกลาวถึงนิยามและคุณสมบัติพื้นฐานของ
แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับระนาบในสองมิติ เพื่อเปนพื้นฐานในการทํา
ความเขาใจวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตอไป 

3.1.1  แผนผังโวโรนอย 

แผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram, Dirichlet tessellation)  ถูกนําเสนอและนํามา
ขยายความสูการสรางแผนผังโวโรนอยโดย โวโรนอยและดีริคเลท [13,14,25,26]  โดยนิยามในดาน
เรขาคณิตการคํานวณ (computational geometry)  แผนผังโวโรนอย หมายถึง แผนผังที่ไดจากการ
แบงโดเมนออกเปนกลุมของรูปทรงหลายเหลี่ยม  โดยถาหากกําหนดใหมีจุดตอภายในโดเมน 

 เราสามารถที่สรางพื้นที่ของรูปหลายเหล่ียม nkPk ,,1 , K= nkVk ,,1 , K=  ลอมรอบจุดตอ
ดังกลาว  โดยแตละพื้นที่ของรูปทรงหลายเหลี่ยมจะลอมรอบจุดตอเพียงจุดเดียว  ซ่ึงจะทําให
ระยะหางตั้งฉากจากจุดตอไปยังขอบของรูปทรงหลายเหลี่ยมจะเปนระยะทางที่ส้ันที่สุด  เมื่อเทียบ
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กับระยะหางจากจุดตอของพื้นที่ของรูปทรงหลายเหลี่ยมที่ลากมายังขอบของรูปทรงหลายเหลี่ยม
ดังกลาว ดังแสดงตัวอยางในรูปที่ 3.1 

 

รูปที่ 3.1  แผนผังโวโรนอยของจุดตอภายในโดเมน 

 

รูปที่ 3.2  ระยะหางที่เทากันของระยะทางจากจุดตอมายงัเสนขอบเขตรวม 

ดังนั้นจากนิยามขางตน  เราก็สามารถที่จะแสดงความหมายของแผนผังโวโรนอย
ของจุด p ใด ๆ (พื้นที่ของรูปทรงหลายเหลี่ยมลอมรอบจุดตอ p ใด ๆ) ในรูปแบบของสมการเซต 
[25,26] ไดดังนี้ 

 { }jk, P pP p pV jkk ≠∀−<−×∈= :RR  (3.1) 

จากสมการ (3.1) สามารถกลาวไดวาเสนขอบเขตของแผนผังโวโรนอยแตละดาน  
จะตองวางอยูตองกึ่งกลางระหวางจุดตอสองจุดตอที่เสนขอบเขตดังกลาวเปนเสนขอบเขตรวมดัง
แสดงในรูปที่ 3.2 หรือกลาวอีกนัยหนึ่งไดวาระยะทางจากจุดใด ๆ บนเสนขอบเขตของแผนผังโวโร
นอยไปยังจุดตอทั้งสองดานตองมีคาเทากันเสมอ  และถาหากพิจารณาจากจุดใด ๆ ภายในโดเมน
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สองมิติ RR ×∈p  ตามนิยามของแผนผังโวโรนอยตองไมมีจุดตอมากกวา 1 จุดอยูภายในบริเวณ
พื้นที่โวโรนอยเดียวกัน  แตถาหากมีจุด p ใดก็ตามที่ถูกเปนเจาของโดยมากกวาหนึ่งพื้นที่โวโรนอย  
จุด p ดังกลาวตองอยูบนเสนขอบเขตของพื้นที่โวโรนอยเสมอ 

3.1.2  สามเหลี่ยมเดอลอนเน 

เมื่อพิจารณาจากรูปที่ 3.2 การลากเสนตรงตอเชื่อมระหวางจุดตอ 3 จุดที่อยูภายใน
พื้นที่โวโรนอยที่มีเสนขอบเขตรวมเดียวกันก็จะไดรูปทรงสามเหลี่ยม โดยคุณสมบัติของรูปทรง
สามเหลี่ยมดังกลาว คือ เสนขอบทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยมเปนเสนที่แบงระยะทางกึ่งกลางของ
ระยะทางระหวางจุดตอทั้งสองของสองพื้นที่โวโรนอยที่มีเสนขอบเขตรวมเดียวกัน รูปทรง
สามเหลี่ยมที่เกิดขึ้นจากกระบวนการดังกลาวจะถูกเรียกวาสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay 
triangle)  ในทางทฤษฎีสามเหลี่ยมเดอลอนเนจะถูกนิยามใหเปนกราฟ (graph) โดยเมื่อลากวงกลม
ลอมรอบผานจุดปลายทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยม  จะตองไมมีจุดตออ่ืนใดอยูภายในวงกลม
ดังกลาว ยกเวนจุดปลายทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยมเองซึ่งจะอยูบนเสนรอบวงกลม  คุณลักษณะ
ดังกลาวของสามเหลี่ยมเดอลอนเนถูกเรียกวาคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลา  (empty 
circumcircle) [27] คุณสมบัติดังกลาวเปนคุณสมบัติที่มีความสําคัญเปนอยางยิ่ง และสามารถ
นํามาใชเปนเงื่อนไขในการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน จากจุดตอทั้งหมดภายในโดเมน 

 

 
 

รูปที่ 3.3  ตัวอยางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและคุณสมบัติวงกลมวางเปลา 

รูปที่ 3.3  แสดงตัวอยางสามเหลี่ยมเดอลอนเนโดยจุดศูนยกลางของวงกลม
ลอมรอบผานจุดปลายทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยม หมายถึง จุดปลายของแผนผังโวโนอย ซ่ึงถูก
แสดงดวยวงกลมโปรง และในทางปฏิบัติจุดศูนยกลางดังกลาวสามารถที่จะอยูภายในหรือภายนอก
พื้นที่ของรูปทรงสามเหลี่ยมก็ได  ดังนั้น เมื่อทําการลากเสนตรงตอเชื่อมระหวางสองจุดตอที่มีเสน
ขอบเขตของพื้นที่โวโรนอยรวมกันทั้งหมดภายในแผนผังโวโรนอย ก็จะไดรูปทรงสามเหลี่ยมที่
เรียกวา สามเหลี่ยมเดอลอนเน ดังตัวอยางในรูปที่ 3.4 [28] 
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รูปที่ 3.4  แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

เมื่อกลับมาพิจารณาถึงการแบงพื้นที่โดเมนออกเปนรูปทรงสามเหลี่ยมใด ๆ  
สามเหลี่ยมที่ไดจะประกอบดวยจุดปลายและเสนขอบเขตของสามเหลี่ยม  โดยเสนขอบเขตของ
สามเหลี่ยม มีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ (locally Delaunay) ก็ตอเมื่อ เสนขอบเขตที่เปนสมาชิก
ของสามเหลี่ยมเพียงสามเหลี่ยมเดียว ตองเปนเสนขอบเขตของโดเมน และเสนขอบเขตที่เปน
สมาชิกของสองสามเหลี่ยม เชนดังตัวอยางในรูปที่ 3.5 เสนขอบเขต ab เปนสมาชิกของสามเหลี่ยม 
abc และ adb จุด d ตองอยูภายนอกวงกลมลอมรอบสามเหลี่ยม abc เสมอ เสนขอบเขต ab จึงจะมี
คุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่  และถาหากเสนขอบเขตของสามเหลี่ยมทุก ๆ เสนภายในโดเมนมี
คุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ สามเหลี่ยมทั้งหมดภายในโดเมนเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน [27] 

a 

b 

c 

d 

 

รูปที่ 3.5  เสนขอบเขต ab มีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ 

ดังนั้นจากรูปที่ 3.5 เมื่อรวมสามเหลี่ยม abc และ adb เขาดวยกัน ก็จะไดรูป
ส่ีเหล่ียมมุมแหลม adbc (convex quadrilateral) และเมื่อทําการแบงส่ีเหล่ียมมุมแหลมออกเปน
สามเหลี่ยมสองรูป สามารถกระทําได 2 วิธี วีธีแรกเปนการแบงส่ีเหล่ียมมุมแหลมดวยเสน ab ซ่ึงจะ
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ไดสามเหลี่ยม abc และ adb ซ่ึงเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สวนวีธีที่สองเปนการแบงสี่เหล่ียมมุม
แหลมดวยเสน cd ซ่ึงจะไดสามเหลี่ยม adc และ bcd ซ่ึงไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ดังนั้น การ
สรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนจากสี่เหล่ียมใด ๆ สามารถกระทําไดโดยการกลับเสนขอบเขตรวมของ
สามเหลี่ยมสองรูปที่อยูติดกัน ดังเชนในกรณีของรูปที่ 3.6  สามเหลี่ยม adc และ bcd สามารถแปลง
ใหเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนไดดวยการกลับเสนขอบเขตรวมของสามเหลี่ยมทั้งสอง จากเสน cd 
มาเปนเสน ab เปนตน กระบวนการดังกลาวสามารถประยุกตใชกับสามเหลี่ยมใด ๆ ภายในโดเมน
สองมิติ โดยสามเหลี่ยมที่ไดจะเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนเสมอ ซ่ึงกระบวนการดังกลาวถูกเรียกวา 
อัลกอริทึมการกลับดาน (edge-flip algorithm) [27,29] 

a 

b 

c 

d 

a 

b 

c 

d 

 

รูปที่ 3.6  ซายมือสามเหลี่ยมเดอลอนเน และขวามือไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

a 

b 

c 

d 

1

 

รูปที่ 3.7  มุมภายในสามเหลี่ยม 

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.7 สามเหลี่ยม adc และ bcd ซ่ึงไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
มีมุมภายในดังนี้ 2221 ,, γδαα +  และ 1121 ,, δγββ +  ตามลําดับ สวนสามเหลี่ยม abc และ adb 
ซ่ึงเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนมีมุมภายในดังนี้ 2111 ,, γγβα +  และ 2212 ,, βδδα +  ตามลําดับ  โดย

γ
2γ

1β 2β
1δ
2δ

1α 2α
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อาศัยความรูดานเรขาคณิตเกี่ยวกับความสัมพันธของดานทั้งสี่ของสี่เหล่ียมมุมแหลม abcd และมุม
ภายในที่เกิดจากดานทั้งส่ี พบวา 

 

21

22

21

11

αγ
βγ
δβ
δα

≥
≥
≥
≥

 (3.2) 

สามเหลี่ยม adc และ bcd มีมุม 2δ  และ 1δ  เปนมุมที่เล็กที่สุดตามลําดับ ดังนั้น
สามเหลี่ยม abc มีมุมที่เล็กที่สุดที่โตกวามุม 2δ  และ 1δ  เสมอ สวนสามเหลี่ยม adb จากรูปที่เห็น
วามุม 2α  และ 2β โตกวา 1α  และ 1β  ตามลําดับ ดังนั้นมุม 21 δδ +  ยอมโตกวามุม 2δ  และ 1δ  
เสมอ จึงสามารถสรุปไดวามุมภายในที่เล็กที่สุดของสามเหลี่ยม abc และ adb มีขนาดไมเล็กกวา
มุมภายในที่เล็กที่สุดของสามเหลี่ยม adc และ bcd  หรือกลาวอีกนัยหนึ่งไดวา มุมภายในที่เล็กที่สุด
ของสามเหลี่ยมเดอลอนเน ยอมมีขนาดไมเล็กกวามุมภายในที่เล็กที่สุดของสามเหลี่ยมใด ๆ  ซ่ึง
คุณสมบัติดังกลาวเรียกวา คุณสมบัติมุมภายในที่เล็กที่สุดมีขนาดโตที่สุด (MaxMin angle property) 
[27] ดังนั้น สามเหลี่ยมเดอลอนเนจึงเปนสามเหลี่ยมที่มีลักษณะที่ใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทา
มากที่สุด 

 

3.2  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการสรางจุดตอภายโดเมน 

การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สามารถแบงออกไดเปนสองขั้นตอนหลัก ๆ  ดังนี้  
ขั้นตอนที่หนึ่งเปนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนใหกับจุดตอที่อยูบนเสนขอบเขตของโดเมน 
(boundary triangulation)  และขั้นตอนที่สองเปนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนภายในโดเมนโดย
การแบงยอยสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากขั้นตอนที่หนึ่ง  ดวยวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมน
แบบอัตโนมัติ (automatic node insertion) โดยดําเนินการพรอม ๆ กับการตรวจสอบระยะหาง
ระหวางจุดตอที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไปใหม  เพื่อปองกันการเกิดสามเหลี่ยมที่มี
รูปรางแบนราบจนเกินไป (sliver) ซ่ึงจะมีผลตอความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  สําหรับอัลกอริทึมในการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนในบทความนี้  จะอางอิง
ถึงอัลกอริทึมที่พัฒนาโดยโบวเยอรและวัตสัน (Bowyer and Watson) [13,14]  ซ่ึงไดนําเสนอวิธีการ
ทดสอบจุดตอภายในวงกลม (in-circle test)  มาใชในการทดสอบคุณสมบัติเดอลอนเนของ
สามเหลี่ยม 
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3.2.1  อัลกอริทึมของโบวเยอรและวัตสัน 

สมมติใหโดเมนถูกแบงออกเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนดังในรูปที่ 3.8 จากนั้น
กําหนดใหทําการแทรกจุดตอ p ซ่ึงถูกแสดงดวยวงกลมระบายสีเทาภายในลงในโดเมน 
กระบวนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนภายหลังการแทรกจุดลงโดเมน เริ่มดวยการคนหา
สามเหลี่ยมที่มีจุดตอ p อยูภายใน และทําการทดสอบคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลาของ
สามเหลี่ยมที่อยูรอบขางทั้งหมด  ขั้นตอนตอไปก็ทําการลบทิ้งสามเหลี่ยมดังกลาวทั้งหมด ซ่ึงทําให
เกิดพื้นที่วาง (cavity) ลอมรอบจุดตอ p ดังในรูปที่ 3.9 และสุดทายก็ทําการสรางสามเหลี่ยมเดอ
ลอนเนขึ้นมาใหม ดวยการลากเสนตอจากจุดตอทั้งหมดของพื้นที่วางมายังจุดตอ p ดังในรูปที่ 3.10 

p 

 

รูปที่ 3.8  สามเหลี่ยมที่ไมผานคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลาภายหลังการแทรกจดุตอ p 

 

รูปที่ 3.9  ลบทิ้งสามเหลี่ยมดังกลาวทั้งหมดและทําใหเกดิพื้นทีว่าง 

 

รูปที่ 3.10  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนขึ้นมาใหม 
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การแทรกจุดตอลงในโดเมนที่ถูกแบงดวยสามเหลี่ยมเดอลอนเนดังที่กลาวมาแลว
ขางตน สามารถเขียนความสัมพันธระหวางสามเหลี่ยมเดอลอนเนทั้งหมดกอนการแทรกจุดตอ p 
( ) และสามเหลี่ยมเดอลอนเนทั้งหมดภายหลังการแทรกจุดตอ p ( ) ดังนี้ iT 1+iT

  (3.3) ppii BCTT +−=+1

โดยท่ี  หมายถึง เซตของสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกลบทิ้งซึ่งทําใหเกิดพื้นที่
วาง  และ  หมายถึง เซตของสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกสรางขึ้นมาใหมดวยการลากเสนตอจาก
จุดตอทั้งหมดของพื้นที่วางมายังจุดตอ p 

pC

pB

3.2.2  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

อัลกอริทึ มการสร า งสาม เหลี่ ยม เดอลอนเน  ( DelaunayTriangulation) 
ประกอบดวยกระบวนการหลัก ๆ สองประการ ดังนี้  ประการที่หนึ่งการแบงจุดตอบนเสนขอบเขต
ของโดเมน  และประการที่สองการลากเสนเชื่อมโยงจุดตอดังกลาวเพื่อแบงพื่นที่ของโดเมน
ออกเปนสามเหลี่ยมภายใตเงื่อนไขสามเหลี่ยมเดอลอนเน ดังแสดงในอัลกอริทึมที่ 1 ขางลาง [28] 

อัลกอริทึมที่ 1  DelaunayTriangulation(P, T,  p) 

1. กําหนดให P, k = 1,…, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนเสนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของ
จุดตอบนเสนขอบเขตภายนอกของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  
ถาหากเปนจุดตอบนเสนขอบเขตภายในของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา 
(cw) และกําหนดให T เปนเซตวางของสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

2. กําหนดให  เปนจุดตอหมายเลข i ของเซต P และ t  เปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนหมายเลข i 
ของเซต T 

ip i

3. สรางสามเหลี่ยมเริ่มตนลอมรอบจุดทั้งหมดของเซต P และกําหนดใหเปนสมาชิกของเซต T 

4. อานจุดตอ  ลําดับถัดไปจากเซต P ip

5. คนหาสามเหลี่ยม  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ  ภายใน ซ่ึงสามารถกระทําไดโดยใชวิธี
ของลอวสัน (Lawson searching method) [29,30] 

it ip
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6. ลบทิ้งสามเหลี่ยม  ทั้งหมดที่ไมผานคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลาออกจากเซต T 
จากนั้นทําการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนขึ้นมาใหมดวยวิธีที่ไดอธิบายหัวขอ 3.2.1 ขางตน  
และกําหนดใหสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกขึ้นมาใหมเปนสมาชิกของเซต T 

it

7. ทําซํ้าตามขั้นตอนที่ 4 ถึง 6 จนกระทั่งจุดตอทั้งหมดของเซต P ถูกพิจารณา 

8. ลบทิ้งสามเหลี่ยมทั้งหมดที่อยูภายนอกโดเมน ซ่ึงประกอบดวยสามเหลี่ยมทั้งหมดที่มีจุดตอ
รวมกับจุดตอของสามเหลี่ยมเริ่มตน หรือสามเหลี่ยมที่มีจุดตอทั้งหมดอยูบนเสนขอบเขต
ภายในของโดเมน และเปนสามเหลี่ยมที่มีผลคูณไขว (cross product) ของดานรวมทั้งสองของ
สามเหลี่ยมมีคานอยกวาศูนย 

อัลกอริทึมที่ 1 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการเขียน
โปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) [31] ไดดังนี้ 

DelaunayTriangulation(P, T, p) 

Let P0 be the collection of node objects; 
Let T0 be the collection of triangle objects; 

 
P0.Initialize; 
T0.Initialize; 
t ← T.FindTriangleContainNode(p); 
T0 ← T.IncircleTriangles(t, p); 
P0 ← T0.DestroyTriangles(); 
T.CreateNewTriangles(P0, p); 
T.AssignNeighborhoodTriangles; 
 
End; 

3.2.3  การสรางจุดตอภายโดเมน 

การสรางจุดตอภายในโดเมนสําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชเทคนิคที่แนะนําใน
เอกสารอางอิง [15,16]   โดยการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ จะถูกควบคุมดวย
พารามิเตอรที่สําคัญสองตัว คือ สัมประสิทธิ์อัลฟา (α) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบ
ระยะหางระหวางจุดตอที่ตองการแทรกและจุดตอทั้งสามของสามเหลี่ยม ซ่ึงจะมีผลตอความ
หนาแนนของสามเหลี่ยม (mesh density)  สวนสัมประสิทธิ์เบตา (β) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับ
การทดสอบระยะหางระหวางจุดตอในบริเวณใกลเคียงที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไป
ใหม  ซ่ึงจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม (regularity of triangulation)  
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หลังจากที่จุดตอที่ถูกสรางขึ้นมาใหมภายในโดเมนผานการทดสอบดวยคาสัมประสิทธิ์ทั้งสอง  
สามเหลี่ยมเดอลอนเนก็จะถูกสรางขึ้นมาดวยอัลกอริทึม DelaunayTriangulation ดังที่ไดกลาว
มาแลวขางตนทุกประการ  โดยอัลกอริทึมสําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ 
(MeshRefinement)  [28] มีดังตอไปนี้ 

อัลกอริทึมที่ 2  MeshRefinement(P, T, α, β, iteration) 

1. กําหนดให P, k = 1 , …, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนเสนขอบเขตโดเมน  โดยลําดับของจุด
ตอบนเสนขอบเขตภายนอกของโดเมนตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  และ
จุดตอบนเสนขอบเขตภายในของโดเมนตองจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw) 

2. กําหนดให V เปนเซตวางของจุดตอที่จะถูกแทรกลงภายในโดเมน และ T เปนเซตของ
สามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากอัลกอลิทึม DelaunayTriangulation 

3. คํานวณคาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value, )  ซ่ึงเปนคาเฉลี่ยของระยะหาง
ระหวางจุดตอที่มีดานเชื่อมตอกับจุดปลายของสามเหลี่ยม โดยคาดังกลาวจะเปนคาประจําของ
ทุก ๆ จุดตอภายในโดเมน ดังนี้ 

idp

 ∑ −=
=

M

j
iji pp 

M
dp

1

1  (3.4) 

 โดยที่ M หมายถึงจุดตอรอบ ๆ จุดตอ i 

4. อานสามเหลี่ยม  จากเซต T it

5. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวงเอลิเมนตสามเหลี่ยม   เปนจุดตอ Q คํานวณคาระยะหางของจุด
ตอ Q ดวยสมการ (3.4) และคํานวณระยะหางจากจุดตอ Q ไปยังจุดปลายทั้งสามของ
สามเหลี่ยม  (  โดยที่ m = 1, 2, 3) 

it

it md

6. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α โดยถาหาก )( qm dpd ⋅< α   สําหรับบางคาของ m = 1, 2, 3 
แสดงวาจุดตอ Q ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพื่ออาน
สามเหลี่ยมถัดไป 

7. คํานวณระยะหาง  จากจุดตอ Q ไปยังจุดตอที่ถูกแทรกกอนหนานี้ สมมติใหเทากับจํานวน N 
จุดตอ 

js

8. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β โดยถาหาก )( qj dps ⋅< β   สําหรับบางคาของ j = 1, …, N 
แสดงวาจุดตอ Q ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพื่ออาน
สามเหลี่ยมถัดไป 



 

22 

 

9. จัดเก็บจุดตอ Q ลงในเซต V 
10. ถาหากยังคงมีสามเหลี่ยมที่ยังไมถูกอานจากเซต T  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพื่ออาน

สามเหลี่ยมถัดไป 
11. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต V ลงในโดเมน และสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation ขางตน 
12. ทําการวนซ้ําขั้นตอนที่ 4 ถึง 11 เทากับจํานวนครั้งที่กําหนดโดยพารามิเตอร iteration  

และอัลกอริทึมที่ 2 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการ
เขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) [31] ไดดังนี้ 

MeshRefinement(P, T, alpha, beta, iteration) 

Let P0 be the collection of node objects; 
 
For i=1 To iteration { 
 Do t ← T.NextTriangle { 
   p ← t.ComputeTriangleCentroid(); 
   p.dp ← t.ComputePointDistributionFunction(); 
   p.dm(1:3) ← t.DistanceCentroidToVertices(); 
   p.Rejected = FALSE; 
   For j=1 To 3 { 
    If (p.dm(j) < (alpha * p.dp)) { 
     p.Rejected = TRUE; 
     Break; 
    }; 
   }; 
   If (Not p.Rejected) { 
    P0.Initialize; 
    P0 ← T.FindInsertedNodeOfNearestTriangles; 
    Do p1 ← P0.NextNode { 
     If (distance(p, p1) < (beta * p.dp)) { 
      p.Rejected = TRUE; 
      Break; 
     }; 
    }; 
   }; 
   If (Not p.Rejected) P.AddNodeAsInsertedNode(p); 
  }; 
 
 Do p ← P.NextInsertedNode { 
   Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
 }; 
}; 
 
End; 



 

23 

 

โดยปกติสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากการสรางดวยอัลกอริทึมทั้งสองขางตน  
อาจจะยังไมมีคาสัดสวนของดานยาวที่สุดและดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ที่ดีเพียงพอ ดังนั้นจึง
ควรที่จะทําการปรับปรุงรูปรางของสามเหลี่ยมใหดีขึ้น  โดยการทําใหคาสัดสวนของดานยาวที่สุด
และดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ของแตละสามเหลี่ยมมีคาใกลเคียงกันดวยวิธีลาปลาซ 
(Laplacian smoothing technique) ซ่ึงเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมาก [21,28]  เนื่องจากทําใหได
สามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดีขึ้นและเปนวิธีที่สามารถที่จะทํางานไดรวดเร็ว  การปรับปรุงรูปรางของ
สามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ  เปนการยายตําแหนงพิกัดของจุดตอที่ถูกลอมรอบดวยจุดตออ่ืนๆ  ไป
ยังตําแหนงพิกัดที่ไดจากคาเฉลี่ยของตําแหนงพิกัดของจุดตอที่ลอมรอบ เชน สมมติวาตองการ
ประยุกตวิธีลาปลาซกับจุดตอ Q ซ่ึงถูกลอมรอบโดยจุดตอ M จุด 
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โดยที่  และ  เปนตําแหนงพิกัดใหมของจุดตอ Q Qcx Qcy

 

3.3  ตัวชี้วดัขนาดความผดิพลาดและวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในวิทยานิพนธฉบับนี้  เปนการประยุกต
อัลกอริทึมการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangulation) และวิธีการสรางจุดตอภายใน
โดเมนแบบอัตโนมัติเขากับการสรางสามเหลี่ยมขึ้นมาใหม (remeshing)  โดยอาศัยผลลัพธจากการ
คํานวณตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด (error indicator)  และตําแหนงของสามเหลี่ยมครั้งที่ผานมาเปน
ตัวกําหนดเงื่อนไขในการกําหนดขนาดและตําแหนงที่เหมาะสมของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมา
ใหมดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดคร้ังใหม  ซ่ึงการกําหนดขนาดและตําแหนงของ
สามเหลี่ยมไดอยางสอดคลองกับผลลัพธของการคํานวณ  จะสงผลใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตอง
มากยิ่งขึ้น   

สําหรับเนื้อหาในหัวขอนี้จะเริ่มตนดวยการอธิบายตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  
และตามดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  โดยจะยกเอาวิธีที่ไดถูกนําเสนอโดยสุทธิศักดิ์ 
พงศธนาพาณิช [21,28,31] มาแสดงอีกครั้งเพื่อความสะดวกในการอธิบายความแตกตางและการ
เปรียบเทียบประสิทธิภาพกับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่ไดรับการปรับปรุง และ
นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับนี้ 
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3.3.1  ตัวชี้วัดขนาดความผดิพลาด 

สําหรับการเลือกตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  จะตองเลือกตัวแปรที่สามารถบง
บอกถึงการเปลี่ยนแปลงพฤติกรรมของผลลัพธจากการคํานวณภายในโดเมนไดเปนอยางดี 
โดยทั่วไปจะหมายถึงการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียน (gradient) ของผลลัพธ เชน ความหนาแนน 
ความดัน หรือคาตัวเลขมัค (Mach number) เปนตน [18,19,32]  การสรางตัวช้ีวัดขนาดความ
ผิดพลาดสามารถที่จะกระทําไดในหลาย ๆ รูปแบบ ทั้งนี้ขึ้นกับเวกเตอรนอรม (norm)  ที่ตองการ
พิจารณา สําหรับในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชคาอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนนใน
ระนาบสองมิติ  ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซจัตุรัส ดังนี้ 
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โดยอาศัยแนวคิดจากการคํานวณคาความเคนหลัก (principal stress)  ในดานกล
ศาสตรของแข็ง  ในการคํานวณคาสูงสุดของอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนน  ก็จะ
หมายถึงการคํานวณปริมาณหลัก (principal quantities)  ซ่ึงจะทําใหผลคูณอนุพันธยอยขวาง (cross 
derivatives)  ในสมการ (3.6) หมดไป  และไดความสัมพันธของปริมาณหลักและขนาดเอลิเมนตที่
เหมาะสมสําหรับการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ดังนี้ 
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จากนั้น  จึงนําคาปริมาณหลักที่มีคามากที่สุด ( ) ซ่ึงคํานวณไดจากสมการ 
(3.7) มาใชในการคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม (h) โดยที่คา  ในสมการ (3.8) จะ
ถูกกําหนดโดยผูใช 
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  (3.8) constantmax
2
min

2 == λhλh ii

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

= 2

2

2

2

max
Y

 ,
X

λi
ρρ  (3.9) 
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จากสมการ (3.8)  จะเห็นวาในการคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม
สําหรับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  จําเปนตองกําหนดขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่สุด 
( )  ซ่ึงการกําหนดคา  ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มาก
เกินไป  และในทางกลับกันถาหากกําหนดคา  ที่มากเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนต
สามเหลี่ยมนอยเกินไป  ซ่ึงอาจจะสงผลตอความแมนยําในการคํานวณหาผลลัพธ  ดังนั้นการเลือก
คา  ที่เหมาะสมจึงเปนสิ่งที่สําคัญมาก  ในทางปฏิบัติในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดขึ้นมาใหมในแตละครั้ง  ยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา  ที่เหมาะสมควรมีคา
เทาใด  ทั้งนี้ก็ขึ้นกับลักษณะของปญหาและประสบการณ  แตจากการทดสอบกับปญหาที่
หลากหลายพบวาการปรับลดคา ลงมาสําหรับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดแตละครั้ง
ไมควรเกิน 3 เทาของครั้งกอน 

minh minh

minh

minh

minh

minh

จากการทดสอบประสิทธิภาพของตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดกับปญหาการไหล
แบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  ซ่ึงโดยปกติมักจะ
ใหผลลัพธที่ไมมีความสม่ําเสมอ  โดยเฉพาะบริเวณที่เกิดคลื่นช็อกหรือผิวสัมผัสไมตอเนื่อง 
(contact discontinuity) ผลลัพธในบริเวณดังกลาวจะมีลักษณะของการกระโดด (jump) หรือไมมี
ความตอเนื่อง โดยพบวาตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดประเภทอนุพันธลําดับสองดังที่ไดแสดงใน
สมการ (3.7) ถึง (3.9) สามารถประยุกตใชกับปญหาในสภาวะคงตัวไดเปนอยางดี  แตใหผลลัพธที่
ไมนาพอใจเมื่อนํามาประยุกตใชกับปญหาในสภาวะไมคงตัว  ทั้งนี้เนื่องจากปญหาการไหลแบบไม
หนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวนั้น  คาอนุพันธลําดับสองที่ไดจากบริเวณที่เกิด
คล่ืนช็อก  ผิวสัมผัสไมตอเนื่องและขอบทั้งสองดานของคลื่นขยาย (expansion wave) มีคาแตกตาง
กันมาก ดังนั้นขนาดของเอลิเมนตที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดดังกลาว  จะมีขนาดเล็ก
บริเวณคลื่นช็อก มีขนาดโตขึ้นในบริเวณผิวสัมผัสไมตอเนื่องและคลื่นขยาย  สุดทายเมื่อทําการ
คํานวณที่เวลามากขึ้นไป  ก็จะทําใหไมสามารถจับผิวสัมผัสไมตอเนื่องและคลื่นขยาย 

ดวยเหตุผลขางตนสําหรับกรณีของการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงในสภาวะไมคงตัว  จึงแนะนําใหใชคาสัมประสิทธิ์สวิทชความดัน (Pressure-Switch coefficient) 
[19] มาประยุกตใชงานแตมีหนาที่ตางกันเล็กนอย  โดยแทนที่จะนําคาสัมประสิทธิ์สวิทชความดัน
มาใชในการกําหนดขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม  แตสําหรับงานวิจัยนี้จะนํามาใชเพื่อระบุบริเวณที่
ควรวางเอลิเมนตขนาดเล็กกวาหรือบริเวณที่ควรวางเอลิเมนตขนาดโตกวาเอลิเมนตกอนหนานี้
เทานั้น สวนการกําหนดขนาดเอลิเมนตยังคงคํานวณจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดเชนเดิม 
[33,34] โดยคาสัมประสิทธิ์สวิทชความดันสําหรับจุดตอ I เปนดังนี้ 
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โดยที่ J และ K หมายถึงจุดปลายทั้งสองที่เหลือของสามเหลี่ยม (e) สวน *A  และ 
*B  เปนคาตัวแปรที่สามารถคํานวณไดจากสมการ (3.11) และ (3.12) ดังนี้ 

 ))(,max(*
JIJIA φφγφφ +−=  (3.11) 

 ))(,max(*
KIKIB φφγφφ +−=  (3.12) 

โดยคาคงที่ γ ถูกใชในการระบุความไมตอเนื่องและการสั่นของผลลัพธ  โดยจาก
การทดลองพบวาคา γ เทากับ 0.005 มีความเหมาะสมกับปญหาที่ไดทําการทดสอบ  ดังนั้นใน
งานวิจัยฉบับนี้จึงกําหนดให γ มีคาคงที่เสมอ และเมื่อนําคา γ แทนกลับลงในสมการ (3.11) และ 
(3.12) ขางตน และสมมติใหคาของการสั่นของผลลัพธ Jφ  และ Kφ  มีคาไมเกิน 1% ของ Iφ  
สมการขางตนจะลดรูปเปนดังนี้ 

  (3.13) )(005.0*
JIA φφ +=

  (3.14) )(005.0*
KIB φφ +=

และสงผลใหการคํานวณรวดเร็วขึ้น เพราะไมตองมีการคํานวณคาผลตางของ
ผลลัพธและไมตองทําการเปรียบเทียบเพื่อหาคาสูงสุด อยางไรก็ตามในทางปฏิบัติคา γ มีคาตางจาก 
0.005 ก็ได ทั้งนี้ก็ขึ้นกับลักษณะของปญหาที่ทําการทดสอบ 

3.3.2  วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

กอนที่จะกลาวถึงวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่ไดรับการปรับปรุง
ประสิทธิภาพเสียใหมซ่ึงเปนสวนหนึ่งของงานวิจัยนี้  ก็ขอยกเอาวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวได [28,31] มากลาวอีกครั้ง  สําหรับแนวคิดโดยพื้นฐานของการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวได  มาจากความพยายามที่จะกระจายความผิดพลาดใหมีคาเทากันตลอดทั้งโดเมน ดังนั้น 
บริเวณที่มีความผิดพลาดสูงก็ควรที่จะมีเอลิเมนตขนาดเล็กกวาบริเวณที่มีความผิดพลาดนอยกวา 
เชน รูปที่ 3.11 ซายมือแสดงตัวอยางบริเวณที่มีความผิดพลาดสูงกวาดวยสามเหลี่ยมที่ระบายดวยสี
เขมกวา สวนรูปขวามือแสดงโดเมนภายหลังการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ซ่ึงสามารถสังเกต
ไดวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากกระจุกตัวอยูในบริเวณที่มีคาความผิดพลาดสูง 
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โดยสรุปขั้นตอนโดยทั่วไปของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  เริ่มจาก
เมื่อสามารถหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตรงจุดตอดวยสมการ (3.7) ถึง (3.9)  ในขั้นตอน
ถัดไปก็จะเปนการประดิษฐวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมครั้ง
กอนหนาเปนตาขายพื้นหลัง (background mesh)  และทําการสรางสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมโดยจะ
ปรับขนาดของเอลิเมนต และจัดวางตําแหนงใหมีความสอดคลองกับพฤติกรรมของผลลัพธที่ได
จากการคํานวณ  โดยขั้นตอนของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีดังตอไปนี้ 

 

รูปที่ 3.11  แนวคิดโดยพื้นฐานของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 
 

อัลกอริทึมที่ 3 AdaptiveRemeshing(P, T, P0, , , threshold) minh maxh

1. กําหนดให P0 เปนเซตจุดตอของตาขายพื้นหลัง (background mesh) P เปนเซตของจุดตอท่ีจะ
ถูกสรางขึ้นมาใหม และ T เปนเซตสามเหลี่ยมที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม 

2. กําหนดให  และ  เปนขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมเล็กที่สุดและใหญที่สุดตามลําดับ minh maxh

3. อานจุดตอภายใน  จากเซต P0 ip

4. ถาหาก  กลับไปยังขั้นตอนที่ 3  maxhhi >

5. คนหาสามเหลี่ยม  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ  ภายใน ซ่ึงสามารถกระทําไดโดยใชวิธี
ของลอวสัน  แลวทําการคํานวณตําแหนงพิกัดจุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   
กําหนดใหเปนจุดตอ Q คํานวณคาระยะหางของจุดตอ Q ดวยสมการ (3.4) 

it ip

it

6. คํานวณระยะหางจากจุดตอ Q ไปยังจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม  (  โดยที่ m = 1, 2, 3) it md

7. ถาหาก  หรือ  กลับไปยังขั้นตอนที่ 3 )( mi daverageh > mdh >min

8. จัดเก็บจุดตอ Q ลงในเซต P 
9. ถาหากยังคงมีจุดตอที่ยังไมถูกอานจากเซต P  ใหทําซํ้าขั้นตอนที่ 3 ถึง 8 ตอไป 
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10. ทําการแทรกจุดตอทั้งหมดในเซต P ลงในโดเมน และสรางสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 
DelaunayTriangulation ดังที่กลาวมาแลวขางตน 

และอัลกอริทึมที่ 3 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการ
เขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) [31] ไดดังนี้ 

AdaptiveRemeshing(P, T, P0, Hmin, Hmax, threshold) 

Do { 
 Do p ← P0.NextInteriorNode { 
  If (p.hi ≤ Hmax) { 

     t ← T.FindTriangleContainNode(p); 
     pq ← t.ComputeTriangleCentroid(); 
   pq.dp ← t.ComputePointDistributionFunction(); 
   pq.dm(1:3) ← t.DistanceCentroidToVertices(); 
   pq Rejec d = FALSE; . te
   For j=1 To 3 { 
      If (pq.hi > pq.dm.Average Or pq.dm(j) < Hmin) { 
     pq.Rejected = TRUE; 
     Break; 
      }; 
     }; 
   If (Not pq.Rejected) P.AddNodeAsInsertedNode(pq); 
  }; 
 }; 
 
 Do p ← P.NextInsertedNode { 
  Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
 }; 
} Loop Until (P.InsertedNodes <= threshold); 
End; 

การประยุกตตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดประเภทอนุพันธลําดับสองดังที่ไดแสดงใน
สมการ (3.7) ถึง (3.9) และอัลกอริทึมที่ 3 ในการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดถึงแมวาสามารถ
ใหผลลัพธที่คอนขางแมนยํากับการวิเคราะหปญหาการนําความรอน [28] หรือปญหาการติดตาม
รอยแตกราว [31] ก็ตาม แตกลับใหผลลัพธที่ไมเปนที่นาพอใจสําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืด
แตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง [21] ดังตัวอยางในรูปที่ 3.12 เปนสามเหลี่ยมภายหลังการปรับตัวได
คร้ังสุดทายและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว  ถึงแมวาระเบียบวิธีที่นําเสนอจะสามารถวาง
สามเหลี่ยมขนาดเล็กรอบ ๆ บริเวณคลื่นช็อกอยางถูกตองก็ตาม แตขนาดของสามเหลี่ยมยังมี
ลักษณะของการกระจุกตัวบริเวณดานซายมือและบริเวณที่เกิดคล่ืนช็อกตกกระทบกับผนังดานลาง
ของโดเมน สวนบริเวณอื่น ๆ ของคลื่นช็อกสามเหลี่ยมจะมีขนาดที่โตกวาอยางเห็นไดชัด จึงทําให
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ผลลัพธที่ไดมีความแมนยําไมมากเพียงพอ ซ่ึงสังเกตไดจากเสนชั้นของคาความหนาแนนที่แสดง
แนวของเสนช็อกมีความหนาคอนขางมาก เปนตน  สําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัว
ไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว จะใหผลลัพธเมื่อเวลามากขึ้นที่แยลง  เพราะการที่ไมสามารถ
กําหนดสามเหลี่ยมขนาดเล็กอยางสม่ําเสมอตลอดแนวของช็อกที่มีความแข็งแรง (shock strength) ที่
แตกตางกัน จึงสงผลใหบริเวณที่ปรากฏช็อกที่มีความแข็งแรงนอยกวาจะมีขนาดของสามเหลี่ยมที่
โตกวา จึงทําใหผลลัพธที่ไดในบริเวณดังกลาวและบริเวณปลายน้ํา (downstream) ที่สามารถสงผล
ไปถึง จะมีความแมนยําลดลงเรื่อย ๆ 

 

  

รูปที่ 3.12  สามเหลี่ยมภายหลังการปรับตัวและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับปญหา 
 การไหลแบบไรความหนดือัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทา 
 ในสภาวะคงตวั 

จากประสบการณการทดลองกับปญหาที่มีพฤติกรรมของการไหลที่แตกตางกัน 
พบวาจุดออนที่สําคัญของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมาจากสองประเด็นหลัก ดังนี้ 
ประเด็นแรกตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดประเภทอนุพันธลําดับสองไมสามารถที่จะจัดการกับ
บริเวณที่เกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ เชน คล่ืนช็อกหรือผิวสัมผัสไมตอเนื่อง เปนตน อยาง
เสมอภาค หรือกลาวอีกนัยหนึ่งไดวาไมสามารถกําหนดขนาดเอลิเมนตขนาดเล็กที่ใกลเคียงกัน
สําหรับบริเวณดังกลาว เพราะคาอนุพันธอันดับที่สองที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดมีคาไม
เทากัน  ประการที่สอง เงื่อนไขการตรวจสอบเพื่อแทรกจุดตอลงในโดเมนโดยอัลกอริทึมที่ 3 ยัง
ไมไดคํานึงถึงผลของบริเวณดังกลาวเทาที่ควร ดังนั้นเพื่อแกไขขอบกพรองดังกลาวขางตน จึงได
นําเสนอฟงกชันการปรับขนาด (scaling function) [33,34] ดังนี้ 
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= maxmin
minmax

imax
i ,,,,

hh
dph χχχ 10ScaleRange  (3.15) 

โดยคา  และคา minχ maxχ  หมายถึง คาที่นอยท่ีสุดและมากที่สุดสําหรับการปรับ
ขนาด และถูกกําหนดโดยผูใช โดยปกติคาทั้งสองจะขึ้นกับประเภทของปญหา แตจากการทดลอง
คา  ควรอยูในชวง 0.35 ถึง 0.95 และคา minχ maxχ  ควรอยูในชวง 0.6 ถึง 1.5 
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จากนั้นจึงนําเอาฟงกชันการปรับขนาดมาใชในอัลกอริทึม AdaptiveRemeshing 
และทําการปรับปรุงเงื่อนไขการตรวจสอบเพื่อแทรกจุดตอลงในโดเมน  โดยผลของฟงกชันการ
ปรับขนาดจะทําใหคาอนุพันธอันดับที่สองที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดที่มีคาแตกตางกนัอยู
ในชวงตัวเลขหนึ่ง ๆ เชน คาที่ไดจากบริเวณที่เกิดคล่ืนช็อกหรือเกิดผิวสัมผัสไมตอเนื่อง เปนตน จะ
ถูกกําหนดใหสามเหลี่ยมปรับตัวไดในบริเวณดังกลาวมีขนาดที่ใกลเคียงกัน ดังจะไดแสดงใน
ตัวอยางที่จะกลาวถึงตอไป  โดยแนวคิดพื้นฐานของการผสมผสานระหวางตัวช้ีวัดขนาดความ
ผิดพลาดและฟงกชันการปรับขนาด เพื่อใชในการกําหนดขนาดและตําแหนงของสามเหลี่ยม
ปรับตัวไดที่เหมาะสมไดถูกแสดงดังในรูปที่ 3.13 

 

Computed Solution 
(Key variable) 

 

รูปที่ 3.13  แนวคิดพื้นฐานของการผสมผสานระหวางตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด 
 และฟงกชันการปรับขนาดสําหรับการสรางสามเหลี่ยมปรับตัวได 

อัลกอริทึม AdaptiveRemeshing ที่ไดรับการปรับปรุงประสิทธิภาพ (อัลกอริทึม
ที่ 4) จะถูกนําไปใชแทนที่อัลกอริทึมที่ 3 สําหรับการคํานวณตอจากนี้ไป มีรายละเอียดดังนี้ 

อัลกอริทึมที่ 4 AdaptiveRemeshing(P, T, P0, α, β, , , minh maxh minχ maxχ , threshold) 

1. กําหนดให P0 เปนเซตจุดตอของสามเหลี่ยมพื้นหลัง (background mesh)  
2. P เปนเซตของจุดตอที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม และ T เปนเซตสามเหลี่ยมที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม 
3. อานจุดตอภายใน  จากเซต P0 ip

4. ถาหาก  กลับไปยังขั้นตอนที่ 3  maxhhi >

Scaling Function 

Geometry 
(Mesh distribution) 

Error Estimator 

Element lengths 

Domain rediscretization 
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5. คนหาสามเหลี่ยม  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ  ภายใน ซ่ึงสามารถกระทําไดโดยใชวิธี
ของลอวสัน  แลวทําการคํานวณตําแหนงพิกัดจุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   
กําหนดใหเปนจุดตอ Q คํานวณคาระยะหางของจุดตอ Q ดวยสมการ (3.4) 

it ip

it

6. คํานวณระยะหางจากจุดตอ Q ไปยังจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม  (  โดยที่ m = 1, 2, 3) it md

7. คํานวณคาสัมประสิทธิ์ iχ  ของจุดตอ Q ดวยสมการ (3.15) และหาคาระยะทางเฉลี่ยของ  
( ) 

md

3/)( 321 dddsi ++=

8. ทําการทดสอบ χ-α ของจุดตอ Q โดยถาหาก iii sh ≥⋅⋅ )( αχ  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 3 
9. ทําการทดสอบ χ-β ของจุดตอ Q โดยถาหาก )/( min βχ hd im ⋅≤  สําหรับบางคาของ m ให

กลับไปยังขั้นตอนที่ 3 
10. จัดเก็บจุดตอ Q ลงในเซต P 
11. ถาหากยังคงมีจุดตอที่ยังไมถูกอานจากเซต P  ใหทําซํ้าขั้นตอนที่ 3 ถึง 10 ตอไป 
12. ทําการแทรกจุดตอทั้งหมดในเซต P ลงในโดเมน และสรางสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation ดังที่กลาวมาแลวขางตน 
13. ถาหากจํานวนจุดตอที่เพิ่มขึ้นมา (Q ในเซต P) มากกวาคา threshold ก็กลับไปยังขั้นตอนที่ 3  

มิฉะนั้นก็ใหส้ินสุดการทํางานของกระบวนการ 

และอัลกอริทึมที่ 4 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการ
เขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) ไดดังนี้ 

AdaptiveRemeshing(P, T, P0, alpha, beta, Hmin, Hmax, _ 

                                    XImin, XImax, threshold) 

Do { 
 Do p ← P0.NextInteriorNode { 
  If (p.hi ≤ Hmax) { 

     t ← T.FindTriangleContainNode(p); 
     pq ← t.ComputeTriangleCentroid(); 
   pq.dp ← t.ComputePointDistributionFunction(); 
   pq.dm(1:3) ← t.DistanceCentroidToVertices(); 
   pq.Xi ← pq.ScalingFunction(Hmin, Hmax, XImin, XImax); 
   pq.Rejected = FALSE; 
     If (pq.Xi * alpha *  pq.hi < pq.dm.Average) { 
    For j=1 To 3 { 
       If (pq.dm(j) < ( pq.Xi *  Hmin / beta)) { 
      pq.Rejected = TRUE; 
      Break; 
     }; 
      }; 
   Else pq.Rejected = TRUE; 
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   If (Not pq.Rejected) P.AddNodeAsInsertedNode(pq); 
  }; 
 }; 
 
 Do p ← P.NextInsertedNode { 
  Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
 }; 
} Loop Until (P.InsertedNodes <= threshold); 
End; 

สําหรับวิธีการใชงานอัลกอริทึม DelaunayTriangulation, MeshRefinement 
และ AdaptiveRemeshing (อัลกอริทึมที่ 4) สามารถอธิบายในรูปแบบของโคดเทียม ดังแสดงใน
อัลกอริทึม Main ขางลาง 

อัลกอริทึมที่ 5 Main(P, T, P0, alpha, beta, iteration, Hmin, Hmax, _ 

               XImin, XImax, threshold, isadaptive) 
Let BP be the collection of boundary point objects that stored in 
 sequence of counter-clockwise direction for all outside boundaries 
 and clockwise direction for all inside boundaries; 
Let P0 be the collection of background point objects; 
Let P be the collection of point objects; 
Let T be the collection of mesh objects; 
Let alpha be the constant that controls shape of formed triangles; 
Let beta be the constant that controls regularity of the  
 triangulation; 
Let iteration be the number of loops to refine meshes; 
Let Hmin and Hmax be the minimum and maximum element size,  
   respectively; 
Let Xi_min and Xi_max be the minimum and maximum scaling 
coefficients,  
   respectively; 
Let threshold be the number of minimum increasing points for each  
   iteration; 
Let isadaptive be the flag to generate background or adaptive meshes; 
 
BP.Initialize; 
P0.Initialize; 
P.Initialize; 
T.Initialize; 
If (isadaptive) { 
    P0.ReadBackgroundNodes; 
    BP.RediscretizeBoundaryNodes; 
 }; 
Else { 
    BP.ReadBoundaryNodes; 
}; 
BP.CreateConvexHull; 
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P.AddNode(BP.p1, BP.p2, BP.p3, BP.p4); 
T.AddTriangle(t1, BP.p1, BP.p2, BP.p3); 
T.AddTriangle(t2, BP.p3, BP.p2, BP.p4); 
 
Do p ← BP.NextBoundaryNode { 
    Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
}; 
T.RemoveOutsideDomainTriangles; 
 
Call MeshRefinement(P, T, alpha, beta, iteration); 
If (isadaptive) 
    Call AdaptiveRemeshing(P, T, P0, alpha, beta, Hmin, Hmax, _ 
                           XImin, XImax, threshold); 
 
T.LaplaceSmoothing; 
 
End; 

 

3.4  ตัวอยางการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

ตัวอยางทั้งหมดที่ปรากฏในหัวขอนี้เปนตัวอยางที่ใชในการทดสอบประสิทธิภาพ
การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดวยกระบวนการที่นําเสนอขางตน  โดยขนาดของสามเหลี่ยม 
( ) ถูกกําหนดโดยฟงกชันตาง ๆ ดังที่จะไดกลาวถึงตอไป  กระบวนการทดสอบเริ่มตนดวยการ
สรางตาขายเริ่มตน (initial mesh) ตลอดทั้งโดเมน  จากนั้นใชฟงกชันที่กําหนดเพื่อคํานวณขนาด
ของสามเหลี่ยม ( ) โดยกําหนดคาที่ไดลงบนจุดตอ  จากนั้นใชอัลกอริทึมที่ 4 ในการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  และใหดําเนินการซ้ําจนกวาจํานวนสามเหลี่ยมที่เพิ่มขึ้นเมื่อเปรียบเทียบ
กับตาขายครั้งกอนไมมีนัยสําคัญ 

ih

ih

ตัวอยางแรกเปนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมน
รูปส่ีเหล่ียมผืนผา (adaptive meshes along centerline of a rectangular domain) [33,34] โดย
กําหนดใหขนาดของสามเหลี่ยมที่จุดตอถูกกําหนดโดยฟงกชันที่มีการกระจายแบบระฆังคว่ํา ดังนี้ 
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โดย y หมายถึง ตําแหนงพิกัดในแนวตั้ง สวน μ และ σ ถูกกําหนดใหมีคาคงที่
เทากับ 0 และ 1 ตามลําดับ  รูปที่ 3.14 แสดงสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งที่ 1 ถึง 3 ซ่ึงเริ่มตนจาก
ตาขายเริ่มตนที่มีขนาดคอนขางหยาบ และพารามิเตอรสําหรับการสรางสามเหลี่ยม α, β, minχ  และ 

maxχ  มีคาเทากับ 0.5, 0.6, 0.75 และ 1.10 ตามลําดับ  รูปที่ 3.15 แสดงขนาดของสามเหลี่ยมตลอด
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แนวแกน y ซ่ึงถูกกําหนดโดยสมการ (3.16) จะเห็นวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจะวางตัวตามแนว
กึ่งกลางของโดเมน และหางจากกึ่งกลางของโดเมนไปในทิศทางดานบนและดานลางสามเหลี่ยมจะ
มีขนาดโตขึ้นเรื่อย ๆ และมีขนาดโตที่สุดตรงบริเวณขอบดานบนและดานลางของโดเมน 

เมื่อพิจารณาจากภาพขยายในรูปที่ 3.15 จะเห็นวากระบวนการที่นําเสนอสามารถ
สรางสามเหลี่ยมขนาดเล็กเทา ๆ กัน ตลอดพื้นที่ที่กําหนดโดยเสนนอน b ถึง c  ในขณะที่ขนาดของ
สามเหลี่ยม cba hhh ,<  ซ่ึงสามารถเทียบเคียงไดกับขนาดของสามเหลี่ยมที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาด
ความผิดพลาดสําหรับบริเวณคลื่นช็อกและผิวสัมผัสไมตอเนื่อง หรือบริเวณคลื่นช็อกที่มีขนาด
ความแข็งแรงแตกตางกัน เปนตน 

 

                                 

             (ก) ตาขายเริ่มตน              (ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1      (ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 

   

                       (ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3 

รูปที่ 3.14  การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 
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y

 

รูปที่ 3.15  ขนาดสามเหลี่ยมตลอดแนวแกน y 

ตารางที่ 3.1  ขอมูลของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมน 
  รูปส่ีเหล่ียมผืนผา 

การปรับตัวครั้งที่ จํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต คุณภาพเอลิเมนต (%) 
ตาขายเริ่มตน 297 544 99.45 

1 9,287 18,438 99.95 
2 9,782 19,426 99.91 
3 9,797 19,456 99.87 

ตารางที่ 3.1  แสดงขอมูลของจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนตและคุณภาพเอลิเมนต 
(คาเฉลี่ยของทุก ๆ เอลิเมนตสามเหลี่ยม) ที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนว
กึ่งกลางของโดเมน โดยเกณฑการตัดสินสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดี หมายถึง สามเหลี่ยมที่มีลักษณะ
ใกลเคียงสามเหลี่ยมดานเทา ซ่ึงสามารถคํานวณโดยใชสมการ (3.17) [35] ดังนี้  
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 (3.17) 

โดยที่ d หมายถึง ระยะทาง และ γ กําหนดใหมีคาเทากับ 60o ซ่ึงจะเห็นไดวา
คุณภาพเอลิเมนตที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีคาประมาณ 99% หรืออีกนัยหนึ่ง
หมายความวา สามเหลี่ยมโดยสวนใหญในโดเมนมีลักษณะใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทา ซ่ึง
สอดคลองกับขนาดของสามเหลี่ยมที่กําหนดโดยสมการ (3.16) 
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ตัวอยางที่สองเปนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวางของโดเมน
รูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส (adaptive meshes along a diagonal of a square domain) [33,34] โดยกําหนดให
ขนาดของสามเหลี่ยมที่จุดตอถูกกําหนดโดยสมการดังนี้ 
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โดย ]8.02)([ −+= yxαβ  เปนคาพารามิเตอรที่ขึ้นกับตําแหนงพิกัดของจุด
ตอภายในโดเมน และ α มีคาคงที่เทากับ 100 และเนื่องจากสมการ (3.17) สามารถใหผลลัพธทั้งที่มี
คามากกวาและนอยกวาศูนย  ดังนั้นเฉพาะคาที่มากกวาศูนยเทานั้นที่จะนํามากําหนดเปนขนาด
สามเหลี่ยมที่จุดตอ 

                             
             (ก) ตาขายเริ่มตน                   (ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1      (ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 

        
     (ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3         (จ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 4       (ฉ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 5 

รูปที่ 3.16  การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวางของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 

รูปที่ 3.16 แสดงสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งที่ 1 ถึง 5 ตามลําดับ ซ่ึงเริ่มตนจาก
ตาขายเริ่มตนที่มีขนาดคอนขางหยาบ และพารามิเตอรสําหรับการสรางสามเหลี่ยม α, β, minχ  และ 

maxχ  มีคาเทากับ 0.5, 0.6, 0.4 และ 0.75 ตามลําดับ  จะเห็นวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจะวางตัวตาม
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แนวขวางจากบนซายมายังลางขวาของโดเมนอยางถูกตอง สวนบริเวณอื่น ๆ จะปรากฏสามเหลี่ยม
ขนาดที่โตกวามาก 

ตารางที่ 3.2  ขอมูลของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวาง 
  ของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 

การปรับตัวครั้งที่ จํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต คุณภาพเอลิเมนต (%) 
ตาขายเริ่มตน 85 144 98.61 

1 541 1,008 96.83 
2 3,020 5,923 98.73 
3 5,133 10,148 98.84 
4 6,406 12,694 99.25 
5 6,821 13,525 99.59 

ตารางที่ 3.2  แสดงขอมูลของจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนตและคุณภาพเอลิเมนต
ที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวางของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส ซ่ึงจะเห็น
ไดวาคุณภาพเอลิเมนตที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีคาอยูในชวง 96% ถึง 99% 
และเมื่อเปรียบเทียบกับตัวอยางแรก ถึงแมวาคุณภาพเอลิเมนตจะมีการเปลี่ยนแปลงมากกวา แต 
สามเหลี่ยมโดยสวนใหญในโดเมนกวา 95% ยังคงมีลักษณะใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทา 

ตัวอยางที่สามเปนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอัลฟาในสี่เหล่ียม
จัตุรัส (Alpha-Shape adaptive meshes in a square domain) [33,34,36] โดยกําหนดใหขนาดของ
สามเหลี่ยมที่จุดตอถูกกําหนดโดยสมการดังนี้ 

 ( )
( )⎩

⎨
⎧

<+−
≥+−

=
1 if  0.1,01.0)1(2.0min
1 if0.1,005.0)1(20min

),(
2

3

λλ
λλ.

yxh  (3.18) 

โดยคาพารามิเตอร λ ถูกกําหนดโดยสมการกําลังสาม   
รูปที่ 3.17 แสดงสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งที่ 1 ถึง 4 ตามลําดับ ซ่ึงเริ่มตนจากตาขายเริ่มตนที่มี
ขนาดคอนขางหยาบเชนเดิม และพารามิเตอรสําหรับการสรางสามเหลี่ยม α, β, 

03223 =−+− xyx λ

minχ  และ maxχ  มี
คาเทากับ 0.5, 0.6, 0.5 และ 0.85 ตามลําดับ  จะเห็นวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจะวางตัวตามแนวรูปราง
อัลฟาภายในโดเมนอยางถูกตอง สวนบริเวณอื่น ๆ จะปรากฏสามเหลี่ยมขนาดโตกวา 
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            (ก) ตาขายเริ่มตน                 (ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1         (ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 

  
                             (ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3         (จ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 4 

รูปที่ 3.17  การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอลัฟาในสี่เหล่ียมจัตุรัส 

ตารางที่ 3.3  แสดงขอมูลของจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนตและคุณภาพเอลิเมนต
ที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอัลฟาในสี่เหล่ียมจัตุรัส ตัวอยางนี้สามารถใชใน
การทดสอบศักยภาพของกระบวนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน และการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดเปนอยางดี เพราะจํานวนสามเหลี่ยมที่เพิ่มขึ้นจากการปรับตัวแตละครั้งมีเปนจํานวนมาก  
ซ่ึงจะเห็นไดวาคุณภาพเอลิเมนตที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีคาอยูในชวง 87% 
ถึง 99% โดยการปรับตัวครั้งแรกใหสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดอยที่สุด แตสําหรับการปรับตัวคร้ังที่ 2 
ถึง 4 สามารถใหสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพสูงมาก 

ตารางที่ 3.3  ขอมูลของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอัลฟาในสี่เหล่ียมจตัุรัส 

การปรับตัวครั้งที่ จํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต คุณภาพเอลิเมนต (%) 
ตาขายเริ่มตน 229 416 99.76 

1 5,645 11,128 87.44 
2 23,271 46,376 97.62 
3 66,400 132,634 99.50 
4 141,364 282,562 99.87 
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ตัวอยางสุดทาย เปนการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดดังที่ไดแสดงในอัลกอริทึม 3 และ 4 เมื่อนํามาใชวิเคราะหปญหาการไหลแบบไมหนืดแต
มีการอัดตัวในสภาวะคงตัว โดยรูปที่ 3.18 แสดงปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก 
(Mach 6 flow past a cylinder) [21] เนื่องจากเปนปญหาที่มีความสมมาตร  จึงทําการวิเคราะหเพียง
ครึ่งดานบนของโดเมน และกําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 6 เทาไหลจากดานซายมือของ
โดเมนผานทรงกระบอก  ซ่ึงจะกอใหเกิดคลื่นช็อกที่มีลักษณะเปนเสนโคง (bow shock) ตาม
ลักษณะของทรงกระบอก  

1.2 

3.2 

M = 6 1.5 

 

รูปที่ 3.18  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก 

โดยเงื่อนไขขอบเขตสําหรับการไหลเขาเปนดังนี้  ρ = 1.173  u = 2,045  v = 0 และ 
ε = 2,307,285  และ γ = 1.38 (ดูความหมายของตัวแปรในบทที่ 4) สวนรูปที่ 3.19 แสดงเสนชั้น
ความหนาแนนของผลลัพธการคํานวณที่ไดจากสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งสุดทายอัลกอริทึม 3 
ซ่ึงสามารถเห็นไดวาสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดขนาดเล็กจะวางตัวตลอดแนวคลื่นช็อกอยางถูกตอง  
และความหนาของเสนชั้นความหนาแนนของคลื่นช็อกยังไมบางมากเพียงพอที่จะใหผลลัพธที่มี
ความแมนยําสูง  โดยสามารถพิจารณาไดจากภาพขยายของสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดานซายมือ
ของรูป จะเห็นวาขนาดของสามเหลี่ยมตลอดแนวเสนช็อกไมมีความสม่ําเสมอ  จึงสงผลใหเสนช็อก
มีความหนาแตกตางกัน  และอาจสงผลใหเกิดการสั่นของผลลัพธดานหลังเสนช็อกโคง ซ่ึงปรากฏ
อยางชัดเจนในภาพขวามือของรูปที่ 3.19 

รูปที่ 3.20 แสดงเสนชั้นความหนาแนนของผลลัพธการคํานวณที่ไดจากสามเหลี่ยม
แบบปรับตัวไดคร้ังสุดทายจากอัลกอริทึม 4 ซ่ึงสามารถเห็นไดวาสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดขนาด
เล็กจะวางตัวตลอดแนวคลื่นช็อกอยางถูกตองเชนเดียวกัน  และความหนาของเสนชั้นความ
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หนาแนนของคลื่นช็อกมีความบางมากกวาเมื่อเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ปรากฏในรูปที่ 3.19 และถา
หากพิจารณาจากภาพขยายของสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดานซายมือของรูป จะเห็นวาขนาดของ
สามเหลี่ยมตลอดแนวเสนช็อกมีความสม่ําเสมอมากกวา และลักษณะของเสนชั้นความหนาแนนใน
บริเวณดานหลังของคลื่นช็อก ซ่ึงเปนบริเวณที่มีการไหลที่ความเร็วต่ํากวาเสียง (subsonic flow) จึง
มีความสม่ําเสมอของเสนมากกวาเชนเดียวกัน อันเปนผลเนื่องจากการสั่นของผลลัพธดานหลังเสน
ช็อกโคงนอยกวา 

 

รูปที่ 3.19  สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและเสนชั้นความหนาแนน 
  ของปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก (อัลกอริทึม 3) 

 

รูปที่ 3.20  สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและเสนชั้นความหนาแนน 
  ของปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก (อัลกอริทึม 4) 



บทที่  4 
กฏการอนุรกัษและปญหาของรีมันน 

 

กอนที่จะกลาวถึงวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว (Roe’s flux-difference 
splitting scheme)  และการใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  (cell-centered finite volume 
method)  สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม  ปญหาความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข  และวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขซึ่งถูกนําเสนอโดยนักวิจัย
หลาย ๆ ทาน [9,37,38]  สําหรับบทที่ 4 จะขออธิบายความรูพื้นฐานของพลศาสตรการไหลแบบไม
หนืดแตมีการอัดตัว และระบบสมการออยเลอรซ่ึงเปนสมการควบคุมการไหลแบบไมหนืดแตมีการ
อัดตัว  จากนั้นจะอธิบายถึงกฎการอนุรักษ (conservation laws) และปญหาของรีมันน (Riemann 
problem) ซ่ึงเปนปญหาพื้นฐานที่ใชในการศึกษาถึงคุณสมบัติกฎการอนุรักษ  และพฤติกรรมของ
ผลลัพธของระบบสมการออยเลอรในหนึ่งมิติ เนื่องจากระบบสมการออยเลอรสามารถใหผลลัพธ
อยางออน (weak solution) ไดมากกวาหนึ่งภายใตเงื่อนไขเริ่มตนเดียวกัน ดังนั้น เงื่อนไขในการ
เลือกผลลัพธที่สามารถเกิดขึ้นไดจริงในทางปฏิบัติจึงเปนสิ่งจําเปนในการแกปญหาการไหลในทาง
ปฏิบัติ เพื่อใหมั่นใจวาผลลัพธที่ไดเปนผลลัพธที่ถูกตองอยางแทจริง 

 

4.1  ระบบสมการควบคุมของการไหล 

สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวในสภาวะไมคงตัว (two 
dimensional unsteady state inviscid compressible flows) สามารถเขียนในรูปแบบของระบบ
สมการออยเลอร (Euler equations) ซ่ึงประกอบดวย สมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษโมเมนตัม  
และสมการอนุรักษพลังงาน  และสําหรับระบบพิกัดฉากในสองมิติ x-y ดังในรูปที่ 4.1 สามารถ
เขียนในรูปแบบของสมการอินทิกรัล [2] ดังนี้ 
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โดย Ω หมายถึงปริมาตรของโดเมน  S หมายถึงพื้นที่ผิวของโดเมน  nv  หมายถึง
เวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยตั้งฉากกับพื้นที่ผิวของโดเมน  V

v
 หมายถึงความเร็วของของไหล  ρ 

หมายถึงคาความหนาแนน p หมายถึงคาความดัน  และ ε หมายถึงคาพลังงานรวม  ซ่ึงมีคาเทากับ
ผลบวกของพลังงานภายใน (e) และพลังงานจลน ดังนี้ 

  (4.4) )(5.0 22 vue ++=ε

สมการ (4.1) ถึง (4.3) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบที่กระชับ (compact form) ได
ดังตอไปนี้ 

 0)( =+
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t

F  (4.5) 

โดย U หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังที่ได
แสดงในสมการ (4.8) และ  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ (physical 
fluxes) ซ่ึงเปนพจนที่สองในสมการ (4.1) ถึง (4.3) 
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รูปที่ 4.1  โดเมนทั่วไปสําหรับปญหาการไหล 

เนื่องจากจํานวนตัวแปรของระบบสมการออยเลอร (ρ, u, v, p, e) มีมากกวา
จํานวนสมการของระบบสมการออยเลอรขางตน  ดังนั้นจึงตองอาศัยสมการสถานะของกาซ (gas 
equation of state) มาใชในการแกระบบสมการ  โดยงานวิจัยนี้กําหนดใหของไหลที่ทําการวิเคราะห
เปนกาซในอุดมคติ (ideal gas) ซ่ึงสามารถเขียนสมการสถานะของกาซไดดังนี้ 

  (4.6) )1( −= γρep
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โดย γ หมายถึงอัตราสวนความรอนจําเพาะ (specific heat ratio)  และเมื่อทําการ
ประยุกตทฤษฎีบทของ Green-Gauss เขากับระบบสมการออยเลอร (4-1) ถึง (4-3) ก็สามารถเขียน
ระบบสมการในรูปแบบของการอนุรักษ (conservation form)  [2] ดังนี้ 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

yxt
U GE  (4.7) 

โดย U หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) สวน E 
และ G หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพในทิศทางแกน x และ y ตามลําดับ ดังนี้ 

  (4.8) [ TρρvρuρU ε= ]

]

]

  (4.9) [ TρuHρuv p ρuρu += 2E

  (4.10) [ TρvHp ρvρuvρv += 2G

โดย H หมายถึงคาเอนทัลปรวม (total enthalpy) ซ่ึงถูกกําหนดโดยความสัมพันธ 

 
ρ

ε p  H +=  (4.11) 

โดยทั่วไปสําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง มักจะ
ปรากฏความไมตอเนื่อง เชน คล่ืนช็อก เปนตน ดังนั้นในบริเวณดังกลาวจะเกิดปรากฏการณการ
กระโดดของสถานะของการไหล  และไมสามารถหาคาอนุพันธของสถานะของการไหลที่ตําแหนง
นัน ๆ ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอย (4.7) จึงไมสามารถประยุกตใชกับบริเวณดังกลาวไดโดยตรง  
แตอยางไรก็ตามในดานคณิตศาสตรของสมการเชิงอนุพันธยอยไดมีแนวคิดเกี่ยวกับการหาผลลัพธ
อยางออน (weak solution) ซ่ึงสามารถที่จะประยุกตใชการหาผลลัพธอยางออนกับบริเวณที่เกิด
ปรากฏการณการกระโดดของสถานะของการไหล [39,40] โดยผลลัพธที่ไดจากสมการเชิงอนุพันธ
ยอยที่เปนไปไดตรงตําแหนงที่มีการกระโดดของสถานะของการไหล ตองไมขัดกับเงื่อนไขการ
กระโดด (jump condition) ซ่ึงเปนเงื่อนไขที่ไดจากสมการในรูปแบบอินทิกรัล 

เพื่อความงายในการไดมาซึ่งเงื่อนไขการกระโดด สมมติใหปริมาตรควบคุมเปน
รูปทรงกระบอกและมีผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่อง (discontinuity surface) อยูภายใน
ปริมาตรควบคุม และผิวสัมผัสดังกลาวไดแบงสถานะของการไหลออกเปน 2 ดาน โดยดานซายถูก
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กําหนดดวยตัวหอยทาย L และดานขวากําหนดดวยตัวหอยทาย R และกําหนดใหผิวสัมผัสที่สถานะ
ของการไหลไมตอเนื่องเคลื่อนที่ดวยความเร็ว Σ

v
 ดังแสดงในรูปที่ 4.2 

 

รูปที่ 4.2  รูปทรงกระบอกและมีผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนือ่งภายใน 

เพื่อความสะดวกในการแสดงปริมาณการกระโดดของสถานะของการไหล ดังนั้น
กําหนดใหปริมาณภายในเครื่องหมาย ][•  หมายถึง การกระโดดของสถานะของการไหล เชน 
สมการ (4.12) ขางลางแสดงการกระโดดของความหนาแนน หรือผลตางของความหนาแนนทาง
ดานขวาและดานซายของผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่อง เปนตน 

  (4.12) LR ρρρ −=][

สําหรับในที่นี้จะแสดงตัวอยางเฉพาะวีธีการหาเงื่อนไขการกระโดดของสมการ
อนุรักษมวลเทานั้น  ดังนั้นจากสมการ (4.1) การเปลี่ยนแปลงของมวลภายในปริมาตรควบคุมตอ
หนวยเวลา อันเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่อง จึงมีคาเทากับ 
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ρ

ρρρ
 (4.13) 

และปริมาณฟลักซสุทธิมีคาเทากับ 
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เมื่อแทนคาจากสมการ (4.13) และ (4.14) กลับลงในสมการ (4.1) ก็จะไดเงื่อนไข
การกระโดดของสมการอนุรักษมวล ดังนี้ 

 )]([)]([ nnV vvvv
⋅Σ=⋅ ρρ  (4.15) 

สวนเงื่อนไขการกระโดดของสมการอนุรักษโมเมนตัมและสมการอนุรักษ
พลังงาน ก็สามารถดําเนินการเชนเดียวกับตัวอยางขางตนทุกประการ  ก็จะไดผลลัพธดังปรากฏใน
สมการ (4.16) และ (4.17) ตามลําดับ 

 )]([])([ nVnpnVV vvvvvvv
⋅Σ=+⋅ ρρ  (4.16) 

 )]([)]()([ nnVpnV vvvvvv
⋅Σ=⋅+⋅ ρερε  (4.17) 

เมื่อพิจารณาสมการ (4.15) ถึง (4.17) และเปรียบเทียบกับสมการ (4.1) ถึง (4.3) 
และ (4.5) พบวาพจนทางซายมือเปนการกระโดดของปริมาณฟลักซ  สวนพจนทางขวามือ
เปนการกระโดดของปริมาณตัวแปรอนุรักษ U และกําหนดให 

)(UF

)( ns vv
⋅Σ=  ดังนั้นสมการ (4.15) ถึง 

(4.17) จึงสามารถเขียนในรูปแบบที่กระชับไดดังนี้ 

  (4.18) ][)]([ UsU =F

หรือ 

 )()()( LRLR UUsUU −=−FF  (4.19) 

สมการ (4.18) มักเรียกโดยทั่วไปวา ความสัมพันธของแรนไคนและฮิวโกนิโอ 
(Rankine-Hugoniot relations) [41] ซ่ึงเปนสมการที่สําคัญและใชตรวจสอบความเปนไปไดของ
ผลลัพธของสถานะการไหลในบริเวณที่เกิดคล่ืนช็อก 

 

4.2  กฏการอนุรักษสเกลารและปญหารีมันน 

การศึกษาระบบสมการของกฎการอนุรักษ (system of conservation laws) เปน
เร่ืองที่มีความซับซอน ดังนั้นในการศึกษาถึงพฤติกรรมของผลลัพธของระบบสมการของกฎการ
อนุรักษ   จึงเริ่มตนจากสมการเพียงสมการเดียวที่ เ รียกวา  กฎการอนุ รักษสเกลาร  (scalar 
conservation laws) โดยการศึกษาผลลัพธ  ของปญหาโคชี (Cauchy problem) สําหรับ
สมการสเกลารแบบไมเชิงเสน ซ่ึงเปนปญหาในหนึ่งมิติ [42,43] ดังนี้ 

),( txu
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u    ,          R∈x  และ  (4.20) 0>t

  (4.21) )()0,( 0 xuxu =

การหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธ (4.20) ที่สามารถใหผลลัพธที่ไมมีความ
ตอเนื่อง สามารถกระทําไดดวยการคูณสมการดังกลาว ดวยฟงกชันทดสอบ (test function) ที่มีความ
ตอเนื่องของอนุพันธอันดับหนึ่งและมีคาเทากับ 0 นอกโดเมนที่กําลังพิจารณา (compact support) 

จากนั้นก็ทําการอินทิเกรตทีละสวน (integration by parts) เชน )(),( 0 RR ×∈Ctxφ 1
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ดังนั้น ผลลัพธ  ของสมการ (4.20) เรียกวาผลลัพธอยางออน (weak 
solution) ถาหากสมการ (4.24) เปนจริงสําหรับทุก ๆ คาของฟงกชันทดสอบ 
แตอยางไรก็ตามในทางปฏิบัติผลลัพธอยางออนที่ไดมักจะไมมีความเปนหนึ่งเดียว  (non-
uniqueness) [40,43] ดังนั้นจึงจําเปนตองคนหาเงื่อนไขเพิ่มเติมเพื่อใหสามารถเลือกคําตอบที่ถูกตอง
และสามารถเกิดขึ้นไดในทางปฏิบัติ ซ่ึงคําตอบดังกลาวเรียกวา entropy solution 

),( txu

)(),( 0 RR ×∈Ctxφ 1

การหาผลลัพธ  ของระบบสมการ (4.5) อันประกอบดวยเงื่อนไขเริ่มตน 
(initial condition) ที่มีคาคงที่เปนชวง ๆ (piecewise constant) ไดถูกเรียกวาปญหาของรีมันน 
(Riemann problem) สําหรับปญหาในหนึ่งมิติที่ถูกกําหนดโดยสมการ (4.20) และเงื่อนไขเริ่มตน
ดังที่ปรากฏในสมการ (4.21) สามารถเขียนในรูปแบบของปญหาของรีมันน (คลายกับปญหาคลื่น
ช็อกในทอ, shock tube problem [43,44]) ดังนี้ 
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รูปที่ 4.3  เงื่อนไขเริ่มตนสําหรับปญหาของรีมันน 

การหาผลลัพธ  ของสมการ (4.25) และ (4.26) สามารถกระทําไดเมื่อ
ปริมาณฟลักซ  และเงื่อนไขเริ่มตนไดถูกกําหนดอยางชัดเจน สําหรับรูปแบบไมเชิงเสนของ
ปริมาณฟลักซ  ที่งายที่สุด คือ  และเรียกสมการ (4.25) ดวยรูปแบบไมเชิงเสน
ของปริมาณฟลักซดังกลาววา สมการเบอรเกอรแบบไรความหนืด (inviscid Burgers’ equation) [43] 
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u  (4.27) 

และเนื่องจากเงื่อนไขเริ่มตนไดถูกกําหนดใหมีคาคงที่เปนชวง ๆ ดังนั้น จึง
สามารถแบงพฤติกรรมของผลลัพธของสมการ (4.27) และเงื่อนไขเริ่มตน (4.26) ออกไดเปน 2 
กรณี ดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1 u  RL u>

สําหรับกรณีนี้ผลลัพธที่สอดคลองเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาว คือ 

  (4.28) 
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โดยที่ s หมายถึง ความเร็วของช็อก (shock speed) ซ่ึงสามารถคํานวณหาไดจาก
ความสัมพันธของแรนไคนและฮิวโกนิโอ โดยใชสมการ (4.18) หรือ (4.19) 
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รูปที่ 4.4 แสดงเสนช็อกเคลื่อนที่ดวยความเร็ว s ซ่ึงเกิดจากการตัดกันของเสน
คุณลักษณะ (characteristic curve) จากทั้งสองดานของเสนช็อก โดยเสนคุณลักษณะดานหลังจะมี
ความเร็วมากกวาความเร็วของเสนช็อก และเสนคุณลักษณะดานหนาจะมีความเร็วนอยกวาความเรว็
ของเสนช็อก 

 

รูปที่ 4.4  ผลลัพธของสมการ (4.27) ในกรณ ี  RL uu >

กรณีที่ 2 u  RL u<

สําหรับกรณีนี้ผลลัพธที่สอดคลองเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาวสามารถเปนไปได 2 
ประการ สําหรับประการแรกผลลัพธเชนเดียวกับที่ปรากฏในสมการ (4.28) แตลักษณะของการตัด
กันของเสนคุณลักษณะทั้งสองดานของเสนช็อกจะมีความแตกตางกันดังในรูปที่ 4.5 โดยเสน
คุณลักษณะดานหลังจะมีความเร็วนอยกวาความเร็วของเสนช็อก และเสนคุณลักษณะดานหนาจะมี
ความเร็วมากกวาความเร็วของเสนช็อก ซ่ึงเรียกวา คล่ืนช็อกขยาย (expansion shock) 

 

รูปที่ 4.5  ผลลัพธของสมการ (4.27) ในกรณ ี RL uu <  (คล่ืนช็อกขยาย) 
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สําหรับประการที่สองผลลัพธผลลัพธที่สอดคลองเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาว คือ 
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ลักษณะของการตัดกันของเสนคุณลักษณะเปนไปดังในรูปที่ 4.6 ซ่ึงจะเห็นวาไม
ปรากฏเสนช็อกในผลลัพธ แตจะปรากฏการกระจายตัวของเสนคุณลักษณะไปทางดานซายและขวา 
และเสนคุณลักษณะจะตัดกันที่จุดใดจุดหนึ่ง ซ่ึงในกรณีนี้เสนคุณลักษณะตัดกันที่จุดกําเนิด ซ่ึงเรียก
ผลลัพธในลักษณะดังกลาววา คล่ืนขยาย (expansion wave) 

 

รูปที่ 4.6  ผลลัพธของสมการ (4.27) ในกรณ ี RL uu <  (คล่ืนขยาย) 

ตัวอยางขางตนจะเห็นวาในกรณีที่ RL uu <  มีผลลัพธที่สอดคลองกับสมการและ
เงื่อนไขเริ่มตนที่กําหนด 2 ประการดวยกัน ดังนั้นจึงจําเปนตองมีเงื่อนไขเพิ่มเติมเพื่อใหสามารถ
เลือกผลลัพธที่แทจริงเพียงหนึ่งเดียว และไดมีการศึกษาในกรณีนี้โดยนักคณิตศาสตรช่ือ Lax [40] 
และไดเสนอวา กรณีของการเกิดเสนช็อกนั้น เสนคุณลักษณะดานหลังจะมีความเร็วมากกวา
ความเร็วของเสนช็อก และเสนคุณลักษณะดานหนาจะมีความเร็วนอยกวาความเร็วของเสนช็อก 
ดังนั้นเสนคุณลักษณะตองมีการตัดกันบนเสนช็อกเชนเดียวกับที่ปรากฏในรูปที่ 4.4 ขางตนเทานั้น 
และเงื่อนไขขางตนถูกเรียกวา เงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ (Lax entropy condition) ซ่ึงสามารถ
เขียนในรูปแบบของความสัมพันธไดดังนี้ 

 )()( RL ufsuf ′>>′  (4.31) 

โดยที่  หมายถึง ความเร็วของเสนคุณลักษณะ ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา
ในกรณีที่  ไมสามารถเกิดคล่ืนช็อกเพราะผลลัพธที่ไดไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของ

)(uf ′

RL uu <

0=x

Ru

Lu

),( txu

x
x

t

x
0=
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แล็กซ  จึงเหลือเพียงสมการ (4.30) หรือการเกิดคลื่นขยายเทานั้นที่เปนไปไดสําหรับในกรณีที่สอง 
และการละเมิดเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ สามารถกอใหเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข
ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 

4.3  ระบบสมการออยเลอรและปญหารีมันน 

ระบบสมการออยเลอรในหนึ่งมิติ อันประกอบดวย สมการอนุรักษมวล สมการ
อนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และสมการอนุรักษพลังงาน สามารถเขียนระบบสมการในรูปแบบ
ของการอนุรักษ (conservation form) ดังนี้ 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

xt
U E  (4.32) 

โดยที่ U และ E ถูกกําหนด ดังนี้ 

  (4.33) [ TρρuρU ε= ]

]  (4.34) [ TρuHp ρuρu += 2E

สมมติวา E มีความตอเนื่องและสามารถหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งได สมการ 
(4.32) สามารถเขียนในรูปแบบของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยกึ่งเชิงเสนตรง (quasi-linear form) 
ไดดังนี้ 

 0)( =
∂
∂

+
∂
∂

x
UUA

t
U  (4.35) 

โดยที่ 
U

UA
∂
∂

=
E)(  หมายถึงเมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix) ซ่ึงเปนเมตริกซ

ขนาด 3 × 3 ดังแสดงในสมการ (4.36) ขางลาง 
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 (4.36) 

โดย a หมายถึง ความเร็วเสียง (speed of sound) ซ่ึงถูกนิยามดังนี้ 
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ρ
γpa =  (4.37) 

และเนื่องจากระบบสมการออยเลอร เปนระบบสมการที่มีคุณสมบัติทาง
คณิตศาสตรแบบไฮเปอรโบลิก [42,45] ดังนั้นจึงสามารถหาคาเจาะจง (eigenvalues) และเวกเตอร
เจาะจง (eigenvectors) ของเมตริกซยาโคบีดังที่ปรากฏในสมการ (4.36) ไดดังแสดงในสมการ 
(4.38) และ (4.39) ตามลําดับ 

 au −=1λ    ,   u=2λ    ,   au −=3λ  (4.38) 

    ,      ,    (4.38) 
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โดยที่ iλ  และ  และ i = 1,2,3 หมายถึง คาเจาะจงและเวกเตอรเจาะจงตามลําดับ 
และจากการทดสอบพบวา 

ir

ii r⋅∇λ  พบวา  

 011 ≠⋅∇ rλ    ,   022 =⋅∇ rλ    ,   033 ≠⋅∇ rλ  (4.39) 

ดังนั้น  ฟลดคุณลักษณะ  1λ  และ  3λ  จึงถูกเรียกวา  ฟลดไม เชิงเสนแทจริง 
(genuinely nonlinear field) ซ่ึงเปนฟลดคุณลักษณะที่เกี่ยวของกับคล่ืนช็อกหรือคล่ืนขยาย โดย
ขึ้นอยูกับวาการเปลี่ยนแปลงของ U ขามฟลดคุณลักษณะดังกลาวเปนแบบไมตอเนื่องหรือ
แบบตอเนื่องตามลําดับ สวน 2λ  ถูกเรียกวา ฟลดเชิงเสนเสื่อมถอย (linearly degenerate field) ซ่ึง
เปนฟลดคุณลักษณะที่เกี่ยวของกับผิวสัมผัสไมตอเนื่อง  โดยในกรณีนี้ฟลดคุณลักษณะ 2λ  จะมี
ความเร็วเทากันกับความเร็วของผิวสัมผัสไมตอเนื่อง ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบของความสัมพันธ 
[40,45]ไดดังนี้ 

 )()( 22 RL usu λλ ==  (4.40) 

ดังนั้น การแกปญหาของรีมันนโดยทั่วไปผลลัพธที่ไดของระบบสมการออยเลอร 
(4.32) จะเปนดังที่ไดแสดงในรูปที่ 4.7 ซ่ึงประกอบดวยคลื่นช็อก (shock) ผิวสัมผัสไมตอเนื่อง 
(contact discontinuity) หรือคล่ืนขยาย (expansion wave) ทั้งนี้ขึ้นกับคาเริ่มตนของสถานะของการ
ไหลและเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดในโดเมน โดยที่คล่ืนช็อกและคลื่นขยายจะมีความสัมพันธกับ
ฟลดคุณลักษณะ 1λ  และ 3λ  สวนผิวสัมผัสไมตอเนื่องจะมีความสัมพันธกับฟลดคุณลักษณะ 2λ
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และจากสมการ (4.40) จะไดวา u และ p จะมีคาเทากันสําหรับพื้นที่ทั้งสองขางของผิวสัมผัสไม
ตอเนื่อง [40] 

expansion wave 

shock 

contact discontinuity 

LU RU

t 

x 
 

รูปที่ 4.7  ผลลัพธโดยทั่วไปปญหาของรีมันนสําหรับระบบสมการออยเลอรในหนึ่งมิติ 

 

 



บทที่  5 
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

 

บทที่ 5 จะกลาวถึงการใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  (cell-centered 
finite volume method)  สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 
เนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมสามารถประยุกตใชกับปญหาที่เกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ
ไดเปนอยางดี  และสําหรับการประมาณปริมาณฟลักซที่ไดจากการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมเซลลเซนเตอร จะใชวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  (Roe’s flux-difference splitting 
scheme) ซ่ึงเปนวิธีที่ใหความแมนยําสูงโดยเฉพาะความแมนยําของผลลัพธในบริเวณที่เกิด
ผิวสัมผัสไมตอเนื่อง ถึงแมวาวิธีดังกลาวจะมีปญหาดานความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขอยูบางก็ตาม 
และในตอนทายจะกลาวถึงวิธีการคํานวณหาชวงเวลา (time step) ที่เหมาะสม  สําหรับการแกระบบ
สมการออยเลอรในสองมิติเชิงตัวเลขดวยวิธีแบบชัดแจง (explicit method) อยางมีเสถียรภาพ ซ่ึง
เปนสวนที่มีความสําคัญมากสําหรับวิธีการแกปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพราะถาหากกําหนด
ชวงเวลาที่ไมเหมาะสม อาจจะทําใหผลลัพธที่ไดไมถูกตอง หรือในบางกรณีอาจจะไมสามารถ
คํานวณหาผลลัพธที่ตองการไดเลย 

 

5.1  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปนวิธีที่ไดรับความนิยมสําหรับการแกปญหาการไหล
แบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงซ่ึงสามารถกอใหเกิดความไมตอเนื่อง (discontinuity) ของผลลัพธ
ภายในโดเมน เชน คล่ืนช็อกหรือผิวสัมผัสไมตอเนื่อง การไหลดังกลาวถูกควบคุมโดยระบบสมการ
ออยเลอรดังที่ไดแสดงดวยสมการ (4.1) ถึง (4.3)  โดยงานวิจัยนี้จะเลือกใชวิธีเซลลเซนเตอร  (cell-
centered method) ในการแบงโดเมนออกเปนพื้นที่ขนาดเล็กที่เรียกวา ปริมาตรควบคุม (control 
volume) ดังในรูปที่ 5.1 โดย หมายถึงปริมาตรควบคุมที่ j และ jΩ jΩ∂ หมายถึงพื้นผิวควบคุม 
(control surface) ของปริมาตรควบคุมที่ j  สําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมพื้นผิวควบคุม
ประกอบดวยดานทั้งสามของสามเหลี่ยม  

การเก็บคาสถานะการไหลสําหรับแตละปริมาตรควบคุม ถูกกําหนดใหเปนคาที่
ตําแหนงกึ่งกลางของปริมาตรควบคุม ซ่ึงจะมีคาคงที่ตลอดภายในสําหรับปริมาตรควบคุมหนึ่ง ๆ 
และเรียกการแบงโดเมนออกเปนพื้นที่ขนาดเล็กดวยวิธีดังกลาววา การแบงโดเมนออกเปนพื้นที่
ขนาดเล็กที่มีความถูกตองในอันดับหนึ่ง (first order spatial discretization) [2,45] 
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jΩjΩ∂

 

รูปที่ 5.1  ปริมาตรควบคุมสําหรับวิธีเซลลเซนเตอร 

การแกปญหาการไหลของระบบสมการออยเลอรดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
เซลลเซนเตอร [45,46]  เร่ิมตนดวยการเขียนสมการ (3.6) ใหอยูในรูปแบบที่กระชับ (compact 
form) 

 0)( =⋅∇+
∂
∂ U

t
U

F  (5.1) 

โดย  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ (physical flux 
vectors) ดังแสดงในสมการ (4.9) และ (4.10)  และการประมาณสถานะของการไหลภายในแตละ
ปริมาตรควบคุมภายโดเมนสําหรับการคํานวณ  เร่ิมตนดวยการอินทิเกรตสมการ (5.1) ภายใต
ปริมาตรควบคุม  

)(UF
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F  (5.2) 

จากนั้นทําการประยุกตทฤษฎีบทของกรีนและเกาส (Green-Gauss theorem) เขา
กับพจนที่สองของสมการ (5.2) ซ่ึงจะได 

 [ ] 0)( =⋅+Ω
∂
∂

∫∫
Ω∂Ω jj

jj dSnUd
t

U vF  (5.3) 

ดังที่กลาวมาแลวขางตน วิธีเซลลเซนเตอรกําหนดใหสถานะของการไหลภายใน
แตละปริมาตรควบคุมมีคาคงที่  โดยมีคาเทากับคาเฉลี่ยของสถานะของการไหลภายในแตละ
ปริมาตรควบคุมนั้น ๆ ดังนั้น การประมาณคาสถานะของการไหลภายในแตละปริมาตรควบคุม
สามารถกระทําไดดวยการหาคาเฉลี่ยจากการอินทิเกรตตลอดทั้งปริมาตรควบคุม 
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 ∫
Ω

Ω=
j

j
j

j Ud
Ω

U 1  (5.4) 

จากนั้นทําการแทนคาสมการ (5.4) ลงในสมการ (5.3) และจัดรูปเสียใหมไดเปน 

 [ ]∫
Ω∂

⋅−=
j

j
j

j dSnU
Ωdt

Ud v)(1
F  (5.5) 

เนื่องจากพจนทางดานขวามือของสมการ (5.5) เปนการคํานวณปริมาณการไหล
ของฟลักซผานพื้นผิวควบคุม  ของปริมาตรควบคุม   ซ่ึงในทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
สามารถที่จะประมาณปริมาณการไหลของฟลักซดังกลาวดวยการรวม (การบวก)  ปริมาณการไหล
ของฟลักซผานดานทั้งหมดของปริมาตรควบคุมเขาดวยกัน ดังนี้ 
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โดย  หมายถึงจํานวนดานทั้งหมดของปริมาตรควบคุม  สําหรับกรณีของการ
แบงโดเมนดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมในสองมิติ  ตองมีคาเทากับ 3 เสมอ และ  หมายถึง
ความยาวของดานของปริมาตรควบคุม j ที่อยูติดกับปริมาตรควบคุม l (ปริมาตรควบคุมทั้งหมดที่
ลอมรอบปริมาตรควบคุม j) 

jN

jN l
jSΔ

การประมาณพจนทางซายมือของสมการ (5.6) โดยทั่วไปจะใชวิธีการแบงแยก
เวลาแบบชัดแจงของออยเลอร (explicit Euler method) และจัดพจนใหมก็จะไดสมการสําหรับการ
คํานวณสถานะของการไหลสําหรับปริมาตรควบคุม  ดังนี้ jΩ
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โดยที่ n
j

n
jj UUU −=Δ +1  สวน 1+n

jU  และ n
jU  หมายถึง สถานะของการไหล

สําหรับปริมาตรควบคุม  ณ เวลาในอนาคต n+1 และเวลาปจจุบัน n ตามลําดับ สําหรับขั้นตอน
ตอไปของการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร เปนการประมาณปริมาณฟลักซ 

jΩ

[ nU ]v⋅)(F  ของสมการ (5.8) ซ่ึงมีอยูดวยกันหลากหลายวิธี [45] สําหรับในงานวิจัยนี้จะเลือกใช
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว ดังจะไดกลาวรายละเอียดในหัวขอถัดไป 
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5.2  วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวเปนวิธีที่ไดรับการยอมรับกันมากจนถึง
ปจจุบัน เพราะสามารถใหผลลัพธการคํานวณที่แมนยําโดยเฉพาะในสวนผลลัพธของผิวสัมผัสไม
ตอเนื่อง นอกจากนี้ยังเปนวีธีที่สามารถพิสูจนและอธิบายดวยความสัมพันธทางคณิตศาสตรที่
ชัดเจน ถึงแมวาวิธีดังกลาวจะมีปญหาดานความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขสําหรับบางปญหาอยูบางก็
ตาม [33,34,47,48]  เมื่อพิจารณาสมการ (5.8)  พบวาพจนทางขวามือของสมการซึ่งอธิบายปริมาณ
การไหลของฟลักซผานดานทั้งหมดของปริมาตรควบคุม และเปนพจนที่ตองทําการประมาณดวย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  เพื่อใหสามารถทําการคํานวณสถานะของการไหลสําหรับปริมาตรควบคุม 

 ที่เวลาในอนาคต n+1  ซ่ึงการคํานวณพจนดังกลาวสามารถกระทําไดดวยการประมาณ
ปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ  ดวยปริมาณฟลักซเชิงตัวเลข  โดยโกดูนอฟ (Godunov) 
[49] เปนนักวิจัยทานแรกที่นําเสนอวิธีการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขดังกลาวดวยการ
แกปญหาของรีมันนที่พื้นผิวควบคุมระหวางสองปริมาตรควบคุมที่อยูติดกัน 

jΩ

)(UF )(UF

การแกปญหาของรีมันนสําหรับระบบสมการออยเลอรดวยวิธีของโกดูนอฟ ไม
เปนที่นิยมมากนัก  เพราะการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขแบบแมนตรงตองใชเวลาในการ
ประมวลผลมาก  และระบบสมการออยเลอรเปนระบบสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีไมเปนเชิงเสนตรง  
ดังนั้นในชวงเวลาตอ ๆ มาจึงมีนักวิจัยทานอื่นไดนําเสนอการแกปญหาของรีมันนสําหรับระบบ
สมการออยเลอรแบบประมาณคา (approximate Riemann solver) เชน โรว [4] ไดนําเสนอวิธีการ
คํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขแบบแบงแยกผลตางฟลักซ เปนตน วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ
ของโรวเร่ิมตนดวยการเขียนสมการ (5.1) ในรูปแบบของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยกึ่งเชิง
เสนตรง (quasi-linear form) เชน 

 0))(( =⋅∇+
∂
∂ UUA

t
U  (5.9) 

โดย 
U
UUA

∂
∂

=
)()( F  หมายถึง เมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix)  สําหรับวิธี

แบงแยกผลตางฟลักซของโรวจะถูกนํามาประยุกตเขากับเมตริกซยาโคบี และตอไปจะเขียนแทน
เมตริกซดังกลาวสําหรับการประมาณของโรว (Roe’s approximation) ดวยสัญลักษณ A~  

 0))(,(~
=⋅∇+

∂
∂ UUUA

t
U

RL  (5.10) 

โดยเมตริกซยาโคบีของโรว A~  ตองมีคุณสมบัติ [4] ดังตอไปนี้ 
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1. )(),(~ UAUUA =  โดยที่ 
U
UUA

∂
∂

=
)()( F  หมายถึง เมตริกซยาโคบี 

2.  ตองมีคาเจาะจง (eigenvalues) ที่เปนตัวเลขจํานวนจริงเทานั้น และ
เวกเตอรเจาะจง (eigenvectors) ที่มีความอิสระตอกันสําหรับทุกคาของ  
และ  

),(~
RL UUA

LU

RU

3. ความสัมพันธเชิงเอกลักษณดังแสดงในสมการ (5.11) ขางลางตองเปนจริงเสมอ
สําหรับบางคาของ  และ  LU RU

  (5.11) )()())(,(~
LRLRRL UUUUUUA FF −=−

เมื่อเปรียบเทียบระหวางพิจารณาสมการ (5.3) และ (5.10)  จะเห็นวาเมื่อทําการ
อินทิเกรตสมการ (5.10) ตลอดทั้งโดเมน และประยุกตทฤษฎีบทของกรีนและเกาสเขากับพจนที่
สองของสมการดังกลาวก็จะไดสมการ (5.3) แสดงวาสมการทั้งสองมีความสอดคลองกัน  และเมื่อ
เปรียบเทียบสมการ (5.8) และ (5.10) ปริมาณฟลักซตั้งฉากกับขอบของปริมาตรควบคุม สามารถ
เขียนในรูปแบบของฟลักซยาโคบี ดังนี้ 

nF

 UUAnUn ⋅=⋅= )()( vFF  (5.12) 

และปริมาณฟลักซตั้งฉากเชิงตัวเลข  ถูกกําหนดโดย nF

 UUUAF RLn ⋅= ),(~  (5.13) 

สําหรับปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขตั้งฉากกับขอบของปริมาตรควบคุม  ของ
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว [4,45,46] สามารถเขียนในรูปแบบของสมการ (5.14) 
ดังแสดงขางลาง 

nF

 [ )(~)()(
2
1

LRRnLnn UUAUFUFF −−+= ] (5.14) 

โดย A~  หมายถึงเมตริกซของคาการกระจายของโรว (dissipation matrix)  ซ่ึง
เมตริกซของคาการกระจายดังกลาว สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซของคาเจาะจงและ
เมตริกซของเวกเตอรเจาะจง เชน 
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 1~~~~ −Λ= RRA  (5.15) 

 1~~~~ −Λ= RRA  (5.16) 

โดย R~  หมายถึง เมตริกซของเวกเตอรเจาะจงดานขวา (right eigenvector matrix) 
และ  หมายถึง เมตริกซของคาเจาะจง (eigenvalue matrix) ดังนี้ Λ~
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 (5.17) 

โดย nV~   หมายถึง คาความเร็วตั้งฉากกับขอบของปริมาตรควบคุม  และ a~  
หมายถึง คาความเร็วเสียง (sound speed)  เมื่อทําการแทนคาสมการ (5.16) ลงในสมการ (5.14) และ
กําหนดใหคาความแข็งแรงของคลื่น (wave strength, α) ถูกนิยามโดยการคูณเมตริกซของเวกเตอร
เจาะจงดานซาย (left eigenvector matrix) เขากับคาของผลตางของสถานะของการไหล 

)(~ 1−
LR UUR −=α  และทําการจัดเรียงพจนใหม ดังเชน 

 [ )(~~~)()(
2
1 1

LRRnLnn UURRUFUFF −Λ−+= − ] (5.18) 

 [ αΛ−+=
~~)()(

2
1 RUFUFF RnLnn ] (5.19) 

สําหรับปญหาการไหลในสองมิติที่ถูกควบคุมดวยระบบสมการออยเลอร อัน
ประกอบดวย สมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษในแนวแกน x สมการอนุรักษในแนวแกน y และ
สมการอนุรักษพลังงาน โดยคาของ α และ R~  เปนดังนี้ 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ+Δ

Δ
−Δ

Δ

Δ−Δ

=

2

2

2

~2

~~
~

~
~

~2

~~

a
Vap

a
p

a
V

a
Vap

n

t

n

ρ

ρ

ρ

ρ

α  (5.20) 



 

59 

 

  (5.21) 
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โดย tV~   หมายถึง คาความเร็วขนานกับพื้นผิวควบคุม  สวน   และ  หมายถึง 
เวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยในแนวแกน x และ y ตามลําดับ  สําหรับสมการ (5.19) ยังสามารถเขียน
ในรูปแบบขององคประกอบทั้งส่ีของคาเจาะจงสําหรับสมการออยเลอรในสองมิติไดดังนี้ 

xn yn

 [ ] ∑
=

−+=
4

1

~~
2
1)()(

2
1

k
kkkRnLnn rUFUFF λα  (5.22) 

โดย kα   หมายถึง คาความแข็งแรงของคลื่น k, kλ  หมายถึงคาเจาะจงของคลื่น k 
และ  หมายถึงเวกเตอรเจาะจงดานขวาที่สัมพันธกับคาเจาะจง kr kλ  ของคลื่น k 

สําหรับปริมาณที่มีเครื่องหมาย •~  ดานบน  หมายถึง คาเฉลี่ยปริมาณสถานะการ
ไหลของโรว (Roe-averaged state) ดังนี้ 

 RLρρρ =~  (5.23) 
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ρρ
ρρ

+
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=~  (5.24) 
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=~  (5.25) 

 
RL

RRLL HH
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ρρ
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+
+

=~  (5.26) 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−= )~~(

2
1~)1(~ 222 vuHa γ  (5.27) 

 

5.3  การกําหนดชวงเวลา 

ในทางทฤษฎีการใชสมการ (5.8) สําหรับการแกระบบสมการออยเลอรในสองมิติ
เชิงตัวเลขดวยวิธีแบบชัดแจง (explicit method) จะมีความเสถียรเมื่อชวงเวลา (time step) มีคานอย
กวาคาคงที่หนึ่ง ๆ เทานั้น [50]  โดยเงื่อนไขของการกําหนดชวงเวลาสําหรับการคํานวณที่มีเสถียร 
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เรียกวา เงื่อนไข CFL (CFL condition)  แตกอนจะกลาวถึงวิธีการกําหนดชวงเวลาขอกลับมา
พิจารณากฎการอนุรักษสเกลารอีกครั้ง และกําหนดใหปริมาณฟลักซ  ของสมการ (4.20) เปน
ปริมาณฟลักซเชิงเสนตรง 

)(uf

auuf =)( โดยท่ี a เปนตัวเลขคาคงที่ใด ๆ  เมื่อแทนคา  ลงใน
สมการ (4.20) ก็จะไดสมการ (5.28) ซ่ึงเรียกวา สมการการพาเชิงเสนตรง (linear advection 
equation) ในหนึ่งมิติ 

)(uf

 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
ua

t
u  (5.28) 

โดย u หมายถึง ตัวแปรไมทราบคาของสมการ และ a หมายถึง คาความเร็วของ
การพาในแนวแกน x  สําหรับในที่นี้กําหนดใหมีคาคงที่มากกวาศูนย  และกําหนดใหโดเมนสําหรับ
การคํานวณอยูภายใตเงื่อนไข  และมีเงื่อนไขเริ่มตน ดังนี้ ][),( ×∈ RRtx +

  (5.29) )()0,( 0 xuxu =

ผลลัพธแมนตรงของสมการ (3.39) สําหรับเงื่อนไข  [42] คือ 0≥t

  (5.30) )(),( 0 atxutxu −=

เมื่อพิจารณาจากสมการ (5.28) ขางตน เราสามารถเขียนสมการดังกลาวใหอยูใน
รูปแบบของสมการเชิงอนุพันธสามัญ (ODE) อยางงาย ถาหากสมมติวา a ถูกนิยามใหมีคาเทากับ
ความเร็ว ดังนี้ 

 
dt
dxa =  (5.31) 

เมื่อแทนคาสมการ (5.31) ลงในสมการ (5.28) ก็สามารถเขียนใหอยูในรูปของ
สมการเชิงอนุพันธสามัญ เชน 

 0)),((
=

∂
∂

+
∂
∂

=
dt
dx

x
u

t
u

dt
ttxdu  (5.32) 

เสนตรง  ที่สอดคลองกับสมการ (5.31) ในระนาบ x-t เรียกวา เสน
คุณลักษณะ (characteristic curve) [42]  เพื่อใหงายตอการแสดงผลสมการ (5.28) ในระนาบ x-t  
สมมติใหตําแหนง x เมื่อเวลาเริ่มตน (

)(txx =

00 =t ) มีคาเทากับ  และทําการอินทิเกรตสมการ (5.31) 
ภายในโดเมน   จะไดสมการเสนคุณลักษณะผานจุด ( , 0) ในระนาบ x-t  ดัง
แสดงในรูปที่ 5.2 

0x

)],0(),[( 0 txx × 0x
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  (5.33) atxx += 0

atxx = +0

t 

x 

),( 11 tx

0x
 

รูปที่ 5.2  เสนคุณลักษณะผานจุด ( , 0) 0x

เมื่อพิจารณารูปที่ 5.2 อีกครั้ง โดยสมมติวาเมื่อเวลาผานไป ( ) ผลลัพธที่
ตําแหนง ( ,  ) จะเปนผลลัพธอันเนื่องจากเงื่อนไขเริ่มตนดังที่กําหนดในสมการ (5.30) เพราะ
เปนผลลัพธบนจุดที่อยูบนเสนคุณลักษณะผานจุด ( , 0)  สวนเงื่อนไขเริ่มตน ณ ตําแหนงอ่ืน ๆ 
นอกเหนือจากตําแหนง  จะไมมีผลใด ๆ ตอการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธที่ตําแหนง ( , )  
ดังนั้นตําแหนง  ที่มีผลตอการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธที่ตําแหนง ( , ) เรียกวา โดเมนของ
การมีผลตอกัน (domain of dependence) 

01 >t

1x 1t

0x

0x 1x 1t

0x 1x 1t

  (5.34) }{),( 011 xtxΩ =

สําหรับโดเมนของการมีผลตอกันขางตน  จะเปนชวงที่มีขอบเขตจํากัดอันเปนผล
มาจากการที่คาความเร็วของการพาที่แตกตางกันของแตละสมการ  ซ่ึงอาจจะมีคามากกวาหรือนอย
กวาศูนยก็ได  ดังนั้นสมการ (5.34) สามารถที่จะเขียนในรูปแบบสําหรับระบบสมการโดยทั่ว ๆ ไป 
ดังนี้ 

 }:{),( 1max111 taxxxtxΩ ≤−=  (5.35) 

สําหรับระบบสมการออยเลอรนั้น  คาความเร็วที่มากที่สุด ( ) ใชในการ
ประมาณชวงเวลาจะใชคาตัวเลขมากที่สุดของคาเจาะจงดังที่กําหนดในสมการ (5.17)  ดังนั้นเมื่อทํา
การเปรียบเทียบกับสมการ (5.35)  การกําหนดชวงเวลาของแตละปริมาตรควบคุม  สําหรับ
สมการ (5.8) จึงสามารถเขียนในรูปแบบดังนี้ [51] 
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โดยที่ σ หมายถึง ตัวเลขคอแรนท (Courant number) สําหรับปญหาโดยทั่ว ๆ ไป
มักจะมีคานอยกวา 1 เสมอ สวน  และ  หมายถึง ขนาดความยาวพื้นผิวควบคุมทั้งสาม
ดานของปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม เมื่อทําการฉายไปยังระนาบตั้งฉากกับแกน x และ y 
ตามลําดับ ดังนี้ 
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จากการทดสอบกับปญหาตาง ๆ พบวา ถึงแมวาการคํานวณหาคาชวงเวลาที่
เหมาะสมสําหรับแตละปริมาตรควบคุม jtΔ  ดวยสมการ (5.36) สามารถทําใหเกิดความมี
เสถียรภาพกับการแกระบบสมการ (5.8) ก็ตาม แตชวงเวลาที่ไดมีคาคอนขางนอยเพราะคาตัวเลขคอ
แรนทมักมีคานอยกวา 0.5 โดยเฉพาะปญหาที่กอใหเกิดการไหลที่ความเร็วต่ํากวาเสียง (subsonic) 
ภายในโดเมน [47,48]  ดังนั้น เพื่อแกไขปญหาดังกลาวจึงขอเสนอวิธีการคํานวณหาคาชวงเวลาซึ่ง
นําเสนอโดยลินเดอรและโรว (Linde and Roe) [52] ซ่ึงมีวิธีการคํานวณคลาย ๆ กับสมการ (5.36) 
แตจะแยกการพิจารณาตัวหารในทิศทางตั้งฉากกับทุก ๆ พื้นผิวควบคุม โดยสมการ (5.39) ไดถูก
แกไขจากที่ปรากฏใน [52] เล็กนอย ดังนี้ 
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โดยที่  และ njV
v

nlV
v

 หมายถึง ความเร็วในทิศทางตั้งฉากกับปริมาตรควบคุม j และ
ปริมาตรควบคุมที่มีพื้นผิวควบคุมรวมกับ j (ปริมาตรควบคุมที่อยูติดกัน) ตามลําดับ  สวน  และ 

 หมายถึง ความเร็วเสียงในปริมาตรควบคุม j และปริมาตรควบคุมที่มีพื้นผิวควบคุมรวมกับ j  
ตามลําดับ  และจากการทดสอบกับปญหาตาง ๆ พบวา ชวงเวลาที่คํานวณไดจากสมการ (5.39) 
สามารถทําใหเกิดความมีเสถียรภาพกับการแกระบบสมการ (5.8) ดีกวาชวงเวลาที่คํานวณไดจาก
สมการ (5.36) [33,34] 

ja

la

 



บทที่  6 
ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธกีารแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

 

บทที่ 6 จะกลาวถึงผลของการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  (Roe’s flux-difference splitting scheme)  จากนั้นจะนําเสนอ
การทดสอบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวกับปญหาตาง ๆ ที่สามารถกอใหเกิดความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข  และทดลองนําวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขซึ่งถูกนําเสนอโดย
นักวิจัยหลาย ๆ ทาน [9,37,38] มาประยุกตใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมและทําการ
ทดสอบประสิทธิภาพกับปญหาตาง ๆ พรอมทั้งชี้ใหเห็นขอบกพรองของวิธีเหลานี้  จากนั้นจึงทํา
การนําเสนอวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรูปแบบใหมที่มีประสิทธิภาพมากกวาและ
สามารถนําไปใชแกปญหาไดหลากหลายกวา และในตอนทายก็จะเปนการวิเคราะหวิธีการแกไข
ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรูปแบบใหมที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยนี้ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 

6.1  ความไรเสถียรภาพเชงิตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

สําหรับในหัวขอนี้จะนําเสนอตัวอยางของความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว เมื่อนํามาใชแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการ
อัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในสองมิติ  โดยตัวอยางปญหาที่นํามาใช
ในงานวิจัยนี้เปนการรวบรวมจากงานวิจัยในบทความตาง ๆ  ซ่ึงพบวาปญหาดังกลาวสามารถ
กอใหเกิดผลลัพธที่ไดจากระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวที่ไมเปนความจริง  
โดยทั่วไปความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว สามารถ
แบงออกไดเปน 2 กลุม กลุมแรกเปนความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริง
ในทางปฎิบัติหรือผลลัพธที่ไดไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซดังที่กลาวมาแลวในบทที่ 
4 [4,7,9,33,34,43,47,48] โดยจะกอใหเกิดความเปนไปไดใน 2 กรณี กรณีแรกเกิดคล่ืนช็อกขยาย 
(expansion shock) หรือกรณีที่สองกระบวนการแกปญหาลูออก (diverge) และทําใหสถานะของ
การไหล เชน คาความหนาแนนหรือคาความดันนอยกวาศูนย เปนตน  กลุมที่สองเปนความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติแตยังคงเปนไปตามเงื่อนไขเอน
โทรปของแล็กซ [8,11,24,33,34,37,38,47,48] เชน การเกิดปรากฏการณโปงนูน (carbuncle 
phenomena) [6] เปนตน ดังนั้นตัวอยางที่ใชในการศึกษาในงานวิจัยนี้  จึงเปนตัวอยางที่แสดงให
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เห็นถึงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวทั้งสองกลุม
ขางตน 

6.1.1  ปญหาการไหลความเร็วเหนือเสียง 3 เทาผานชองแคบที่มีการลดขนาด
พื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

รูปที่ 6.1 แสดงปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา (หมายเลขมัคเทากับ 3) 
ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน (Mach 3 flow past a forward facing step) 
[53] โดยหมายเลขมัค M ไดถูกนิยามดังนี้ 
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รูปที่ 6.1  ปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

 

รูปที่ 6.2  ตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบยีบของปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

รูปที่ 6.2 แสดงตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบที่ใชในการคํานวณ และรูปที่ 6.3 
แสดงเสนชั้นของความหนาแนน (density contour) [34] ซ่ึงจะเห็นวาเกิดคล่ืนช็อกขยาย (expansion 
shock) เปนเสนตรงแนวตั้งและแนวเฉียงไปทางขวามือ  ซ่ึงมีจุดเริ่มตนจากมุมบนของพื้นระนาบ
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ดานลางของชองแคบแทนที่จะเปนคล่ืนขยาย (expansion wave) ในบริเวณดังกลาว  แสดงวาเกิด
ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติและไมเปนไปตาม
เงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ 

 

รูปที่ 6.3  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

6.1.2  ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o

ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o (Diffraction of a 
Mach 2 shock over a 90o corner) [47,48] ไดถูกแสดงในรูปที่ 6.4 โดยกําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก 
(normal shock) หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อคล่ืนช็อกตั้งฉาก
เคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุมหัก และ
เกิดการเปลี่ยนรูปของคลื่นช็อกตั้งฉาก เนื่องจากเมื่อคล่ืนช็อกเคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 
องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นอยางรวดเร็ว จึงสามารถกอใหเกิดปญหาสถานะของการไหลไม
เปนจริงไดโดยงาย 
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1.0 
Ms = 2 

1.0 

 

รูปที่ 6.4  ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o
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รูปที่ 6.5 แสดงตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบที่ใชในการคํานวณ และรูปที่ 6.6 
แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของตําแหนงสุดทายของคลื่นช็อก กอนที่กระบวนการแกปญหาลู
ออก (diverge) และทําใหสถานะของการไหล เชน คาความหนาแนนหรือคาความดันนอยกวาศูนย 
เนื่องจากพลังงานจลนที่คํานวณจากสมการอนุรักษโมเมนตัมมีคามากกวาพลังงานรวมที่คํานวณ
จากสมการอนุรักษพลังงาน [7] 

 

รูปที่ 6.5  ตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบยีบของปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2  
  ผานมุม 90o

 

รูปที่ 6.6  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2  
  ผานมุม 90o

6.1.3  ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 ผานพื้นยกระดับมุม 46o

ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค  5 ผานพื้นยกระดับมุม  46o 
(Reflection of a Mach 5 shock over a 46o ramp) [47,48] ไดถูกแสดงในรูปที่ 6.7 โดยกําหนดให
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คล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 5 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อ
คล่ืนช็อกเคลื่อนที่ผานพื้นยกระดับก็จะเกิดปรากฎการณการสะทอนและเกิดจุดที่ช็อก 3 กานมา
รวมกัน (triple points) โดยกานมัค (Mach stem) จะตกกระทบและทํามุมตั้งฉากกับพื้นยกระดับ 
[54] เสมอ 

Ms = 5 
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รูปที่ 6.7  ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 ผานพื้นยกระดับมุม 46o

 

รูปที่ 6.8  ตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบยีบของปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5  
  ผานพื้นยกระดับมุม 46o

รูปที่ 6.8 แสดงตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบที่ใชในการคํานวณ และรูปที่ 6.9 
แสดงเสนชั้นของความหนาแนน ซ่ึงจะเห็นวากานมัคเกิดการโกงตัวไปดานหนา ซ่ึงปรากฏการณ
ดังกลาวเรียกวา Kinked Mach stem [8] และคลื่นช็อกตกกระทบ (incident shock) ซ่ึงแสดงใน
ลักษณะของคลื่นช็อกตั้งฉากในแนวตั้ง เกิดการแตกกระจายบริเวณดานบนของคลื่นช็อกตกกระทบ 
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ทั้งนี้เนื่องจากปริมาณการกระจาย (dissipation) ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชไมเพียงพอที่จะลด
ผลกระทบของการถูกรบกวนในแนวขวาง (transverse perturbation) [8,11] ความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขที่เกิดขึ้นเปนสวนหนึ่งของปรากฏการณโปงนูน ซ่ึงผลลัพธการคํานวณยังคงสอดคลองกับ
เงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ 

 

รูปที่ 6.9  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 
  ผานพื้นยกระดับมุม 46o

6.1.4  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทรงกระบอก 

ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทรงกระบอก (Mach 15 flow past a 
cylinder) [47,48] เปนปญหาที่มีความสมมาตร ดังนั้นในตัวอยางนี้จึงนําเอาเพียงหนึ่งในสี่ของ
โดเมนมาใชในการทดลองดังปรากฏในรูปที่ 6.10 โดยกําหนดใหคล่ืนช็อกหมายเลขมัค 15 เคล่ือนที่
จากดานซายมายังดานขวามือตกกระทบทรงกระบอก ซ่ึงกอใหเกิดช็อกโคง (bow shock) บริเวณ
ดานหนาของทรงกระบอก และเสนช็อกตองตั้งฉากกับแนวเสนผานศูนยกลางของทรงกระบอก ซ่ึง 
เรียกแนวดังกลาววา เสนหยุดนิ่ง (stagnation line) [38] 

เนื่องจากปรากฏการณโปงนูนสําหรับปญหานี้  เปนปรากฏการณที่ขึ้นกับ
อัตราสวนขนาดของปริมาตรควบคุม (aspect ratio) [11,38] ดังนั้นจึงทําการทดสอบปญหาโดยการ
สรางปริมาตรควบคุมภายในโดเมน 3 ขนาดดวยกัน รูปที่ 6.11 แสดงเสนชั้นของความหนาแนน

กรณีที่โดเมนถูกแบงออกเปน 15 × 15 จุดตอ ตามแนวแกนรัศมีและแนวแกนสัมผัสผิว
ทรงกระบอกตามลําดับ  สวนรูปที่ 6.12 และ 6.13 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนกรณีที่โดเมนถูก

แบงออกเปน 15 × 90 จุดตอ และ 15 × 280 จุดตอตามลําดับ ทั้งนี้เพื่อใหเห็นถึงผลกระทบของ
อัตราสวนขนาดของปริมาตรควบคุมที่มีตอการเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข 
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1.2 

3.2 

M = 15 1.5 

 

รูปที่ 6.10  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทรงกระบอก 

 

รูปที่ 6.11  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทอทรงกระบอก: 15 × 15 จุดตอ 

 

รูปที่ 6.12  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทอทรงกระบอก: 15 × 90 จุดตอ 
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รูปที่ 6.13  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทอทรงกระบอก: 15 × 280 จุดตอ 

เมื่อสังเกตบริเวณดานหนาของทรงกระบอกโดยเฉพาะใกลบริเวณเสนหยุดนิ่ง 

(แนวสมมาตรของทรงกระบอก) พบวา ในกรณีของ 15 × 15 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.11 คล่ืนช็อก
โคงมีลักษณะเปนไปตามผลการทดลองและคลื่นช็อกตั้งฉากกับแนวเสนหยุดนิ่งของทรงกระบอก  

สวนกรณีของ  15 × 90 จุดตอ ปรากฏวาคล่ืนช็อกบริเวณใกล ๆ แนวเสนหยุดนิ่งของทรงกระบอก
เร่ิมที่จะเคลื่อนตัวมาทางดานซายมือ และปรากฏการณดังกลาวแสดงใหเห็นอยางชัดเจนในกรณี

ของ 15 × 280 จุดตอ ซ่ึงลักษณะการเกิดคลื่นช็อกดังกลาวเรียกวาปรากฏการณโปงนูน [6] เมื่อ
เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดกับอัตราสวนขนาดของปริมาตรควบคุม พบวาปรากฏการณโปงนูนปรากฏ
ไดโดยงายถาหากปริมาตรควบคุมมีขนาดความยาวตามแนวแกนรัศมี  มากกวาความยาวตาม
แนวแกนสัมผัสผิวทรงกระบอก [34] 

6.1.5  ปญหาทดสอบของเควริก 

ปญหาทดสอบของเควิรก (Quirk’s test problem) [8] เปนปญหาที่ไดรับยอมรับ
สําหรับใชในการทดสอบความถูกตองและความมีเสถียรภาพของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับใช
แกไขปญหาของระบบสมการออยเลอร ภายใตสภาพของการจําลองเหตุการณที่กําหนดใหคาตัว
แปรสถานะของการไหลถูกรบกวน (odd-even grid purturbation) และมีการเปลี่ยนแปลงเล็กนอย  
โดยกําหนดโดเมนรูปสี่เหล่ียมอัตราสวนเทากับ 40:1 (x:y)  แลวแบงโดเมนออกเปนเอลิเมนต
จํานวน 800 และ 20 ตามแนวแกน x และ y ตามลําดับ และตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมนตลอด
แนวแกน x  จะถูกปรับตําแหนงขึ้นและลงตามแนวแกน y ตามสมการ (6.2) 

  (6.2) 6old
,

new
, 10)1( −×−+= i

jiji yy
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จากนั้นกําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) ที่ความเร็วเหนือเสียง 6 เทา  
เคล่ือนที่จากดานซายมือมายังดานขวามือของโดเมนดังปรากฏในรูปที่ 6.14 

Ms = 6 

 

รูปที่ 6.14  ตัวอยางการปรับตําแหนงจุดตอตามแนวกึ่งกลางโดเมน 
  สําหรับปญหาทดสอบของเควิรก 

รูปที่ 6.15 แสดงเสนชั้นของความหนาแนน โดยพบวาคลื่นช็อกตั้งฉากเริ่มมีการ
เปล่ียนแปลงโดยปลายดานบนของคลื่นช็อกตั้งฉากเริ่มมีการแตกที่ตําแหนง x ประมาณ 50  และ
เมื่อปลอยใหคล่ืนช็อกตั้งฉากเคลื่อนที่ไปเรื่อย ๆ  การเสียรูปของคลื่นช็อกตั้งฉากก็ยิ่งปรากฏชัดเจน
มากขึ้น  อันเนื่องมาจากความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของ
โรว ซ่ึงเปนอีกหนึ่งตัวอยางของปรากฏการณโปงนูน [34] 

x ≈ 50 x ≈ 210 x ≈ 420 
 

รูปที่ 6.15  เสนชั้นความหนาแนนสําหรับปญหาทดสอบของเควิรก 
 

6.2  การแกไขความไรเสถียรภาพเชงิตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

ตัวอยางที่ไดแสดงในหัวขอที่ 6.1 ขางตน เห็นไดวาระเบียบวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว กอใหเกิดผลลัพธที่มีความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขกับปญหาบางประเภท 
ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการปรับปรุงประสิทธิภาพและเสถียรภาพของระเบียบวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว และภายหลังจากปญหาดังกลาวไดถูกตีพิมพเผยแพรทางวารสารวิชาการ ไดมี
นักวิจัยหลายทานพยายามที่จะอธิบาย และเสนอแนะวิธีการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขทั้งสองกรณี [7-12,22-24,33,34,37,38,47,48,55] และเพื่อความกระชับตอไปนี้จะใชคํายอ
สําหรับการกลาวถึงชื่อของแตละวิธีที่ถูกนําเสนอเพื่อแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข และ
ไดถูกนํามาศึกษาและทําการทดสอบในงานวิจัยฉบับนี้ ดังนี้ 
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วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการแกไขคาเอนโทรปของแวนเรียร 
(Roe’s FDS with Van Leer’s entropy fix method, RoeVL) [9] 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการเพิ่มการกระจายในหลายมิติของ
แซนเดอรส (Roe’s FDS with Sanders’s multidimensional dissipation method, RoeSA) [37] 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการเพิ่มการกระจายในหลายมิติของ
แพนโดวฟ (Roe’s FDS with Pandolfi’s multidimensional dissipation method, RoePA) [38] 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการเพิ่มการกระจายในหลายมิติที่ถูก
ปรับปรุงของสุทธิศักดิ์ (Roe’s FDS with Sutthisak’s modified multidimensional dissipation 
method, RoeVLPA) [33,34,47,48] 

เนื่องจากวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขสําหรับวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว RoeVL, RoeSA และ RoePA ไดถูกนําเสนอสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรง
ส่ีเหล่ียมแบบมีระเบียบ (structured rectangular grid) ดังนั้น จึงตองมีการแกไขปรับปรุงเพื่อให
สามารถนํามาใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมแบบไรระเบียบ (unstructured triangular 
mesh) โดยรูปที่ 6.16 แสดงแนวคิดการแกไขดังกลาว [33,34,47,48,55] โดยที่ L และ R หมายถึง
ปริมาตรควบคุมดายซายและปริมาตรควบคุมดานขวาของหนาสัมผัสระหวางปริมาตรควบคุม 
(หนาสัมผัสหมายเลข 1) ซ่ึงแนวคิดการแกไขที่นําเสนอนี้ ก็มาจากความรูในเรื่องของการแกปญหา
ของรีมันนและระเบียบวิธีของโกดูนอฟ ซ่ึงเปนการแกสมการ (5.14) ที่ผนังรวมของปริมาตร
ควบคุมที่อยูติดกัน 

 

รูปที่ 6.16  การประยุกตปริมาตรควบคุมรูปทรงสี่เหล่ียมแบบมีระเบียบ 
  มาใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมแบบไรระเบยีบ 

L
R 

1 2

3

4 

5 

L R 1 

2 

3 4 
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วิธี RoeVL ไดถูกนําเสนอเพื่อนํามาใชแกปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขใน
แงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติและไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ ซ่ึงมัก
กอใหเกิดคล่ืนช็อกขยายหรือสถานะของการไหลที่ไมเปนจริง ดวยการแกไขคาเจาะจงที่มี
ความสัมพันธกับคลื่นช็อกหรือคล่ืนขยาย ( 1λ  และ 4λ ) ดังที่ไดอธิบายในบทที่ 5 ที่ผานมา ดังนี้ 
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โดยที่  หมายถึง คาการกระจาย (dissipation) ที่ถูกเพิ่มใหกับคาเจาะจงที่มีคา
นอย ๆ ซ่ึงถูกกําหนดดังในสมการ (6.4) 

VLη

  (6.4) ( 0 ,max LR
VL λλη −= )

วิธี RoeSA ไดถูกนําเสนอเพื่อนํามาใชแกปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแง
ที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติแตยังคงเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ ซ่ึงมัก
กอใหเกิดปรากฏการณโปงนูน ดวยการแกไขคาเจาะจงเชนเดียวกับวิธี RoeVL แตแทนที่จะเปนการ
แกไขในมิติเดียววิธี RoeSA จะทําการแกไขดวยคาการกระจายที่มากที่สุดจากทุก ๆ มิติ (ในที่นี้
หมายถึง 2 มิติ) และทุกพื้นผิวควบคุมของปริมาตรควบคุม L และ R  แลวจึงใชแกไขคาเจาะจงทุก
ตัว ( 1λ  ถึง 4λ ) วิธี RoeSA มีช่ือเรียกวา การแกไขคาเอนโทรปรูปตัว H (H-correction entropy fix) 
[37,55] ดังนี้ 

  (6.5) ),,,,max( 54321 ηηηηηη =SA

โดยที่ 5,,1, K=iiη  ถูกกําหนดโดย 

 )(max
2
1

kLkRki λλη −=  (6.6) 

วิธี RoePA เปนวิธีที่ปรับปรุงจากวิธี RoeSA ดวยการตัด 1η  ซ่ึงเปนคาการกระจาย
จากดานรวมของปริมาตรควบคุม L และ R ออกจากสมการ (6.5) โดยใหเหตุผลวาดานรวมดังกลาว
ไดถูกนําไปใชในการแกปญหาของรีมันนแลวในระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 
ดังนั้นจึงไมควรนําคาดังกลาวมาพิจารณาซ้ําอีกครั้ง และใชแกไขเฉพาะคาเจาะจงที่มีความสัมพันธ
กับคลื่นเอนโทรป (entropy wave) และคลื่นเฉือน (shear wave) เทานั้น ( 2λ  และ 3λ ) วิธี RoePA มี
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ช่ือเรียกวา การแกไขคาเอนโทรปรูปตัว H แบบปรับปรุง (modified H-correction entropy fix) 
[38,47,48] ดังนี้ 

  (6.7) ),,,max( 5432 ηηηηη =PA

โดยที่ 5,,2, K=iiη  ถูกกําหนดโดยสมการ (6.6) ขางตน 

วิธี RoeVLPA เปนวิธีที่ปรับปรุงจากวิธี RoeVL และวิธี RoePA โดยจากการ
ทดลอง [47,48] พบวาวิธีทั้งสามขางตนมีจุดแข็งและจุดออนที่แตกตางกัน โดยพบวา วิธี RoeVL 
สามารถแกไขปญหาการเกิดคลื่นช็อกขยายหรือสถานะของการไหลที่ไมเปนจริงไดเปนอยางดี แต
ไมมีผลตอปญหาการเกิดปรากฏการณโปงนูน ในทางกลับกันวิธี RoePA สามารถแกไขปญหาการ
เกิดปรากฏการณโปงนูน แตไมสามารถปญหาการเกิดคลื่นช็อกขยายหรือสถานะของการไหลที่ไม
เปนจริง สวนวิธี RoeSA สามารถแกไขปญหาทั้งสองไดเปนบางกรณีและไมประสบความสําเร็จใน
บางกรณี ดังนั้น งานวิจัยนี้จึงขอเสนอแนะวิธีที่สามารถแกไขปญหาทั้งสองไดสําหรับทุก ๆ กรณีที่
นํามาทดสอบ ดวยการแยกพิจารณาวิธีการแกไขคาเจาะจงตามพฤติกรรมของคาเจาะจง ดังนี้ 
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 (6.8) 

โดยที่  และ  ไดถูกกําหนดโดยสมการ (6.4) และ (6.6) ขางตน และ
เพื่อใหเห็นถึงประสิทธิภาพของวิธีดังที่กลาวมาแลวขางตนในการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลข ดังนั้นจึงทําการทดสอบกับปญหาดังที่กลาวมาแลวในหัวขอ 6.1 อีกครั้ง 

VLη PAη

6.2.1  ปญหาการไหลความเร็วเหนือเสียง 3 เทาผานชองแคบที่มีการลดขนาด
พื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

รูปที่ 6.17(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธี RoePA เปนวิธีเดียวที่ไมสามารถ
แกปญหาคลื่นช็อกขยาย และเมื่อกลับไปพิจารณาสมการ (6.3) ถึง (6.8) พบวาวิธี RoePA ไมมีการ
แกไขคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  ซ่ึงเปนคาเจาะจงที่มีความสัมพันธกับคลื่นช็อกหรือคล่ืนขยาย และจาก
บทที่ 5 ไดทําการพิสูจนใหเห็นวาคลื่นช็อกขยายก็มีความสัมพันธกับคาเจาะจงดังกลาว ดังนั้นวิธี 
RoePA จึงไมสามารถแกปญหาคลื่นช็อกขยายตามที่ปรากฏในรูปที่ 6.17(ค) 
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(ก) วิธี RoeVL 

(ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA 

(ง) วิธี RoeVLPA 

 

รูปที่ 6.17  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

6.2.2  ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o

รูปที่ 6.18(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธี RoeSA และRoePA เปนวิธีที่ไมสามารถ
แกปญหาสถานะของการไหลไมเปนจริง และเมื่อกลับไปพิจารณาสมการ (6.3) ถึง (6.8) พบวาวิธี 
RoePA ไมมีการแกไขคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  ซ่ึงเปนคาเจาะจงที่มีความสัมพันธกับคล่ืนช็อกหรือ
คล่ืนขยายและสัมพันธกับการเกิดปญหาดังกลาว [9] ดังนั้นวิธี RoePA จึงไมสามารถแกปญหา
สถานะของการไหลไมเปนจริงตามที่ปรากฏในรูปที่ 6.18(ค) สวนวิธี RoeSA ถึงแมวามีการแกไขคา
เจาะจง 1λ  และ 4λ  ก็ตาม ถึงแมวาจะสามารถใหผลลัพธที่เวลามากกวาวิธี RoePA แตยังคงไม
สามารถแกปญหาสถานะของการไหลไมเปนจริงเชนกัน ในทางกลับกันวิธี RoeVLPA สามารถ
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แกปญหาดังกลาวได ดังนั้นจึงพอสรุปในเบื้องตนไดวาการตัดคา 1η  ออกจากสมการ(6.5) นาจะเปน
การกระทําที่มีเหตุผล 

(ก) วิธี RoeVL (ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA 
 

รูปที่ 6.18  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2  
  ผานมุม 90o

6.2.3  ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 ผานพื้นยกระดับมุม 46o

รูปที่ 6.19(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธี RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ให
ผลลัพธที่ใกลเคียงกันมากและสามารถแกปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขไดเปนอยางดี เพราะ
สามารถแกปญหาการโกงตัวของกานมัคซึ่งทําใหกานมัคตั้งฉากกับพื้นระนาบยกระดับ และ
สามารถลดการแตกกระจายบริเวณดานบนของคลื่นช็อกตกกระทบไดพรอม ๆ กัน เมื่อพิจารณาวิธี

 และ 3λ  และทั้งสามพบวา มีขอที่เหมือนกันอยูประการหนึ่ง ก็คือเปนวิธีที่มีการแกไขคาเจาะจง 2λ
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แตกตางจากวิธี RoeVL ซ่ึงแกไขเฉพาะคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  เทานั้น ดังนั้น จึงสา ารถสร ไดวา
ปรากฏการณโปงนูนสามารถแกไขดวยการเพิ่มค การกระ ายอยางเพียงพอใหกับคาเจาะจง 2

ม ุป
า จ λ  

และ 3λ   ซ่ึงมีความสัมพันธกับคลื่นเอนโทรปและคลื่นเฉือน [33,34] 

(ก) วิธี RoeVL 

 

รูปที่ 6.19  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 

(ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA  

  

6.2.4  ป มัค 15 ผานทรงกระบอก 

นของผลลัพธสําหรับ 15 ×
จุดต ไดวิธี Ro

ผานพื้นยกระดับมุม 46o

ญหาคลื่นช็อกหมายเลข

รูปที่ 6.20(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแน  15 
อที่ eVL, RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธีทั้งหมดใหผล

ลัพธที่ใกลเคียงกันและไมปรากฏปรากฏการณโปงนูน สวนรูปที่ 6.21(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของ

ความหนาแนนของผลลัพธสําหรับ 15 × 90 จุดตอ พบวาวิธี RoeVL และ RoeSA เริ่มที่จะให
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ตัว

ผลลัพธที่ปรากฏปรากฏการณโปงนูน และยิ่งปรากฏชัดเจนมากขึ้นเมื่อมีการปรับอัตราสวนขนาด

ของปริมาตรควบคุมมาเปน 15 × 280 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 6.22(ก) ถึง (ง)  สวนผลลัพธที่ไดจาก
วิธี RoePA และ RoeVLPA มีความถูกตองเพราะไมปรากฏปญหาปรากฏการณโปงนูน  และ
เชนเดียวกับ อยางปญหาที่ที่แลว เนื่องจากวิธี RoePA และ RoeVLPA มีการแกไขคาเจาะจง 2λ  
และ 3λ  และแตกตางจากวิธี RoeVL ซ่ึงแกไขเฉพาะคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  เทานั้น สวนวิธี RoeSA 
ยังคงปรากฏปรากฏการณโปงนูน ก็นาจะเปนผลเนื่องจาก 1η  ที่ปรากฏส าร(6.5) มก

 

รูปที่ 6.20  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลผานทอทรงกระบอก: 15 × 15 จุดตอ 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA (ข) วิธี RoeSA (ก) วิธี RoeVL 

 

รูปที่ 6.21  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลผานทอทรงกระบอก: 15 × 90 จุดตอ 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA (ก) วิธี RoeVL (ข) วิธี RoeSA 
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(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA (ก) วิธี RoeVL (ข) วิธี RoeSA  

รูปที่ 6.22  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลผานทอทรงกระบอก: 15 × 280 จุดตอ 

6.2.5  ปญหาทดสอบของเควริก 

รูปที่ 6.23(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธีทั้งหมดยกเวนวิธี RoeVL ใหผลลัพธที่
ใกลเคียงกันและไมพบปรากฏการณโปงนูน ดังนั้น ตัวอยางนี้จึงเปนอีกปญหาที่ยืนยันไดวาการ
แกไขคาเจาะจง 2λ  และ 3λ  สามารถที่จะแกไขปรากฏการณโปงนูนไดเปนอยางดี 

x ≈ 50                                  x ≈ 210                                            x ≈ 420 
 

(ก) วิธี RoeVL 

(ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA 

(ง) วิธี RoeVLPA 
 

รูปที่ 6.23  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาทดสอบของเควิรก 
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)( p

6.3  การวิเคราะหเชิงตัวเลขของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข 

การวิเคราะหเชิงตัวเลขของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขที่ใชในงานวิจัยนี้  
จะใชวิธีที่เสนอแนะโดยหลิว (Liou) [56] ซ่ึงเปนการวิเคราะหพจนการกระจายของสมการอนุรักษ
มวลในสวนที่สัมพันธกับการเปลี่ยนแปลงของความดัน  ซ่ึงหลิวไดใหความเห็นวา
พจนดังกลาวมีสวนที่มีความสัมพันธกับการเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขตาง ๆ โดยในหัวขอนี้จะทําการประยุกตวิธีวิเคราะหของหลิวเขากับวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรวและเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหกับวิธี HLLE [57] และวิธีการแบงแยก
เวกเตอรฟลักซของแวนเรียร [58] 

),( RL UUD

การวิเคราะหเชิงตัวเลขของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขที่นําเสนอโดยหลิว 
เปนการวิเคราะหพจนการกระจายของสมการอนุรักษมวลในสวนที่สัมพันธกับการเปลี่ยนแปลง
ของความดัน ซ่ึงมีความหมายเชนเดียวกับการวิเคราะหฟลักซของมวล (mass flux) ของสมการ
อนุรักษมวล โดยเริ่มจากการพิจารณาระบบสมการออยเลอรในรูปแบบที่กระชับดังที่แสดงใน
สมการ (5.1) ซ่ึงเวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ  สามารถเขียนใหมโดยการแยกพจน
ที่เกี่ยวกับความดันออกมาตางหาก เชน 

)(UF

  (6.9) )()()( pcmU FFF += &

โดยที่ )(cF  หมายถึง ฟลักซการพาเชิงกายภาพ และ )( pF  หมายถึง ฟลักซความดนั
เชิงกายภาพ ดังนี้ 

  (6.10) [ Tc Hvu1)( =F ]

] [ Tp jpip 00)( vv
=F  (6.11) 

โดย i
v

 และ j
v

 หมายถึง เวกเตอรในทิศทางของแกน x และ y ตามลําดับ การแก
ระบบสมการ (5.8) ปริมาณฟลักซที่ไหลผานดานรวมของปริมาตรควบคุม เปนปริมาณฟลักซที่ไหล
ในทิศทางตั้งฉากกับดานรวม โดยสมมติให ),( yx nnn =v  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยของดานรวม 
ดังนั้น 

 )()()( p
n

c
nn mnU FFFF +=⋅= &

v  (6.12) 

โดย 
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 yyxxn mnmnnVm &&
vv

& +=⋅= ρ  (6.13) 

  (6.14) [ T
yx

p
n pnpn 00)( =F ]

)

+ −

สมการ (6.12) สําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขโดยทั่วไป สามารถเขียนใหอยูใน
รูปแบบของการแบงแยกฟลักซไดดังเชน 

  (6.15) 
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โดยที่  และ  หมายถึง ฟลักซการพาของปริมาตรควบคุมดานซายและ
ขวาตามลําดับ δ หมายถึง พจนที่เกิดจากการจัดรูปใหมดังจะไดอธิบายตอไป และ  และ  
หมายถึง องคประกอบของฟลักซของมวลที่ตั้งฉากกับดานรวม และเมื่อเปรียบเทียบกับสมการ 
(6.12) จะมีความหมาย ดังนี้ 

)(c
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  (6.16) −+ += 2/12/12/1 mmm &&&

เมื่อแทนคาสมการ (6.16) ลงในสมการ (6.15) และจัดรูปเสียใหม ดังนี้ 
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โดยที่  หมายถึง พจนการกระจาย (dissipation term) ซ่ึงถูกนิยามดังนี้ mD

  (6.18) −+ −= 2/12/1 mmDm &&

เพื่อความงายในการศึกษา สมมติใหพิจารณาเฉพาะสมการอนุรักษมวลของสมการ 
(6.17) พจนฟลักซของมวลสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของพจนของคาเฉลี่ย  และพจน
ของคาผลตางของสถานะของการไหลหรือที่เรียกวาพจนการกระจาย  เชน 

>< m&

),( RL UUD

 ),(
2
1

2/1 RL UUDmm −>=< &&  (6.19) 

โดยที่  สามารถแยกออกเปนพจนตาง ๆ ไดดังนี้ ),( RL UUD



 

82 

 

  (6.20) 
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),(),(                     

),(),(),(
)()(

)()( ρρ

และ LR )()()( •−•=•Δ   จากนั้นเมื่อนําเอาเฉพาะสมการอนุรักษมวลจากสมการ 
(6.15) ถึง (6.20) มาประยุกตใชกับฟลักซเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวดัง
แสดงในสมการ (5.22) ก็สามารถเขียนพจนตาง ๆ ของสมการ (6.19) และ (6.20) ไดดังนี้ 
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โดยหลิวไดตั้งขอสังเกตไววา ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใดก็ตามที่ใหผลลัพธในสมการ
อนุรักษมวล  สําหรับทุก ๆ M  เมื่อทําการคํานวณที่เวลามากขึ้นไป ความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข เชน ปรากฏการณโปงนูน สามารถที่จะเกิดขึ้นมาได ในทางกลับกันถาหาก
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใดก็ตามที่ใหผลลัพธในสมการอนุรักษมวล  สําหรับทุก ๆ 
M  ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสามารถที่จะมีเสถียรภาพมากพอที่จะไมกอใหเกิดความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลข 

0),( ≠RL UUD )( p

)( p 0),( =RL UUD

ดังนั้น เมื่อกลับไปพิจารณาวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขขางตน จะ
เห็นวาวิธี RoeSA (สําหรับบางกรณี) RoePA และ RoeVLPA สามารถที่จะแกไขปญหา
ปรากฏการณโปงนูนไดเนื่องจากมีการเพิ่มคาการกระจายลงในคาเจาะจง 2λ  และ 3λ  เมื่อคา
ดังกลาวมีคาตัวเลขที่นอยเกินไป ซ่ึงสอดคลองกับผลของการวิเคราะหดวยวิธีขางตน เมื่อพิจารณา
จากสมการ(6.24) จะเห็นวาถาหาก 3

~λ  มีคาเทากับศูนย แสดงวา  สําหรับทุก ๆ 

M  ดังนั้นการเพิ่มคาการกระจายลงในคาเจาะจง ก็ทําใหมีโอกาสที่เกิดการหักลางภายในสมการ
ดังกลาวและทําให  สําหรับทุก ๆ M  โดย  สําหรับวิธี RoeSA, 
RoePA และ RoeVLPA สามารถเขียนในรูปแบบ ดังนี้ 

0),( ≠RL UUD )( p

)( p )( p0),( =RL UUD ),( RL UUD
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และเพื่อเปนการทดสอบความถูกตองของขอสังเกตของหลิว จึงทําการทดลอง
ประยุกตการวิเคราะหขางตนเขากับวิธี HLLE [57] โดยปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขที่ไหลในทิศทางตั้ง
ฉากกับดานรวม เปนดังนี้ 
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โดยที่  และ  หมายถึง ความเร็วของคลื่นที่เคลื่อนที่มาทางขวาและซาย
ตามลําดับ ซ่ึงถูกนิยามดังนี้ 

+
2/1b −

1b 2/

 )),~~max(,0max(2/1 RnRn aVaVb ++=+  (6.29) 

 )),~~min(,0min(2/1 LnLn aVaVb −−=−  (6.30) 

จากนั้นเมื่อนําเอาเฉพาะสมการอนุรักษมวลจากสมการ (6.15) ถึง (6.20) มา
ประยุกตใชกับฟลักซเชิงตัวเลขดังแสดงในสมการ (6.28) ก็สามารถเขียนพจนตาง ๆ ของสมการ 
(6.19) และ (6.20) ไดดังนี้ 
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และไดทําการทดสอบวิธี HLLE กับปญหาทดสอบของเควิรกอีกครั้ง ดังในรูปที่ 
6.24 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ได  ซ่ึงพบวาไมแสดงปรากฏการณโปงนูน 
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เนื่องจากสมการ (6.31) แสดงใหเห็นวา  ดังนั้น แสดงวาขอสังเกตหลิวดังที่
กลาวมาแลวขางตน สามารถใชอธิบายความสัมพันธระหวางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลขไดดีในระดับหนึ่ง 

0),( =RL UUD

x ≈ 50                                  x ≈ 210                                            x ≈ 420 
  

รูปที่ 6.24  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาทดสอบของเควิรกจากวิธี HLLE 

และไดทําการทดลองประยุกตการวิเคราะหขางตนอีกครั้ง เขากับวิธีการแบงแยก
เวกเตอรฟลักซของแวนเรียร (Van Leer’s flux-vector splitting scheme, FVS) [5] โดยสมการ (6.35) 
แสดงปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขที่ไหลในทิศทางตั้งฉากกับดานรวม ซ่ึงไดถูกปรับปรุงใหมี
ประสิทธิภาพดีขึ้นสําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะคงตัว [58] ดังนี้ 
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จากนั้นเมื่อนําเอาเฉพาะสมการอนุรักษมวลจากสมการ (6.15) ถึง (6.20) มา
ประยุกตใชกับฟลักซเชิงตัวเลขดังแสดงในสมการ (6.35) ก็สามารถเขียนพจนตาง ๆ ของสมการ 
(6.19) และ (6.20) ไดดังนี้ 

  (6.40) −+ += MaMam RRLL ρρ2/1&
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  (6.43) 0),()( =RL
p UUD

และไดทําการทดสอบวิธีการแบงแยกเวกเตอรฟลักซของแวนเรียร กับปญหา
ทดสอบของเควิรกอีกครั้ง ดังในรูปที่ 6.25 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ได  ซ่ึง
พบวาไมปรากฏปรากฏการณโปงนูนเชนเดียวกับวิธี HLLE เนื่องจากสมการ (6.43) แสดงใหเห็น
วา  ดังนั้น จึงเปนการพิสูจนเชิงตัวเลขที่สามารถเนนย้ําถึงความถูกตองของ
ขอสังเกตหลิวดังที่กลาวมาแลวอีกครั้ง 

0),( =RL UUD )( p

x ≈ 50                                  x ≈ 210                                             x ≈ 420 
  

รูปที่ 6.25  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาทดสอบของเควิรกจากวิธีการแบงแยกเวกเตอร 
  ฟลักซของแวนเรียร 

 

 



บทที่  7 
ตัวอยางการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอดัตัวท่ีความเร็วสูง 

 

บทที่ 7 จะกลาวถึงการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวท่ี
ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว โดยจะทําการประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัว
ไดโดยอัตโนมัติเขากับปญหาที่ทําการวิเคราะห ซ่ึงการตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีที่ได
ถูกนําเสนอในบทที่ผานมา จะกระทําดวยการตรวจสอบผลลัพธที่ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง 
เชน การเกิดคลื่นช็อกในทอ (shock tube) หรือการไหลผานระนาบยกระดับ เปนตน จากนั้นจึงนํา
กระบวนการดังกลาวมาแกปญหาอื่น ๆ ที่มีความซับซอนมากยิ่งขึ้น นอกจากนี้เพื่อใหผลลัพธที่ไดมี
ความถูกตองแมนยํามากยิ่งขึ้น จึงไดมีการประยุกตวิธีการเพิ่มความถูกตองแมนยําของระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุม ดวยการแบงพื้นที่และเวลาอันดับที่สอง (second order spatial and temporal 
discretization) [47,48,59-61] และเพื่อใหระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีเสถียรภาพในการแกปญหาที่มี
ความซับซอนดวยความถูกตองแมนยําของการแบงพื้นที่และเวลาอันดับที่สอง จึงจําเปนตองนําเอา
ตัวจํากัดขอบเขต (limiter) [62,63] มาประยุกตใชสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 

7.1  กระบวนการแกปญหาดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

กระบวนการแกปญหาดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได สามารถอธิบาย
ในของแผนผังแสดงการไหลของขั้นตอน (flow-chart) ดังในรูปที่ 7.1 [34] ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 

1. ขั้นตอนเริ่มตน เราตองเลือกวาจะเขาสูกระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได หรือ
กระบวนการสรางตาขายเริ่มตน (initial mesh) โดยถาหากเปนกระบวนการสรางตาขายเริ่มตน 
ก็ทําการอานจุดตอทั้งหมดที่อยูบนเสนขอบเขตของโดเมน แตถาหากเปนกระบวนการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ก็ทําการอานจุดตอท้ังหมดของตาขายเบื้องหลัง (background mesh) 
ซึ่งเปนตาขายที่ไดจากการคํานวณในครั้งที่ผานมา จากนั้นจึงสรางจุดตอทั้งหมดที่อยูบนเสน
ขอบเขตของโดเมนใหมอีกครั้ง 

2. เมื่อสรางจุดตอทั้งหมดที่อยูบนเสนขอบเขตของโดเมนเสร็จแลว ก็เขาสูกระบวนการสราง
สามเหลี่ยมเดอลอนเนดวยอัลกอริทึมที่ 1 (DelaunayTriangulation) 

3. ลบทิ้งสามเหลี่ยมทั้งหมดที่อยูภายนอกโดเมน โดยสามเหลี่ยมทั้งหมดที่อยูภายนอกโดเมน 
หมายถึง สามเหลี่ยมที่มีจุดตอใดจุดตอหนึ่งเปนจุดตอของสามเหลี่ยมเร่ิมตนลอมรอบจุด
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ทั้งหมดของเซต P (ดูความหมายของสามเหลี่ยมเริ่มตน ไดจากบทที่ 3) หรือเปนสามเหลี่ยมที่
อยูภายในรูของโดเมน ซ่ึงมีวิธีการทดสอบสามเหลี่ยมดังกลาวอยูหลายวิธีดวยกัน แตวิธีที่งาย
และสะดวกในการเขียนโปรแกรม และถูกนํามาประยุกตใชในงานวิจัยนี้ เปนวิธีการตรวจสอบ
เครื่องหมายของเวกเตอรผลคูณไขว (vector cross product) ของดานรวมของสามเหลี่ยม โดยถา
หากมีเครื่องหมายเปนลบ แสดงวาสามเหลี่ยมดังกลาวอยูภายนอกโดเมน เปนตน 

4. ทําการสรางจุดตอภายในโดเมนดวยอัลกอริทึมที่ 2 (MeshRefinement) เนื่องจากขั้นตอนที่ 4 
เปนกระบวนการที่ตองวนซ้ําเพื่อใหไดจํานวนจุดตอภายในโดเมนที่มากเพียงพอ เนื่องจากเปน
กระบวนการที่ตองวนซ้ํา ดังนั้นจึงจําเปนตองกําหนดเกณฑการตัดสินใจเพื่อจบการทํางาน 
สําหรับในงานวิจัยนี้ใชกําหนดเกณฑการตัดสินใจภายใต 2 เงื่อนไข ดังนี้ 

4.1. จบการทํางานเมื่อจํานวนครั้งของการวนซ้ํา (iteration) เทากับจํานวนครั้งที่กําหนด 

4.2. จบการทํางานเมื่อจํานวนจุดตอที่เพิ่มขึ้นมาใหม เมื่อเปรียบเทียบกับจํานวนจุดตอทั้งหมด
ในครั้งกอน มีจํานวนนอยกวาคาที่กําหนด (threshold) 

5. ขั้นตอนตอจากนี้ไปเปนขั้นตอนสําหรับกระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดเทานั้น 
ดังนั้นถาหากเปนกระบวนการสรางตาขายเริ่มตนก็สามารถหยุดการทํางานไดทันที แตถาหาก
เปนกระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ก็ใหทําการสรางสามเหลี่ยมเพิ่มเติมดวย
อัลกอริทึมที่ 4 (AdaptiveRemeshing) และเชนเดียวกับขั้นตอนที่ 4  เนื่องจากเปน
กระบวนการที่ตองวนซ้ําเพื่อใหไดจํานวนจุดตอภายในโดเมนที่มากเพียงพอ ดังนั้นจึง
จําเปนตองกําหนดเกณฑการตัดสินใจเพื่อจบการทํางาน สําหรับในงานวิจัยนี้ใชกําหนดเกณฑ
การตัดสินใจภายใต 2 เงื่อนไข ดังที่ไดอธิบายในขั้นตอนที่ 4.1 และ 4.2 ขางตน นอกจากนี้ยัง
สามารถใชคุณภาพของสามเหลี่ยมดังที่ไดแสดงในสมการ (3.17) มาใชในการตัดสินใจเพื่อจบ
การทํางานไดอีกดวย 

สําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะคงตัว วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดจะถูกประยุกตใชประมาณ 3-6 คร้ัง ก็สามารถใหผลลัพธที่มีความถูกตองในระดับที่
สามารถยอมรับได แตสําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะไมคงตัว  ในชวงเวลาแรกสุดก็
ใหดําเนินการเชนเดียวกับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะคงตัว เพื่อใหไดผลลัพธเร่ิมตนที่มี
ความถูกตองมากเสียกอน จากนั้นจึงดําเนินการแกปญหาการไหลและวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดควบคูกันไป 
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รูปที่ 7.1  แผนผังแสดงการไหลของขั้นตอน สําหรับกระบวนการสรางตาขายเริ่มตน 
  หรือการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 
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7.2  การขยายผลสูการแบงพื้นท่ีและเวลาอันดับสอง 

การแกปญหาการไหลของระบบสมการออยเลอรดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ที่มี
ความถูกตองแมนยําอันดับหนึ่ง ถึงแมวาจะใหผลลัพธที่สามารถยอมรับไดในระดับหนึ่ง แตมักจะ
ไมคอยเปนที่ยอมรับสําหรับการแกปญหาในทางปฏิบัติ เนื่องจากผลลัพธที่ไดมีโอกาสที่จะเกิด
ความคลาดเคลื่อนไดสูงมาก [64] ดังนั้น จึงจําเปนตองมีการขยายผลเพื่อใหไดผลลัพธที่มีความ
ถูกตองแมนยําทั้งดานการแบงพื้นที่และเวลาอันดับสองหรือสูงกวา สําหรับการขยายผลสูการแบง
พื้นที่อันดับสองที่ใชในงานวิจัยนี้เปนการประยุกตอนุกรมเทยเลอร (Taylor’ series expansion) มา
ใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม [59,60] โดยอาศัยแนวคิดของการฉาย  (projection) 
ผลลัพธซ่ึงมีคาคงที่สําหรับแตละปริมาตรควบคุม และคาดังกลาวไดถูกจัดเก็บเอาไวที่จุดศูนยถวง
ของปริมาตรควบคุม มายังดานรวมของปริมาตรควบคุม 

C 

1 

2 

3 

Δr

x

y 

 

รูปที่ 7.2  การขยายผลสูการแบงพื้นที่อันดบัสองสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 

สมมติใหดาน 1-2 เปนดานรวมของปริมาตรควบคุม L และ R และตองการแก
ระบบสมการ (5.8) สําหรับดานรวมดังกลาว ดังนั้นการขยายผลสูการแบงพื้นที่อันดับสองจึงตอง
ประยุกตอนุกรมเทยเลอรเขากับดานดังกลาว เชน รูปที่ 7.2 แสดงแนวคิดดังกลาวสําหรับดาน 1-2 
ของปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมทั่วไป 

 ( )
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⎢⎣
⎡ −

+
+=
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qqqqq C

Cf
Ψ  (7.1) 

โดยที่  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตน (primitive variables vector) ที่
ถูกฉายไปยังดาน 1-2 

21−fq

  (7.2) [ Tpvuρ=q ]
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สวน  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดศูนยถวงของ
ปริมาตรควบคุม และ  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดตอทั้งสาม
ของปริมาตรควบคุม สําหรับการคํานวณปริมาณเวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดตอทั้ง
สามของปริมาตรควบคุม จะใชวิธีการถวงน้ําหนักแบบกลับสวนระยะทาง (inverse-distance 
weighting) ทั้งนี้เพื่อใหคาที่ไดมีความถูกตอง [59] ดังนี้ 

Cq

3,2,1, =nnq

 
∑

∑
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q
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r

 (7.3) 

โดยที่  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดศูนยถวงของ
ปริมาตรควบคุมรอบ ๆ จุดตอที่ n สวน 

iC ,q

ir
r  หมายถึง ระยะทางจากตําแหนงจุดศูนยถวงไปยังจุดตอ

ที่ n  และ N หมายถึง จํานวนปริมาตรควบคุมรอบ ๆ จุดตอที่ n 

จากการศึกษาของแวนเรียร [65,66] พบวาการขยายผลสูการแบงพื้นที่อันดับสอง 
มักจะกอใหเกิดปญหาการละเมิดอนุรักษปริมาณการไหลภายในปริมาตรควบคุม ซ่ึงสงผลให
สมการ (5.4) ไมเปนจริง ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการปรับปรุงกระบวนการขยายผลสูการแบงพื้นที่
อันดับสอง โดยทั่วไปมักใชวิธีการประยุกตตัวจํากัดขอบเขต CΨ  (limiter) เขาดวยกัน โดยจากการ
ทดสอบตัวจํากัดขอบเขตที่เสนอโดยนักวิจัยหลาย ๆ ทาน [62,67-69] พบวาตัวจํากัดขอบเขตที่
นําเสนอโดย Vankatakrishnan [62] ใหผลลัพธที่มีสถียรภาพสูงกวาวิธีอ่ืน ๆ จึงเลือกใชตัวจํากัด
ขอบเขตดังกลาวในการทดสอบตัวอยางที่ปรากฏในบทนี้ โดยที่ตัวจํากัดขอบเขตของ 
Vankatakrishnan ไดถูกกําหนดดังนี้ 
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สัญลักษณตาง ๆ ที่ปรากฏในสมการ (7.4) ไดถูกนิยามดังตอไปนี้ 

 ic qq −=−Δ  (7.5) 

 iqq −=+ maxmax,Δ  (7.6) 
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 iqq −=+ minmin,Δ  (7.6) 

และ  และ  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่มีคามากที่สุดและมี
คานอยที่สุดตามลําดับ และฟงกชัน 

maxq minq

φ  เปนที่ถูกเสนอโดย Van Albada [63] ดังนี้ 

 22

22

2
2)(

ε
εφ

+++
++

=
yy

yyy  (7.7) 

โดยที่  หมายถึง  2ε

  (7.8) 32 )(Kh=ε

โดยที่ h หมายถึง ขนาดของปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม และคาคงที่ K 
หมายถึง คาคงที่ใด ๆ สําหรับงานวิจัยนี้เลือกใชคาคงที่เทากับ 0.5 อยางไรก็ตามการเลือกคาคงที่ K  
จะขึ้นกับพฤติกรรมของผลลัพธของปญหา และไมมีกฏเกณฑตายตัวในการเลือกคาที่เหมาะสมที่ดี
สําหรับทุก ๆ กรณี แตจากการทดสอบกับปญหาจํานวนมาก พบวาสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรง
สามเหลี่ยม คาคงที่ K  ควรจะอยูในชวง 0.5 ถึง 5 

สําหรับการขยายผลสูการแบงเวลาอันดับสอง ไดเลือกใชวิธีคํานวณชวงเวลาความ
แมนยําอันดับสองของรุงเง-คุตตา (second order accurate Runge-Kutta time stepping method) [61] 
ซ่ึงแตละชวงเวลาตองทําการคํานวณสองรอบ โดยรอบแรกจะทําการคํานวณที่ครึ่งของชวงเวลา tΔ  
และรอบที่สองสําหรับชวงเวลา  ดังนี้ tΔ
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 (7.9) 

โดย  หมายถึง ชวงเวลาการคํานวณสําหรับการวนซายแตละครั้ง สําหรับปญหา
การไหลในภาวะคงตัวสามารถที่จะลดเวลาในการคํานวณไดดวยการเลือกใชชวงเวลาทองที่ (local 
time step) สําหรับแตละปริมาตรควบคุม [51]  แตวิธีดังกลาวไมสามารถใชไดกับปญหาการไหลใน
ภาวะไมคงตัว เพราะการคํานวณปญหาการไหลในภาวะไมคงตัว มีความจําเปนตองใหไดผลลัพธที่
มีความถูกตองทุก ๆ ชวงเวลา จึงเปนเหตุผลใหโดยท่ัวไปการคํานวณปญหาการไหลในภาวะไมคง
ตัวมักใชเวลามากกวาการคํานวณปญหาการไหลในภาวะคงตัว 

tΔ
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7.3  การตรวจสอบความถูกตองกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง 

กอนที่จะนํากระบวนการแกปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวที่
ความเร็วสูงที่มีความซับซอน ในหวขอนี้จะทําการตรวจสอบความถูกตองของกระบวนการ
แกปญหาที่นําเสนอกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง (exact solution) ซ่ึงมีทั้งปญหาในหนึ่งมิติและ
สองมิติ แตสําหรับในงานวิจัยนี้จะทําการทดสอบปญหาในหนึ่งมิติกับโดเมนสองมิติทั้งหมด  
ดังตอไปนี้ 

7.3.1  ปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 

ปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod (Sod shock tube) เปนปญหาในหนึ่งมิติ [44] โดย

จะทําการทดสอบปญหากับโดเมนสองมิติขนาด 1.0 × 0.1 และถูกแบงออกเปน 401 × 41 จุดตอใน
แนวแกน x และ y ตามลําดับ ดังในรูปที่ 7.3 โดยทั้งสองขางของทอช็อกจะถูกบรรจุดวยกาซที่มี
สถานะของไหลแตกตางกัน ซ่ึงสถานะของไหลเริ่มตนสําหรับทั้งสองขางของทอช็อกไดถูกกําหนด
ดังในสมการ (7.10) และ (7.11) ตามลําดับ 

 [ ] [ ]0.10.00.00.1=Lpvuρ  (7.10) 

 [ ] [ ]1.00.00.0125.0=Rpvuρ  (7.11) 

1.0 
L 0.1 R 

 

รูปที่ 7.3  ปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 

การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 
สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว ไดถูกทดสอบทั้งในระดับ
ความแมนยําอันดับหนึ่งและสอง โดยรูปที่ 7.4 และ 7.5 แสดงเสนกราฟของผลลัพธของคาความ
หนาแนน คาความดันและความเร็ว u ตลอดแนวกึ่งกลางของทอช็อกที่ไดจากทั้งสองกรณีที่เวลา 
0.15 ในระดับความแมนยําอันดับหนึ่งและสองตามลําดับ [47,48] เมื่อทําการเปรียบเทียบผลลัพธที่
ได พบวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองใกลเคียงกับผลเฉลยแมน
ตรง มากกวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง โดยเฉพาะบริเวณที่เกิด
การเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน เชน เสนช็อก ผิวสัมผัสไมตอเนื่อง และดานหนาของคลื่นขยาย เปน
ตน โดยเฉพาะผลลัพธในบริเวณผิวสัมผัสไมตอเนื่องจะปรากฏความแตกตางระหวางความแมนยาํที่
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ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่งและสองอยางชัดเจน ดังนั้นปญหาคลื่นช็อกใน
ทอของ Sod จึงมักถูกนํามาใชทดสอบความแมนยําของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขบอยครั้ง 
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ผลเฉลยแมนตรง 
วิธี RoeVLPA 

(ก) ความหนาแนน 

(ข) ความดัน 

(ค) ความเร็วในแนวแกน x 
 

รูปที่ 7.4  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับหนึ่งของปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 
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ผลเฉลยแมนตรง 
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(ค) ความเร็วในแนวแกน x 

(ก) ความหนาแนน 

(ข) ความดัน 

 

รูปที่ 7.5  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 
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7.3.2  ปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตร 

ปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตรเปนอีกหนึ่งปญหาคลื่นช็อกในทอในหนึ่งมิติ 
โดยจะทําการทดสอบปญหากับโดเมนสองมิติดังในรูปที่ 7.3 ขางตน โดยทั้งสองขางของทอช็อกจะ
ถูกบรรจุดวยกาซที่มีสถานะของไหลแตกตางกัน ซ่ึงสถานะของไหลเริ่มตนสําหรับทั้งสองขางของ
ทอช็อกไดถูกกําหนดดังในสมการ (7.12) และ (7.13) ตามลําดับ ซ่ึงสถานะของไหลเริ่มตนนี้จะ
กอใหเกิดสุญญากาศตรงบริเวณกึ่งกลางของโดเมน [52] ซ่ึงความเร็วของของไหลที่ทําใหเกิด
สุญญากาศเรียกวา ความเร็วหลุดพน (escape speed) [41] 

 [ ] [ ]2.00.00.10.7 −=Lpvuρ  (7.12) 

 [ ] [ ]2.00.00.10.7=Rpvuρ  (7.13) 

การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 
สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว ไดถูกทดสอบทั้งในระดับ
ความแมนยําอันดับหนึ่งและสอง โดยรูปที่ 7.6 และ 7.7 แสดงเสนกราฟของผลลัพธในระดับความ
แมนยําอันดับหนึ่งและสองตามลําดับ ของคาความหนาแนน คาความดันและความเร็ว u ตลอดแนว
กึ่งกลางของทอช็อกที่ไดจากทั้งสองกรณีที่เวลา 0.3 [33,34] และเชนเดียวกับตัวอยางที่ผานมา
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองใกลเคียงกับผลลัพธแมนตรง 
มากกวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง โดยเฉพาะบริเวณที่เกิดการ
เปลี่ยนแปลงของผลลัพธอยางฉับพลัน ซ่ึงในกรณีนี้หมายถึงดานหนาและดานหลังของคลื่นขยาย 
เปนตน  

เนื่องจากปญหานี้ไดกอใหเกิดผลลัพธที่อยูในสถานะสุญญากาศ ดังนั้น จึงเปน
ปญหาที่นิยมใชในการทดสอบความแข็งแรง (robustness) ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข โดยภาพขยาย
ในรูปที่ 7.6 ไดแสดงการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอื่น ๆ 
เชน วิธี AUSM [3] วิธี HLLC [70] และวิธีของ Steger-Warming [71] พบวา เทคนิคการแกไข
วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว (RoeVLPA) ที่นําเสนอในงานวิจัยนี้มีความถูกตองใกลเคียง
กับวิธีของ Steger-Warming และมีความถูกตองมากกวาวิธี AUSM และ HLLC ตรงบริเวณที่เกิด
สุญญากาศ ดังนั้น จึงสามารถสรุปไดวาปริมาณการกระจายเชิงตัวเลข (numerical dissipation) ที่
เกิดขึ้นภายในระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เปนส่ิงที่จําเปนอยางมากสําหรับความมีเสถียรภาพของระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขในการแกปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง 
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รูปที่ 7.6  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับ 
  ความแมนยําอันดับหนึง่ของปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตร 
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รูปที่ 7.7  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตร 
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7.3.3  ปญหาคลื่นช็อกตัง้ฉากหยุดนิ่ง 

ปญหาคลื่นช็อกตั้งฉากหยุดนิ่ง (stationary normal shock) ปญหาอีกหนึ่งปญหา
คล่ืนช็อกในทอในหนึ่งมิติ โดยจะทําการทดสอบปญหากับโดเมนสองมิติดังในรูปที่ 7.3 ขางตน 
โดยทั้งสองขางของทอช็อกจะถูกบรรจุดวยกาซที่มีสถานะของไหลแตกตางกัน ซ่ึงสถานะของไหล
เร่ิมตนสําหรับทั้งสองขางของทอช็อกไดถูกกําหนดดังในสมการ (7.14) และ (7.15) ตามลําดับ เพื่อ
กอใหเกิดคล่ืนช็อกตั้งฉากหมายเลขมัค 3 หยุดนิ่งภายในทอช็อก [48] 

 [ ] [ ]714.00.00.30.1=Lpvuρ  (7.14) 

 [ ] [ ]381.70.0778.0875.3=Rpvuρ  (7.15) 

สําหรับปญหานี้การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว จะ
ถูกทดสอบเฉพาะในระดับความแมนยําอันดับสองเทานั้น เพราะจากสองตัวอยางขางตนไดแสดงให
เห็นแลววาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสอง มีความถูกตองแมนยํา
มากกวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง โดยรูปที่ 7.8 แสดง
เสนกราฟของผลลัพธในระดับความแมนยําอันดับสอง ของคาความหนาแนน และคาความดันเมื่อ
การคํานวณผานพนไป 500 ครั้งการทําซ้ํา (iteration) [48] ซ่ึงจะเห็นไดวาสําหรับกรณีตัวอยางนี้วิธี 
RoeVLPA ในระดับความแมนยําอันดับสอง สามารถจับคลื่นช็อกไดภายใน 5 จุดตอ (4 ปริมาตร
ควบคุม) ซ่ึงนับวาเปนผลลัพธที่มีความถูกตองแมนยําสูงสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 
เพราะโดยปกติการใชปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม มักทําใหเกิดปริมาณการกระจายเชิง
ตัวเลขมากกวาการใชปริมาตรควบคุมสี่เหล่ียมมุมฉาก  เนื่องจากไมสามารถสรางปริมาตรควบคุม
รูปทรงสามเหลี่ยมที่สามารถวางขนานกับเสนช็อกไดพอดี 

ถาหากพิจารณาจากเสนกราฟของคาความดันในรูปที่ 7.8 จะเห็นวาผลลัพธการ
คํานวณที่ไดตรงบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกมีการสั่น (oscillation) ซ่ึงกรณีเชนนี้เปนอีกปญหา
ของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวที่ยังไมสามารถแกไขไดอยางเปนรูปธรรมที่ชัดเจน 
ถึงแมวาการสั่นจะเกิดขึ้นเฉพาะบริเวณแคบ ๆ ดานหลังของเสนช็อกก็ตาม แตอาจสงผลเสียตอ
ผลลัพธในสวนอื่น ๆ ไดเชนกัน ซ่ึงผลกระทบของการสั่นของผลลัพธการคํานวณดังกลาวจะ
ปรากฏชัดเจนเมื่อนําวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวไปใชแกปญหาการไหลแบบหนืดแตมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูง โดยเฉพาะผลกระทบตอผลลัพธในพื้นที่ขอบช้ันของการไหล (boundary 
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layer)   ดังนั้น จึงเปนอีกหนึ่งปญหาที่เหมาะในการนํามาใชทดสอบความถูกตองของระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข 
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รูปที่ 7.8  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกตั้งฉากหยุดนิ่ง 
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7.3.4  ปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง 

ปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง (oblique shock reflection at a wall) เปน
ปญหาในสองมิติที่ซับซอนกวาปญหาคลื่นช็อกในทอในหนึ่งมิติที่ผานมา แตเปนปญหาที่สามารถ
หาผลเฉลยแมนตรง [72] จึงเหมาะที่จะนํามาใชตรวจสอบความถูกตองของระบเยบวิธีเชิงตัวเลขใน

สองมิติ โดยกําหนดใหมีของไหลความเร็วเหนือเสียงไหลผานโดเมนขนาด 4 × 1 มาจากดาน
ซายมือดวยคาหมายเลขมัค 2.9 และขณะเดียวกันมีของไหลความเร็วเหนือเสียงไหลผานโดเมน
ดานบนทํามุม 29o ดวยคาหมายเลขมัค 2.46 ดังแสดงในรูปที่ 7.9 

4.0 

1.0 
M = 2.9 

M = 2.46 

 

รูปที่ 7.9  ปญหาคลื่นช็อกเอยีงสะทอนกับผนัง 

รูปที่ 7.10 แสดงตาขายภายหลังการปรับตัวแตละครั้งและเสนชั้นของคาความ
หนาแนนที่สัมพันธกัน  โดยเปนการคํานวณในระดับความแมนยําอันดับสอง จะเห็นไดวาวิธีการ
สรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่นําเสนอสามารถที่จะจับคล่ืนช็อกไดอยางถูกตอง ดวยการวาง
สามเหลี่ยมขนาดเล็กรอบ ๆ บริเวณคลื่นช็อก และขณะเดียวกันวางสามเหลี่ยมขนาดที่โตกวาใน
บริเวณอื่น ๆ และดังที่เคยกลาวในบทที่ 3 อัลกอริทึมที่ 3 มีขอเสียที่สําคัญเนื่องจากไมสามารถ
กําหนดสามเหลี่ยมขนาดเล็กที่ใกลเคียงกัน สําหรับบริเวณที่มีคล่ืนช็อกมากกวาหนึ่งและมีความ
แข็งแรงไมเทากัน และเมื่อเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมที่ 4 ดังในรูปที่ 7.10(จ) และจาก
อัลกอริทึมที่ 3 ดังในรูปที่ 3.12 จะเห็นวาภาพเสนชั้นของคาความหนาแนนในรูปที่ 7.10(จ) มีขนาด
บางกวาและคมชัดกวาในรูปที่ 3.12 ซ่ึงสามารถแสดงศักยภาพของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดที่นําเสนอไดเปนอยางดี   

สวนรูปที่ 7.11 แสดงเสนกราฟของคาความหนาแนนและความดันที่ตําแหนง 
 ซ่ึงจะเห็นวาผลลัพธที่ไดมีความแมนยําสูงมาก โดยที่สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได

และวิธี RoeVLPA ในระดับความแมนยําอันดับสอง สามารถจับคล่ืนช็อกตกกระทบไดภายใน 3 จุด
ตอ (2 ปริมาตรควบคุม) และจับคล่ืนช็อกสะทอนไดภายใน 2 จุดตอ (1 ปริมาตรควบคุม) ซ่ึงนับวา

[ ] 5.0,4,1 =∈ yx
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เปนผลลัพธที่มีความถูกตองแมนยําสูงมากสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม เมื่อ
เปรียบเทียบกับการใชปริมาตรควบคุมสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบขางตน  ปริมาตรควบคุม
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดจะมีประสิทธิภาพที่ดีกวา 

(ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 และเสนชั้นความหนาแนน 

(ก) ตาขายเริ่มตนและเสนชัน้ความหนาแนน 

(ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1 และเสนชั้นความหนาแนน 

(ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3 และเสนชั้นความหนาแนน 

(จ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 4 และเสนชั้นความหนาแนน 

 

รูปที่ 7.10  ตาขายแบบปรับตัวไดและเสนชั้นความหนาแนนคํานวณดวยระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง 
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รูปที่ 7.11  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง 

7.4  การประยกุตกับปญหาทีมี่ความซับซอน 

สําหรับปญหาตัวอยางที่นํามาใชในการทดสอบเสถียรภาพ และประสิทธิภาพของ
กระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและวิธี RoeVLPA ที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยนี้ เปน
ปญหาในสองมิติที่มีความซับซอนมากกวาปญหาในหัวขอที่แลว และมักกอใหเกิดปรากฏการณ
ของการไหลที่มีความซับซอน ดังนั้นในการตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจาการคํานวณ
อาจตองอาศัยการเปรียบเทียบกับผลการทดลอง (ในกรณีที่มีผลการทดลอง) และในบางกรณีอาจใช
วิธีการเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีอ่ืนที่แตกตางออกไป หรือเปรียบเทียบกับ
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ผลลัพธที่ถูกนําเสนอโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ โดยปญหาที่นํามาทดสอบประกอบดวยปญหาการไหล
ทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว บนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบและ
แบบไรระเบียบและมีการปรับตัวได 

7.4.1  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 2 ผานชองแคบทํามมุ 15o

ปญหาการไหลหมายเลขมัค 2 ผานชองแคบทํามุม 15o (Mach 2 flow in a 15o 
channel) [47] เปนปญหาที่กําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 2 เทา วิ่งผานภายในพื้นที่ของ
ชองแคบทํามุม 15o  จากซายมาขวามือดังปรากฏในรูปที่ 7.12 โดยจะกอใหเกิดคลื่นช็อกและคลื่น
ขยายไปพรอมกัน โดยคลื่นช็อกตกกระทบกับผนังดานบนของชองแคบไดกอใหเกิดปรากฏการณ
การสะทอนของมัค (Mach Reflection) [72] และนอกจากนี้ยังเปนปญหาที่แสดงใหเห็น
ปรากฏการณการตกกระทบซึ่งกันและกันระหวางคลื่นช็อกสะทอนและคลื่นขยาย 

1.0 

2.0 
3.0 

0.5 

15o

M = 2 

 

รูปที่ 7.12  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 2 ผานชองแคบทํามุม 15o

รูปที่ 7.13 และ 7.14 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับหนึ่งบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดครั้งสุดทายตามลําดับ เมื่อสังเกตจากลักษณะของ
เสนชั้นของความหนาแนน ความดัน และหมายเลขมัค สามารถเห็นความแตกตางของความคมชัด
ของคลื่นช็อกอยางชัดเจน ดังนั้นวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดจึงมีความสําคัญสําหรับการ
แกปญหาการไหลแบบอัดตัวที่ความเร็วสูง เพราะการวางปริมาตรควบคุมขนาดเล็กลงในบริเวณที่
เกิดความไมตอเนื่องไดอยางถูกตองและเหมาะสม นอกจากชวยใหเกิดการประหยัดจํานวนปริมาตร
ควบคุมที่ตองใชในการคํานวณเพื่อใหไดความคมชัดของคลื่นช็อกเทา ๆ กันแลว ยังชวยใหการ
คํานวณมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น แตอยางไรก็ตามดังที่เคยกลาวมาแลวขางตน การคํานวณดวย
ระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง ถึงแมวาการประยุกตใชวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได
สามารถใหผลลัพธที่มีความคมชัดมากขึ้น แตอาจจะไมไดชวยเพิ่มความถูกตองของผลลัพธ ดังนั้น 
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จึงควรที่จะทําการทดสอบปญหาเดียวกันนี้กับการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองอีกครั้ง 
เพื่อใหมั่นใจไดวาผลลัพธที่ไดมีความถูกตองอยางแทจริง 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.13  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดบัหนึ่ง 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นขหมายเลขมัค  

รูปที่ 7.14  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง 

รูปที่ 7.15 และ 7.16 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับสองบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดครั้งสุดทายตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบระหวางรูป
ที่ 7.14 และ 7.16 จะเห็นวาผลลัพธจากคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองแสดงใหเห็นถึง
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ปรากฏการณการสะทอนของมัค ซ่ึงจากการคํานวณพบวาปรากฏการณการสะทอนของมัคจะ
ปรากฏเมื่อมุมยกระดับเกินกวา 12.9o และในกรณีนี้มุมยกระดับเทากับ 15o แสดงวาผลลัพธจาก
คํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองมีความถูกตองมากกวาที่ไดจากการคํานวณดวยระดับ
ความแมนยําอันดับสอง 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.15  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดบัสอง 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.16  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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7.4.2  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 3 ผานชองลูเขาและลูออก 

ปญหาการไหลหมายเลขมัค 3 ผานชองลูเขาและลูออก (Mach 3 flow in a 
divergent-convergent channel) [48] เปนปญหาที่กําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 3 เทา วิ่ง
ผานภายในพื้นที่ของชองแคบลูเขาและลูออกจากซายมาขวามือดังปรากฏในรูปที่ 7.17 โดยจะ
กอใหเกิดคล่ืนช็อกและคลื่นขยายที่ซับซอนไปพรอม ๆ กัน  

0.0200 0.0300 
0.0172 
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0.1056 
0.1559 

0.2415 
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รูปที่ 7.17  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 3 ผานชองลูเขาและลูออก 

รูปที่ 7.18 และ 7.19 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับหนึ่งบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดครั้งสุดทายตามลําดับ เมื่อสังเกตจากลักษณะของ
เสนชั้นของความหนาแนน ความดัน และหมายเลขมัค สามารถเห็นความแตกตางของความคมชัด
ของคลื่นช็อกอยางชัดเจน โดยเฉพาะอยางยิ่งคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดานปลายของชองลูออก 
ซ่ึงเปนคลื่นช็อกที่มีพลังงานต่ํากวาคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดานตนของชองลูเขา ถาหาก
ปริมาตรควบคุมมีขนาดไมเล็กเพียงพอก็จะไมสามารถใหผลลัพธที่สามารถแสดงคลื่นช็อกสะทอน
จากขอบลางดานปลายของชองลูออกไดอยางชัดเจน เชนเดียวกับคลื่นสะทอนจากขอบบนดาน
ปลายของชองลูออกอันเปนผลเนื่องมาจากการตกกระทบกับผนังดานบนของคลื่นขยายที่เกิดจาก
ขอบลางดานตนของชองลูออก  ดังนั้นจึงเปนอีกตัวอยางที่ยืนยันถึงความสําคัญของวิธีการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดสําหรับการแกปญหาการไหลแบบอัดตัวที่ความเร็วสูง แตอยางไรก็ตาม
ดังที่เคยกลาวมาแลวขางตน เมื่อพิจารณาจากตาขายหลังปรับตัวไดคร้ังสุดทายดังที่แสดงในรูปที่ 
7.19(ก) จะเห็นวาสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตามแนวคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดานปลายของ
ชองลูออก มีขนาดโตขึ้นตามทิศทางการไหลของของไหลแทนที่จะมีขนาดเล็กอยางสม่ําเสมอตลอด
แนวของคลื่นช็อกสะทอนดังกลาว ซ่ึงสงผลใหความคมชัดของแนวคลื่นช็อกสะทอนลดนอยลง
เชนกัน ทั้งนี้เนื่องจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่งใหผลลัพธที่มีการกระจายเชิง
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ตัวเลขสูงเกินไป และสามารถพิสูจนไดโดยการเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวย
ระดับความแมนยําอันดับสองดังแสดงในรูปที่ 7.20 และ 7.21 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.18  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดับหนึง่ 

รูปที่ 7.20 และ 7.21 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับสองบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทายตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบเสนชั้นของ
ผลลัพธดังที่ถูกแสดงในรูปที่ 7.18 และ 7.19 จะเห็นไดวาเสนชั้นของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
ดวยระดับความแมนยําอันดับสองมีความคมชัดมากกวา โดยเฉพาะคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลาง
ดานปลายของชองลูออก โดยปรากฏเปนเสนตรงที่มีความบางและคมชัดมากกวาที่ปรากฏในรูปที่ 
7.19 ซ่ึงสอดคลองกับการที่สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตามแนวคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดาน
ปลายของชองลูออก มีขนาดเล็กคอนขางสม่ําเสมอตลอดแนวของคลื่นช็อกสะทอนดังกลาว แสดง
ใหเห็นวาวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและวิธี RoeVLPA ที่นําเสนอสามารถที่จะนํามา
ประยุกตใชงานรวมกัน สําหรับแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน
สภาวะคงตัวไดเปนอยางดี สวนการแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน
สภาวะไมคงตัวจะไดกลาวถึงในเนื้อหาสวนถัดไป 



 

110 

 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค  

รูปที่ 7.19  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.20  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค  

รูปที่ 7.21  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 

7.4.3  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 1.4 ผานผนงันนู 4% 

ปญหาการไหลหมายเลขมัค 1.4 ผานผนังนูน 4% (Mach 1.4 flow past a 4% 
bump) [34,73] เปนปญหาที่กําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 1.4 เทา วิ่งผานผานผนังนูน 4% 
ดังปรากฏในรูปที่ 7.22 โดยจะกอใหเกิดการชนกันของคลื่นช็อกและที่ซับซอน  

M = 1.4 
1.0 

1.0 1.0 1.0 
x 

y 

 

รูปที่ 7.22  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 1.4 ผานผนังนนู 4% 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนนไดจากตาขายเริม่ตน 

(ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นความหนาแนนไดจากตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 
 

รูปที่ 7.23  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 1.4 ผานผนังนูน 4% 
  บนตาขายปรบัตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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จากตัวอยางที่ผาน ๆ มาขางตนไดแสดงใหเห็นถึงขอดอยของผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง ดังนั้น การแกปญหาตัวอยางนับแตนี้เปนตนไปจะ
นําเสนอเฉพาะผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองเทานั้น โดยรูปที่ 7.23 
แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองบนตาขายเริ่มตนและตาขาย
ภายหลังการปรับตัวครั้งสุดทาย เนื่องจากลักษณะของเสนชั้นของความหนาแนนและความดันของ
ปญหานี้มีลักษณะคลายคลึงกันมาก จึงเลือกที่จะนําเสนอเฉพาะเสนชั้นของหนาแนนเทานั้น และ
เมื่อสังเกตจากลักษณะของเสนชั้นของความหนาแนน สามารถเห็นไดวาลักษณะของคลื่นช็อกที่
ปรากฏไมวาจะเปนคล่ืนช็อกตกกระทบ  คล่ืนช็อกสะทอน  การสะทอนของมัค หรือการมี
ปฏิสัมพันธกันระหวางคล่ืนช็อกมีความคมชัดและชัดเจนมาก และเปนอีกหนึ่งตัวอยางที่ยืนยันถึง
ความสําคัญของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดสําหรับการแกปญหาการไหลแบบอัดตัวท่ี
ความเร็วสูง และเพื่อเปนการตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ รูปที่ 7.24 
แสดงเสนกราฟของความหนาแนนตลอดแนวผนังดานบนของโดเมน  ( [ ] 0.1,3,0 =∈ yx ) 
เปรียบเทียบกับผลลัพธจากเอกสารอางอิง [73] ซ่ึงเปนคํานวณโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
บนเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียม ซ่ึงผลลัพธที่ไดมีความใกลเคียงกันมาก แตเสนช็อกที่ไดจากวิธี RoeVLPA 
มีความคมชัดและถูกตองมากกวา 
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วิธี RoeVLPA 
จากเอกสารอางอิง [73] 

รูปที่ 7.24  การเปรียบเทียบคาความหนาแนนตลอดผนังบนของปญหาการไหล 
  หมายเลขมัค 1.4 ผานผนังนนู 4% กับระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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7.4.4  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o  

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o (Diffraction of a Mach 2 shock over a 
90o corner) [47,48,74] เปนปญหาที่เหมือนกับที่ไดอธิบายในหัวขอ 6.1.2 และใชโดเมน เดียวกับที่
ปรากฏในรูปที่ 6.4 โดยกําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จาก
ดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อคล่ืนช็อกตั้งฉากเคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 องศา ก็จะเกิด
การกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุมหัก โดยเกิดการเปลี่ยนรูปของคลื่นช็อกตั้งฉาก ซ่ึงกอใหเกิด
คล่ืนช็อก คล่ืนขยาย ผิวสัมผัสไมตอเนื่องและการหมุนตัวของเสนตรีม (streamline) จนเกิด
ปรากฏการณวอเท็กซ (vortex)  

รูปที่ 7.25 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน 
โดยเมื่อพิจารณาจากภาพที่ 7.25(จ) ซ่ึงแสดงผลลัพธที่เวลา 0.5 จะเห็นวา คล่ืนช็อกตกกระทบ (A) 
ยังคงรูปในสวนบนของโดเมนและเคลื่อนที่มาทางดานขวา สวนดานลางของคลื่นช็อกตกกระทบ
ไดเปลี่ยนรูปเปนคล่ืนช็อกกระจาย (diffracted shock, B) และขณะเดียวกันสถานะการไหลที่
เคลื่อนที่สูทิศตนน้ําก็ปรากฏเปนคลื่นขยายสะทอนกลับ (reflected expansion wave, C) ซ่ึงการ
ขยายตัวของคลื่นขยายสะทอนกลับไดกอใหเกิดเสนสตรีมแยกออกมา (separation streamline, D) 
และคลื่นช็อกดานหลัง (rearward-facing shock wave, E) เปนสวนที่เกิดขึ้นเพื่อใหเกิดความเชื่อมตอ
ระหวางคลื่นขยายและคลื่นช็อกกระจาย และเสนสตรีมไดเกิดการมวนตัวเปนวอเท็กซ (vortex, F) 
โดยถาหากหมายเลขมัคของคลื่นช็อกตกกระทบสูงเพียงพอ ปรากฏการณวอเท็กซก็จะไมปรากฏให
เห็นอยางชัดเจนอีกตอไป 

7.4.5  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5.09 ผานมุม 90o

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5.09 ผานมุม 90o (Diffraction of a Mach 5.09 shock 
over a 90o corner) [47,48,74] เปนปญหาคลายกับที่อธิบายในหัวขอ 7.45 แตกําหนดคลื่นช็อกตั้ง
ฉากหมายเลขมัค 5.09 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ รูปที่ 7.26 แสดงเสนชั้นของความ
หนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน โดยเมื่อพิจารณาจากภาพที่ 7.26(จ) ซ่ึงแสดงผลลัพธ
ที่เวลา 0.25 จะเห็นวาปรากฏการณวอเท็กซไมปรากฏอยางชัดเจนเมื่อเปรียบเทียบกับปญหาที่แลว 
แตปรากฏการณของผิวสัมผัสไมตอเนื่องหรือสามารถเรียกอีกชื่อวาแผนวอเท็กซ (contact 
surface/vortex sheet, G) ปรากฏขึ้นอยางชัดเจนบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกกระจาย (B) เพื่อแยก
สวนของการไหลเนื่องจากคลื่นช็อกกระจาย (B) ออกจากคลื่นช็อกตกกระทบ (A) 
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(ก) t = 0.1 (ข) t = 0.2 

(ค) t = 0.3 (ง) t = 0.4 

(จ) t = 0.5 

A 

B 

C 

D E 

F 

 

รูปที่ 7.25  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o

  บนตาขายแบบมีระเบียบดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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(ก) t = 0.01 (ข) t = 0.10 

(ค) t = 0.15 (ง) t = 0.20 

(จ) t = 0.25 
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G 

 

รูปที่ 7.26  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5.09 ผานมุม 90o

  บนตาขายแบบมีระเบียบดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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7.4.6  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ (Mach 2 shock reflection 
over a wedge) [47,75] เปนปญหาที่กําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 2 
เคล่ือนที่จากดานซายมายังดานขวามือดังแสดงในรูปที่ 7.27 สําหรับปญหานี้จะถูกใชในการทดสอบ
ประสิทธิภาพของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได เนื่องจากเปนปญหาที่มีความซับซอนและ
เกิดปรากฏการณคล่ืนช็อกที่มีพฤติกรรมแตกตางกันมาก [54] และถาหากวิธีการสรางสามเหลี่ยม
แบบปรับตัวไดและระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการแกปญหาไมมีประสิทธิภาพ ก็จะไมสามารถจับ
คล่ืนช็อกตาง ๆ ของปญหาไดอยางถูกตอง 

1.00 

0.25 0.75 

46o
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รูปที่ 7.27  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

รูปที่ 7.28 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน 
โดยเมื่อพิจารณาจากภาพที่ 7.28(ง) ซ่ึงแสดงผลลัพธที่เวลา t = 0.017 จะเห็นวาคล่ืนช็อกตกกระทบ 
(incident shock, i) ปรากฏเปนเสนตรงในแนวตั้งอยางชัดเจนและไมปรากฏการแตกกระจายของ
เสนช็อกตรงบริเวณดานบนของโดเมน ขณะเดียวกันกานมัค (Mach stem, m) ก็ปรากฏเปนเสนตรง
ในแนวตั้งฉากกับพื้นระนาบยกระดับอยางชัดเจน และไมปรากฏปรากฏการณโปงนูนใหเห็น สวน
คล่ืนช็อกสะทอนกลับ (reflected shock, r) ก็ปรากฏเปนเสนโคงที่ชัดเจนเชนกัน สวนเสนสตรีม
แบงพื้นที่การไหล (slipstream, s) อาจจะไมสามารถแสดงไดอยางชัดเจนดวยเสนชั้นของความ
หนาแนน แตจะปรากฏอยางเดนชัดเมื่อใชเทคนิคการแสดงภาพ Shadowgraph ดังแสดงในรูปที่ 
7.29 ซ่ึงเห็นไดวาลักษณะของผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกับผลลัพธจากการทดลองที่ปรากฏใน
เอกสารอางอิง [75] 
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(ก) t = 0.0010 

(ข) t = 0.0045 

(ค) t = 0.0150 

(ง) t = 0.0170 
 

รูปที่ 7.28  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 
  บนตาขายแบบปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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(ก) ผลการทดลอง [75] 

(ข) วิธี RoeVLPA 
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รูปที่ 7.29  การเปรียบเทียบรูป shadowgraph จากการทดลองและการคํานวณของ 
  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ ที่เวลา t = 0.017 

 

 



บทที่  8 
บทสรุป ปญหาท่ีพบและขอเสนอแนะ 

 

การวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะ
คงตัวและไมคงตัว ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอรสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรง
สามเหลี่ยม และการประมาณปริมาณฟลักซดวยวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว พรอมกับการ
ประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดโดยอัตโนมัติดังที่กลาวมาแลวในบทที่ผาน ๆ มา 
สามารถสรุปประเด็นสําคัญ ตลอดจนปญหาที่พบและขอเสนอแนะสําหรับการวิจัยในอนาคต 
ดังตอไปนี้ 

 

8.1  บทสรุป 

วิทยานิพนธนี้ทําการศึกษาเรื่องการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว โดยการประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดโดยอัตโนมัติเขากับปญหาที่ทําการวิเคราะห ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร   
สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม และการประมาณปริมาณฟลักซ
ที่ไดจากการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร จะใชวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ
ของโรว  (Roe’s flux-difference splitting scheme) ซ่ึงเปนวิธีที่ใหความแมนยําสูงโดยเฉพาะความ
แมนยําของผลลัพธในบริเวณที่เกิดผิวสัมผัสไมตอเนื่อง สวนการคํานวณหาชวงเวลา (time step) ที่
เหมาะสม  สําหรับการแกระบบสมการออยเลอรในสองมิติเชิงตัวเลขดวยวิธีแบบชัดแจง (explicit 
method) อยางมีเสถียรภาพ ไดประยุกตจากวิธีที่นําเสนอโดยลินเดอรและโรว (Linde and Roe) และ
เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยําสูง การแบงพื้นที่และเวลาอันดับสอง (second order spatial and 
temporal discretization) ภายใตแนวคิดของการฉายสถานะของการไหลจากจุดศูนยถวงของ
ปริมาตรควบคุมไปยังดานรวมของปริมาตรควบคุม จึงถูกนํามาประยุกตใชสําหรับปริมาตรควบคุม
รูปทรงสามเหลี่ยม  พรอมกันนั้นเพื่อใหระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีเสถียรภาพในการแกปญหาที่มี
ความซับซอนดวยความถูกตองแมนยําของการแบงพื้นที่และเวลาอันดับสอง จึงจําเปนตองนําเอาตัว
จํากัดขอบเขต (limiter) ที่นําเสนอโดย Vankatakrishnan มาประยุกตใชดวยกัน 

วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่นําเสนอในงานวิจัยนี้ เปนการปรับปรุง
ประสิทธิภาพจากงานกอนหนาของผูวิจัย [21] ดวยการปรับปรุงอัลกอริทึม AdaptiveRemeshing 
(อัลกอริทึมที่ 4) เสียใหม พรอม ๆ กับการนําเสนอฟงกชันการปรับขนาด (scaling function) เพื่อใช
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)( p

)( p

ในการแกไขขอบกพรองของตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดชนิดอนุพันธยอยอันดับที่สอง สําหรับ
ปญหาที่สามารถใหผลลัพธที่เกิดความไมตอเนื่องภายในโดเมน เชน คล่ืนช็อก เปนตน และจากการ
ทดสอบกับฟงกชันกําหนดขนาดเอลิเมนตตาง ๆ พบวาวิธีที่นําเสนอสามารถกําหนดขนาด
สามเหลี่ยมไดอยางถูกตอง และสามารถวางตําแหนงของสามเหลี่ยมขนาดเล็กไดอยางถูกตอง 
นอกจากนี้สามเหลี่ยมที่ไดยังคงเปนสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพสูง เพราะมีความใกลเคียงกับสามเหลี่ยม
ดานเทา ซ่ึงจะสงผลดีตอผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวถึงแมวาจะใหผลลัพธที่มีความแมนยําสูง เมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีอ่ืน ๆ แตก็ยังมีขอเสียอยูหลายประการ โดยเฉพาะอยางยิ่งขอเสียดานความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข ดังที่ไดแสดงในบทที่ 6 ที่ผานมา สามารถสรุปไดวาความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว สามารถแบงออกไดเปน 2 กลุมหลัก ๆ คือ กลุม
แรกเปนความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติหรือผลลัพธที่ได
ไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซดังที่กลาวมาแลวในบทที่ 4 โดยสามารถกอใหเกิดความ
เปนไปไดใน 2 กรณี กรณีแรกเกิดคล่ืนช็อกขยาย (expansion shock) หรือกรณีที่สองกระบวนการ
แกปญหาลูออก (diverge) และทําใหสถานะของการไหล เชน คาความหนาแนนหรือคาความดัน
นอยกวาศูนย เปนตน  สวนกลุมที่สองเปนความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปน
จริงในทางปฎิบัติแตยังคงเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ เชน การเกิดปรากฏการณโปงนูน 
(carbuncle phenomena) เปนตน จากนั้นตัวอยางปญหาที่สามารถกอใหเกิดความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขทั้งสองกลุมไดถูกนํามาทดสอบกับวิธี RoeVL, RosSA และ RoePA ซ่ึงเปนวิธีที่ถูกนําเสนอ
โดยนักวิจัยในอดีตสําหรับใชแกไขปญหาดังกลาว และจากการทดสอพบวาแตละวิธีที่กลาวถึงไม
สามารถที่จะแกไขปญหาที่เกิดขึ้นกับทุก ๆ กรณีที่นํามาทดสอบ ดังนั้น ผูวิจัยจึงไดนําเสนอวิธี 
RoeVLPA ซ่ึงจากการทดสอบกับปญหาตาง ๆ พบวาสามารถแกไขปญหาที่เกิดขึ้นกับทุก ๆ กรณีที่
นํามาทดสอบ 

เมื่อทําการวิเคราะหถึงที่มาของปญหาโดยอาศัยแนวคิดของหลิว (Liou) ที่ไดตั้ง
ข อ สั ง เกตไว ว า  ระ เบี ยบวิ ธี เ ชิ งตั ว เ ลขใดก็ ต ามที่ ให ผล ลัพธ ในสมการอนุ รั กษมวล 

 สําหรับทุก ๆ M  เมื่อทําการคํานวณที่เวลามากขึ้นไป ความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลข เชน ปรากฏการณโปงนูน สามารถที่จะเกิดขึ้นมาได ในทางกลับกันถาหากระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขใดก็ตามที่ใหผลลัพธในสมการอนุรักษมวล  สําหรับทุก ๆ M  ระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขสามารถที่จะมีเสถียรภาพมากพอที่จะไมกอใหเกิดความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข พบวา
วิธี RoeVLPA ที่ไดนําเสนอสอดคลองกับผลการวิเคราะหตามแนวคิดของหลิวเปนอยางดี และ
สอดคลองกับผลการทดสอบเชิงตัวเลขกับปญหาตาง ๆ ดังที่นําเสนอในบทที่ 6 

0),( ≠RL UUD

0),( =RL UUD
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สุดทายจึงทําการทดสอบความถูกตองและความมีเสถียรภาพ ของกระบวนการที่
นําเสนอโดยการผสมผสานการประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดโดยอัตโนมัติเขากับ
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร   สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรง
สามเหลี่ยม และการประมาณปริมาณฟลักซดวยวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว เพื่อการ
วิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว 
พบวา หลาย ๆ ปญหาไดใหผลลัพธที่สอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง และสําหรับปญหาที่มีความ
ซับซอนและไมมีผลเฉลยแมนตรง วิธีที่นําเสนอก็สามารถใหผลลัพธที่คอนขางแมนยําเมื่อ
เปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากการทดลอง 

 

8.2  ปญหาท่ีพบ 

สําหรับปญหาที่พบในขณะดําเนินการวิจัย สามารถแบงออกไดเปน 2 ประเด็น
ดังนี้ ประเด็นแรก เปนปญหาเกี่ยวกับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ถึงแมวาวิธีที่นําเสนอ
จะใหผลลัพธเปนที่นาพอใจ และสามารถประยุกตใชกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการแกไขปญหาได
เปนอยางดี แตก็ยังมีจุดออนในหลายประเด็น เชน การที่ไมสามารถกําหนดคาพารามิเตอรบางตัว 
เชน , , minh maxh minχ  หรือ maxχ  เปนตน ไดอยางอัตโนมัติ จึงสงผลใหการใชงานอาจจะประสบ
กับความยุงยากสําหรับผูใชที่ขาดประสบการณ หรือการที่จําเปนตองทําการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดหลาย ๆ คร้ัง เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความถูกตองและสามารถแสดงผลไดอยางคมชัด ซ่ึง
ความจําเปนดังกลาวทําใหตองเสียเวลาพอสมควรกับการแกไขปญหาในแตละครั้ง โดยเฉพาะอยาง
ยิ่งเมื่อนํามาใชแกปญหาการไหลในสภาวะไมคงตัว และถาหากปญหามีขนาดใหญอาจจะตองใช
เวลาในการประมวลผลคอนขางมากทีเดียว 

ประเด็นที่สอง เปนปญหาเกี่ยวกับการแกไขความไรเสถียรภาพของวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรว ถึงแมวาวิธี RoeVLPA ที่นําเสนอจะสามารถแกไขปญหาตัวอยางที่
นําเสนอโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ ไดทั้งหมดและสามารถนําไปประยุกตใชงานกับปญหาที่มีความ
ซับซอนจํานวนมากก็ตาม แตในทางทฤษฎีถึงแมเราจะสามารถพิสูจนการเพิ่มปริมาณการกระจาย 
(dissipation) ที่กําหนดใหกับวิธี RoeVLPA เปนการกระทําที่ถูกตอง แตไมสามารถพิสูจนไดอยาง
ชัดเจนวาปริมาณการกระจาย (dissipation) ที่กําหนดใหกับวิธี RoeVLPA นั้นเปนปริมาณที่
เหมาะสมหรือไม ดังนั้น จึงไมอาจสรุปไดอยางสมบูรณแบบวาวิธี RoeVLPA สามารถใชไดผลกับ
ทุก ๆ กรณีของการไหล 
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ดังนั้น ขอจํากัดที่พบใน 2 ประเด็นขางตน จึงควรที่จะไดรับการวิจัยเพิ่มเติม เพื่อ
กอใหเกิดความสมบูรณแบบกับระเบียบวิธีที่นําเสนอ และใหสามารถมั่นใจไดวากระบวนการ
แกปญหาดังกลาวสามารถประยุกตใชไดผลกับทุก ๆ กรณีของการไหลอยางมีเสถียรภาพ 

 

8.3  ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 

ดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอท่ี 8.2 ขอจํากัดที่พบใน 2 ประเด็นขางตน ยังคงเปน
ประเด็นที่นาสนใจและควรที่จะไดรับการวิจัยเพิ่มเติม นอกจากนี้ถาหากกลับไปพิจารณาจากรูปที่ 
7.8 ของปญหาในหัวขอ 7.3.3 สามารถสังเกตไดวามีการสั่นของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเกิดขึ้น
เฉพาะบริเวณแคบ ๆ ดานหลังของเสนช็อก แสดงวาวิธี RoeVLPA ที่นําเสนอไมสามารถแกไข
ปญหาการสั่นของผลลัพธ ซ่ึงผลกระทบของการสั่นของผลลัพธการคํานวณดังกลาวจะปรากฏ
ชัดเจนเมื่อนําวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวไปใชแกปญหาการไหลแบบหนืดแตมีการอัดตัว
ที่ความเร็วสูง โดยเฉพาะผลกระทบตอผลลัพธในพื้นที่ขอบชั้นของการไหล ดังนั้น จึงเปนอีก
ประเด็นที่นาสนใจ โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อตองการนําวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวไปใช
แกปญหาการไหลแบบหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง ซ่ึงเปนปญหาที่มีความใกลเคียงกับ
พฤติกรรมการไหลของของไหลในธรรมชาติมากกวาปญหาการไหลแบบไมหนืด 
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