
บทที่ 2
ทฤษฎีการวิเคราะห์เชิงสถิต

การว ิเคราะห ์เช ิงสถ ิต  ( Static Analysis )

การํวิเคราะห์เชิงสถิตคือกา?วิเคราะห์หาการกระจัดและแรงภายในของโครงสร้างภายใต้ 

แรงกระทำคงที่ชึ่งเขียนในรูปความสัมพันธ์

พ = [ K k W  (2.1)

โดยท่ี พ , {X! คือเวคเตอร์ของแรงกระทำและการเปลี่ยนตำแหน่ง

[K L  คือเมตริกซ์ลติฟเนสของโครงสร้าง

2.1 การส ังเคราะห ์เมตร ิกซ ์สต ิฟ เนส ( Stiffness Matrix )

จากความสัมพันธ์สมการที่ 2.1 ในการวิเคราะห์เชิงสถิตต้องสร้างเมตริกซ์สติฟเนสของ 

โครงสร้าง จากการรวมเมตริกซ์ลติฟเนลของชิ้นส่วนซึ่งในห์วข้อนี้จะอธิบายการสังเคราะห์เมตริกซ์ 

สติฟเนสของคานและเลา

การสังเคราะห์เมตริกซ์สติฟเนสของชิ้นส่วนที่อยู่ในช่วงอีลาสติก สามารถสังเคราะห์จาก 

หสักการของงานสมมติ (Virtual Work ) คืองานสมมติเนื่องจากแรงภายนอกเท่ากับพสังงาน 

ความเครียดสมมติ ( Virtual Stain Energy )

s VJ = 8  บ  ( 2 . 2 )

โดยท่ี ร  พ  คืองานสมมติเนื่องจากแรงภายนอก

ร  บ คือพลังงานความเครียดสมมติ (Virtual Strain Energy )

งานสมมติเนื่องจากแรงภายนอกคือผลคูณของการกระจัดสมมติที่จุดต่อของโครงสร้างกับแรงภาย 

นอกกระทำที่จุดต่อของโครงสร้าง สามารถเขียนได้ดังนี้

S V J = ร นTR (2.3)
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โดยท่ี ก ั นT คือการกระจัดสมมติของจุดต่อของโครงสร้าง ( Virtual Nodal

Displacements )

R คือแรงภายนอก (External Nodal Forces )

พลังงานความเด่รียดสมมติ ( Virtual Strain Energy ) คือผลคูณของค่าความเค้นและ 

ความเครียดสมมติแสดงดังนี้

ก ับ = โ ก ั£ Tcrdv (2.4)

โดยท่ี a  คือค่าความเค้น ( Stress )

ก ั ร คือค่าความเครียดสมมติ (Virtual strain )

ซึ่งค่าความเค้น และค่าความเครียดมีความสัมพันธ์กับค่าการกระจัดสมมติที่จุดต่อของโครงสร้าง

และค่าความเครียด ( strain )

ก ั* = N' กัน (2.5)

(7  =  De (2.6)

แทนค่า Se 1 or ในสมการที่ (2.4) ได้

กับ = กันtJv(n,t)(dN ')dvu (2.7)

แทนค่างานสมมติเนื่องจากแรงภายนอก (2.3 ) และพลังงานความเครียดสมมติ (2.7 ) ในสมการ 

ท่ี (2.2 ) ได้

ก ัน tJv(n,t)(dN ')dvu = ก ัน t R (2.8)

ดังนั้นเมตรีกซ์ลติฟเนสของชิ้นส่วนคือ

Ke = Jv(n,t)(dn' )dv (2.9)
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พิจารณาการสังเคราะห์เมตรกซ์สติฟเ'นลของคาน โดยสมมติคานมีฟังก์ชันรูปร่าง 
( Shape Function) เป็นพหุน'ามกำลังสาม ( Cubic Polynomial )โดยท่ีฟังก์ชันรูปร่าง ทสมมติต้อง 
เป็นฟังก์ชันมีรูปร่างท่ีเหมาะสมและท่ีจุดต่อของโครงสร้างท่ีเซ่ึอมระหว่างชินส่วนต้องมีควานต่อ 
เน่ือง (Compatibility )

Ay

A น1

X *•

L >

รูปท่ี 2.1 พิกัดของคาน

กำหนดให้ น(x)คือการกระจัดสามัญ ( Generic Displacement ) ของช้ินส่วนแสดงดังรูปท่ี 2.1 
ซ่ึงเขียนอยู่ในรูปน1 (x) 1 น2(x)ได้

* > - { ; &  (2,0)

สมมติคานมีฟังช่ันรูปร่างเป็นพทุนามกำลังลาม

น1 (x) = ax + a 2x + a3x 2 + a 4x 3 (2.11)

ดังน้ันมุมหมุนเน่ืองจากโมเมนต์น2 (x)

บ2 พ  = —r ^  = a 2 +2a,x + 3a4x2 ( 2 . 1 2 )dx

ซ่ึงสามารถเขียนในรูปเมตริกซ์ดังน้ี
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{น(x)}= [f(x)] {ล}

โดยท่ี 1 X X2 
0 ไ 2X

X3
3 x 2

พ

(2.13)

หาการกระจัดท่ีจุดต่อท่ีตำแหน่ง x = 0 และ L โดยแทนค่าใน [f(x>]

พ =[G&}

โดยท่ี

หรือ

1 0  0 
0 1 0  
1 L L2 
0 1 2L

0
0
L3

3L2

^}=[G-ๆพ

(2.14)

(2.15)

นำค่า แทนในสมการท่ี (2.8 )

Mx)}=[f(x)][G-1]fj} หรือ {น} =[NT]$j} (2.16)
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จากความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการกระจัดของคาน

d2Ui(x)
£x = - y

โดยท่ี
dx2 (2.17)

y คือระยะจากแกนสมดุลของคาน
หรือ

ร =
d2x

y ^ - T  0dx t a Mta *=TU(X) (2.18)

ดังน้ันลามารถเขียนความสัมพันธ์ความเครียดกับการกระจัดท่ีจุดต่อเป็น

ร พ  = [t ]Nt U = N'U = bu (2.19)

แทนค่าความเครียดและความเครียดสมมติในสมการท่ี (2.4) ดังน้ันเมตริกซ์ลติฟเนลของคานได้

K 8 = |N "t D N'dv = jB TDBdv (2.20)

Ke =

12 6L - 1 2 6L
Hz 6L 4L2 - 6 L 2L2
L3 12 - 6 L 12 -  6L

6L 2L2 - 6 L 4L2
(2 .21)
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ในกรณีของเสามีการคิดแรงในแนวแกน เมตริกซ์สติฟเนสของชิ้นส่วนจึงรวมสติฟเนลใน

แนวแกนเพ่ิมข้ึนในสติฟเนสของคานซ่ึงสามารถเขียนดังนี้ [ Chopra ]
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2.2 การรวมเมตริกซ์สติฟเนส

ในขั้นตอนนี้จะนำเมตริกซ์สติฟเนลของชิ้นส่วนของโครงสร้างทั้งหมดมารวมกันเป็น 

เมตริกซ์สติฟเนสของโครงสร้าง โดยตำแหน่งของสติฟเนสเมตริกซ์ของชิ้นส่วนที่นำมารวมใน 

เมตริกซ์ของโครงสร้างต้องมีความลอดคล้องกัน กล่าวคืออยู่ในตำแหน่งของระดับขั้นความเสริ 

( Degree of Freedom ) ของชิ้นส่วนตรงกับในระบบแกนพิกัดทั้วไปหลังจากรวมทุกส่วนของโครง 

สร้าง จึงลามารถสร้างสมการสมดุลสถิตของโครงสร้างได้ดังนี้

{pM k L M  (2.23)

โดยท่ี {P} , {X} คือเวกเตอร์ของแรงกระทำและการเปลี่ยนตำแหน่งในระบบแกน 

พิกัดท่ัว'ไป

[K L  คือเมตริกซ์สติฟเนลของโครงสร้างในระบบแกนพิกัดทั่ว'ไป
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2.3 การแก้สมการเซิงสถิต

ในการแก้สมการเชิงสถิตจะแยกการกระจัดท่ีทราบค่าและการกระจัดที'ไม่ทราบค่า

โดยท่ี
xu ,pu 
xn ,p„

คือการกระจัดและแรงท่ีไม่ทราบค่า 
คือการกระจัดและแรงท่ีทราบค่า

(2.24)

ดังน้ันเราจะแก้ลมการเชิงสถิตเพ่ือหาค่าการกระจัดไม่ทราบค่าและแรงท่ีไม่ทราบค่าได้

Xu =K-;(Pn - K unXn) (2.25)

Pu = K nuXu + K nnXn (2.26)
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