
บทท่ี 3

การควบคุมแบบโมเดลพรีดิกทีฟ

การควบคุม1ในกระบวนการที่มีความไม่เป็นเชิงเสันสูง ระบบที่ไม่มีสภาวะคงตัว ระบบที่ 
มีขอบเขตของตัวแปรปรับ เช่นกรณีของกระบวนการที่สนใจในงานวิจัยนี้ การควบคุมอุณหภูม ิ
ของเครื่องปฏิกรณ์เคมีพอลิเมอร๙แบบแบตซ์ กรณีเมื่อทำการควบคุมด้วยตัวควบคุมเชิงเสันพีไอดี 
ผลการควบคุมอุณหภูม ิของเครื่องปฏ ิกรณ ์ให ้ผลตอบสนองที่โอเวอร์ช ู๊ตท ี่ร ุนแรง เพราะการ 
คำนวณตัวแปรปรับไม,สามารถทำการควบคุม ได้ทันกับการเปลี่ยนแปลงของพฤติกรรมของ 
กระบวนการที่ไม่เป็นเชิงเสันสูง จึงเป็นที่มาของการควบคุมโดยอาศัยแบบจำลองโมเดลพรีคิกทีฟ 
ที่ใช้งานวิจัยนี้

บทนี้กล่าวถึงทฤษฎีการควบคุมแบบโมเดลพรีดิกทีฟ อัลกอริธึมและการประยุกต์ใช้การ 
ควบคุมโมเดลพรีดิกทีฟในงานวิจัยนี

3.1  ท ฤ ษ ฏ ี

จ า ก แ น ว ค ิด ก า ร ค ว บ ค ุม ก ร ะ บ ว น ก า ร ต ้อ ง ก า ร ใ ห ้ต ัว แ ป ร ค ว บ ค ุม ค ง ค ่า อ ย ู่ท ี่ค ่า ท ี่ต ้อ ง ก า ร  

ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ 'โ ม เด ล พ ร ีด ิก ท ีฟ  (M o d e l P re d ic tiv e  C o n tro l, M P C ) เป ็น เท ค น ิค ก า ร ค ว บ ค ุม ท ี่ 

อ า ศ ัย แ บ บ จ ำ ล อ ง ก ร ะ บ ว น ก า ร  ใ น ก า ร ท ำ น า ย พ ฤ ต ิก ร ร ม ข อ ง เอ า ท ์พ ุท ใ น อ น า ค ต  ก า ร ค ำ น ว ณ ค ่า ต ัว  

แ ป ร ป ร ับ ท ี่เ ห ม า ะ ส ม  อ า ศ ัย ก า ร อ อ ป ต ิไ ม ซ ์อ อ ป เจ ็ค ท ีฟ พ ีง ก ์ช ัน ซ ึ่ง เป ็น ผ ล ต ่า ง ข อ ง ค ่า เอ า ท ์พ ุท ท ี่ไ ด ้ 

จ า ก ก า ร ท ำ น า ย ก ับ ค ่า เซ ็ต พ อ ย ท ์ท ี่ต ้อ ง ก า ร  ซ ึ่ง อ ย ูใ น ร ูป แ บ บ ข อ ง ต ัว แ ป ร ป ร ับ แ ล ะ ต ัว แ ป ร ส เต ท ใ ห ้ม ี 

ค ่า ต ํ่า ส ุด  เป ็น ก า ร แ ก ้ป ิญ ห า ร ะ บ บ ค ว บ ค ุม อ อ ป ต ิม ัล อ อ น ไ ล น ์ ซ ึ่ง ส า ม า ร ถ เร ีย ก ไ ด ้ว ่า เป ็น ท ั้ง ต ัว ค ว บ  

ค ุม แ ล ะ อ อ ป ต ิไ ม เ ช อ ร ์โ ค ร ง ส ร ้า ง ข อ ง ก า ร ค ว บ ค ุม โ ม เ ด ล พ ร ีด ิก ท ีฟ น ี้แ ส ด ง ต ัง ร ูป ท ี่ 3.1

จ า ก แ ผ น ภ า พ ร ูป ท ี่ 3.1 ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ 'โ ม เด ล พ ร ีด ิก ท ีฟ จ ะ ท ำ ก า ร ค ว บ ค ุม ต ัว แ ป ร ค ว บ ค ุม  

ข อ ง ก ร ะ บ ว น ก า ร  (P la n t) ใ ห ้อ ย ู่ท ี่ค ่า ท ี่ต ้อ ง ก า ร ค ือ ค ่า เช ็ต พ อ ย ท ์ (S et P o in t) โ ด ย อ า ศ ัย ค ่า เบ ี่ย ง เบ น  

จ า ก ค ่า เซ ็ท พ อ ย ท ์ข อ ง ต ัว แ ป ร ค ว บ ค ุม ก ่อ น  (ซ ึ่ง อ ย ู่ใ น ร ูป ส ัญ ญ า ณ ข อ ง ต ัว แ ป ร ว ัด  แ ล ะ ค ่า เอ า ท ์พ ุท ท ี่ 

ไ ด ้จ า ก ก า ร ท ำ น า ย โ ด ย อ า ศ ัย แ บ บ จ ำ ล อ ง ก ร ะ บ ว น ก า ร  ก ับ ค ่า เซ ็ต พ อ ย ท ์ท ี่ต ้อ ง ก า ร )  เพ ื่อ น ำ ไ ป ค ำ น ว ณ  

ห า ต ัว แ ป ร ป ร ับ  (M a n ip u la te d  V a r ia b le )  ท ี่เ ห ม า ะ ส ม แ ล ะ ส อ ด ค ล ้อ ง ก ับ พ ฤ ต ิก ร ร ม ข อ ง ก ร ะ บ ว น ก า ร
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Set Point
x Sp

ร ูป ท ี่ 3.1 ร ะ บ บ ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ โ ม เด ล พ ร ีค ิก ท ีฟ

ท ี่จ ะ เก ิด ข ึน  โ ด ย ก า ร ค ำ น ว ณ ห า ต ัว แ ป ร ป ร ับ ท ี่เห ม า ะ ส ม  จ ะ ใ ช ้ห ล ัก ก า ร ข อ ง ไ ด น า ม ิก อ อ ป ต ิไ ม เซ ช ัน  

(Dynamic Optimization)
ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ 'โ ม เด ล พ ร ีค ิก ท ีฟ  ส า ม า ร ถ ส า ม า ร ถ ป ร ะ ย ุก ต ์ใ ช ้ไ ด ้ก ับ ท ั้ง แ บ บ จ ำ ล อ ง ท ี่เ ป ็น  

เช ิง เ ส ้น แ ล ะ ไ ม ่เ ป ็น เ ช ิง เ ส ้น  น อ ก จ า ก น ี้ส ม ร ร ถ น ะ ก า ร ค ว บ ค ุม ข อ ง โ ม เด ล พ ร ีต ิก ท ีฟ  ส า ม า ร ถ ก ำ ห น ด  

ไ ด ้โ ด ย เล ือ ก อ อ ป เจ ็ค ท ีฟ พ ีง ก ์ช ัน ท ี่เ ห ม า ะ ส ม  ซ ึ่ง ข ึ้น ก ับ ว ่า ต ้อ ง ก า ร ผ ล ก า ร ต อ บ ส น อ ง ข อ ง ร ะ บ บ  เป ็น  

อ ย ่า ง ไ ร  โ ด ย ก า ร ป ร ะ ย ุก ต ์ก า ร ใ ช ้ง า น ข อ ง โ ม เด ล พ ร ีต ิก ท ีฟ  จ ะ จ ำ ก ัด ไ ว ้ก ับ ก ร ะ บ ว น ก า ร ห ร ือ ร ะ บ บ  

ซ ึ่ง แ บ บ จ ำ ล อ ง ข อ ง ก ร ะ บ ว น ก า ร แ ล ะ พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ต ่า ง ๆ ท ี่น ่า เช ื่อ ถ ือ  แ ล ะ ม ีค ว า ม ถ ูก ต ้อ ง พ อ ส ม ค ว ร  

แ ล ะ ก า ร ว ัด ค ่า ข อ ง ต ัว แ ป ร ค ว บ ค ุม  ร ว ม ท ั้ง เอ า ท ์พ ุท ต ่า ง ๆ ซ ึ่ง จ ะ ท ำ ใ ห ้ร ู้ว ่า  ส ภ า ว ะ ป ิจ จ ุบ ัน 1ข อ ง ร ะ บ บ  

อ ย ู่ท ี่ใ ด เท ่า น ั้น

น อ ก จ า ก น ี้ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ โ ม เ ด ล พ ร ีต ิก ท ีฟ ร ่ว ม ก ับ ต ัว ป ร ะ ม า ณ ค ่า ส เ ต ท แ ล ะ พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ 

ส า ม า ร ถ จ ัด ก า ร ก ับ ค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ข อ ง แ บ บ จ ำ ล อ ง แ ล ะ ส ัญ ญ า ณ ร บ ก ว น  (Disturbance) ท ี่เก ิด ใ น  

ก ร ะ บ ว น ก า ร ผ ล ิต ไ ด ้ ต ร า บ เท ่า ท ี่แ บ บ จ ำ ล อ ง ย ัง ส า ม า ร ถ ใ ช ้แ ท น ก ร ะ บ ว น ก า ร จ ร ิง ไ ด ้ ซ ึ่ง ก า ร ค ว บ ค ุม  

โ ม เด ล พ ร ีต ิก ท ีฟ  ส ม ร ร ถ น ะ ก า ร ค ว บ ค ุม จ ะ ด ีก ว ่า ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ ด ั้ง เต ิม  ( ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ พ ีไ อ ด ี)

p a s t  fu tu re

•  i
«•

------ ►  ta r g e t
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รูปที 3.2 วิธีแกนการถดถอย (Receding Horizon Strategy)
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โครงสร้างของโมเดลพรีดิกทีฟ ที่อาศัยการออปติไมซ์ออปเจ็คทีฟฟิงค์ชัน เพื่อหาค่าที่ 
เหมาะสมในการปรับตัวแปรปรับ ท ี่ทำให ้ต ัวแปรควบคุมเข้าส ู่ค ่าท ี่ต ้องการโดยอาศัยวิธ ีแกน 
เคลอนทหรอแกนการถดถอย (Moving Horizon or Receding Horizon Strategy) แสดงตังรูปที 3.2 

ในการคำนวณชุดของตัวแปรปรับที่ เวลา t โมเดลพรีดิกทีฟจะคำนวณชุดตัวแปรปรับไป 
N m สเต็ป ซึ่งประกอบด้วย ค่าตัวแปรปรับที่เวลาปิจจุบันและในอนาคตผ่านแกนการควบคุม 
(Input Horizon) ซึ่งจากแบบจำลองกระบวนการโมเดลพรีดิกทีฟ สามารถทำนายพฤติกรรมของ 
เอาท์พุทที่เวลา t (y(t+k/t)) ล่วงหน้า Np สเต็ป โดยการออปติไมซ์ด้วยออปเจ็คทีฟทีงค์ชันซึ่งทำให้ 
ค่าความคลาดเคลื่อนจากข้อมูลค่าเซ็ตพอยท์ที่ต้องการน้อยที่สุด ภายใต้ขอบเขตจำกัดต่างๆ ของ 
อินพุทและเอาท์พุทของกระบวนการเรียกขั้นตอนการทำนีว่า การควบคุมออปติบัลแบบลูปเปิด
(Open loop Optimal Control) ตัวแปรปรับค่าแรกที่ได้จากการออปติไมซ์จะถูกนำมาใช้ในควบคุม 
กระบวนการที่เวลา t หลังจากนั้นระบบควบคุมแบบ'โมเดลพรีดิกทีฟ จะทำการวัดค่าตัวแปรวัด 
และประมาณค่าตัวแปรสเตทเพื่อนำไปออปติไมซ์หาค่าตัวแปรปรับใหม่ครั้งถ ัดไปทำวนซํ้าจน 
กระทั่ง ถึงเวลาสุดท้าย tf

3.2 โครงสร้างของการควบคุมแบบโมเดลพรีด ิกท ีฟ

เนื่องมาจากโครงสร้างของโมเดลพรีติกทีฟ อาศัยการออปติไมซ์ออปเจ็คทีฟทัเงค์ชัน เพ่ือ 
หาคำตอบ จึงขอกล่าวถึงรายละเอียดองค์ประกอบของปิญหาทางออปติไมซ์ที่สำคัญจะประกอบ 
ไปด้วย
1. ฟ้งค์ชันวัตถุประสงค์หรือออปเจ็คทีฟพัเงค์ชัน (objective function) มักเป็นปีญหาที่เราต้องการ 

หาคำตอบของสมการที่เหมาะสมที่สุด ซึ่งต้องเขียนให้อยู่ในรูปของสมการทางคณิตศาสตร์ 
โดยคำตอบของสมการอาจทำให้ออปเจ็คทีฟทัเงค์ชันมีค่ามากที่สุดหรือมีค่าที่น้อยที่สุด

2. ข้อจำกัดของปิญหาที่เป็นสมการ
3. ข้อจำกัดของปิญหาที่เป็นอสมการ

ปกติจะสามารถเขียนสมการ เพื่อคำนวณหาชุดของค่าการควบคุมในอนาคตจากสมการ 
สเตท โดยต้องให้อยู่ในขอบเขตกำหนดต่างๆ ซึ่งจะต้องทำให้ออปเจ็คทีฟทัเงค์ชันมีค่าน้อยที่สุด 
ตัวอย่างข้างล่างนี้คือตัวอย่างของการเขียนสมการเพื่อคำนวณหาชุดของค่าการควบคุมตังกล่าว

มีการกำหนดขอบเขตของตัวแปรปรับเพื่อแสดงว่ากระบวนการในความเป็นจริง ค่าตัว 
แปรปรับสามารถปรับเปลี่ยนไต้ในช่วงที่กำหนดเท่านั้น ส่วนข้อกำหนดของตัวแปรควบคุมเพื่อ 
ต้องการให้คำนวณชุดค่าตัวแปรปรับโดยตัวแปรควบคุมอยู่ที่ค่าเป้าหมายเมื่อถึงเวลาที่กำหนด
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ออปเจีคทีฟฟิงก์ชัน min ] {(พ{( X  -  x sp)2 +W2(Aบ )2}๕ (3.1)
สมการสเตท X  = ท (X(t ) ,U(0) (3.2)
ขอบเขตกำหนดของตัวแปรปรับ นท ่ < m  < บmax (3.3)
ข้อกำหนดของตัวแปรควบคุม X(t + tf ) = Xsp (3.4)

โดยที่
พ 1แ ล ะพ 2 เป็นเวคเตอร์นี้าหนัก ซึ่งนักออกแบบสามารถเลือกผลการตอบสนองของ 

กระบวนการโดยการกำหนดค่าเวกเตอร์นํ้าหนักเหล่านี้ให้เหมาะสม
บminและบ111axคือ ค่าน้อยที่สุดของตัวแปรปรับ และค่ามากที่สุดของตัวแปรปรับ ตามลำดับ 
tf คือเวลาในอนาคตที่กำหนด (เวลาที่จะทำการคำนวณชุดของตัวแปรปรับเพื่อ

ควบคุมตัวแปรควบคุมให้อยู่ที่ค่าที่ต้องการ

โครงสร้างของการควบคุมแบบโมเดลพรีดิกทีฟที่ใช้ในงานวิจัยมีรายละเอียดดังต่อไปนี้

3.2.1 สมการแบบจำลองของกระบวนการ

สมการทั่วไปของกระบวนการเพื่อใช้แทนกระบวนการจริงในระบบควบคุมโมเดลพรีดิก 
ทีฟสามารถเขียนไต้ดังนี้

x = / ( x ,  น)
y  =  g (  M )

f  เป็นไดนามิกส์ของกระบวนการที่ต้องการควบคุม
X คือเวคเตอร์ตัวแปรสเตท
น คือเวคเตอร์ของตัวแปรปรับ (สัญญาณอินพุทกระบวนการ)
y คือเวคเตอร์ตัวแปรเอาท์พุท

(3.5)

สมการตัวแปรสเตท (State Equation) ที่ใช้ในโมเดลพรีดิกทีฟในงานวิจัยนี้จะอยู่ในรูป 
แบบสมการสเตทสเปซ ซึ่งเป็นแบบจำลองเชิงเส้น กรณีที่แบบจำลองของกระบวนการมีความ
ไม่เชิงเส้น ต้องทำการแปลงแบบจำลองให้เป็นสมการเชิงเส้น (Linearization) ซ่ึงทำการแปลงให้ 
เป็นเชิงเส้นใหม่ทุกค่าของการควบคุมจะเรียกว่า Locally Linearization หลังจากการแปลงให้เป็น
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เชิงเส้นจะได้สมการสเตทของกระบวนการทั้งในรูปของสมการต่อเนื่อง และสมการไม่ต่อเนื่อง 
(สมการดีสครีต - discrete) ดังนี้

สมการต่อเนื่อง (3.6)y =  Cx
โดยท่ี

A, B และ C เป็นเมตริกซ์1ของค่าคงท่ีท่ีมี1ขนาดเป็น nxn
ท เป็นจำนวนตัวแปรสเตท

a , a , a ,
a  1 9* 2 9* ท

2 9<2 a ;
a , a *2 ’ 9*n

9fn 9ï'n 1' a ‘ท
a  1 a 2 9* ท

a , a ,
a , Ôu2 ลน 11

* 2 * 2
a , :"  9un

9fn 9fn 9fn
a , a 2 9นท

ลg1 a , 9g 1
ôx j Ôx 2 9x ท
9g 2 9g 2 ôg2

c = dx 1 ôx 2 9x ท

5g ท 9g ท 9g ท
dx 1 ôx ๆ 9xn

สมการไม่ต่อเนื่อง X 1 — Gx, k+1 k +  Huk

XบII>%

โดยท่ี
G, H, และ C เป็นเมตริกซ์ของค่าคงท่ี

(หมายเหตุ: สมการที่ใช้ในงานวิจัยอยู่ในรูปแบบสมการไม่ต่อเน่ือง สมการ 3.7)

(3.7)

3.2.2 ขอบเขตของตัวแปรปรับและตัวแปรสเฅฑ

ระบบควบคุมโมเดลพรีดิกทีฟสามารถควบคุมระบบให้อยู่ภายในขอบเขตของตัวแปร 
ปรับและขอบเขตของตัวแปรสเตทที่ต้องการได้ แบ่งชนิดขอบเขตตามรูปแบบของสมการ
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ขอบเขตไดสองชนิดคอ สมการขอบเขต (equality constraint) และ อสมการขอบเขต (inequality 
constraint)

1. สมการขอบเขต มีลักษณะเป็นสมการท่ีหาค่าได้ชัดเจน สามารถเขียนเป็นสมการ 
ทั่วไปได้ดังนี้

h(x, น) =  0 (3.8)

2. อสมการขอบเขต สามารถเขียนเป็นสมการทั่วไปได้ดังน้ี

g(x, น)> 0  (3.9)

และอสมการขอบเขตยังแบ่งได้สองประเภท ยกตัวอย่างเช่นขอบเขตของตัวแปรปรับที่ 
สามารถเขียนได้ทั้งสองแบบดังนี้

2.1 อสมการขอบเขตท่ีมีขอบเขตชัดเจน (Hard Constraint)

น ;  ^  น < umax (3.10)min max

2.2 อสมการขอบเขตท่ีมีขอบเขตไม่ชัดเจน (Soft Constraint)
umin -  £  -  umax -  8  

0 ^  8  ^  8 max
(หมายเหตุ: อสมการที่ใช้ในงานวิจัยอยู่ในรูปแบบขอบเขตชัดเจน สมการ 3.10)

(3.11)

3.2.3 ออปเจ็คทีฟฟังก์ชันหรือฟังก์ชันวัฅลุประสงค์ (Objective function)

ในระบบควบคุมโมเดลพรีดิกทีฟ ส่วนมากจะเขียนออปเจ็คทีฟฟังก์ชันในรูปแบบของ 
ควอดราติกคือรูปแบบยกกำลังสองของผลต่างของตัวแปรสเตทและตัวแปรปรับ ออปเจ็คทีฟ 
ฟังก์ชันคือฟังก์ชันที่กำหนดสมรรถนะของการทำออปติไมซ์ ซึ่งเป็นฟังก์ชันจะให้ผลเป็นค่าบวก 
เพียงค่าเดียวในกรณีที่หาค่าน้อยที่สุด (เป็นลบในกรณีที่หาค่ามากที่สุด) สามารถเปลี่ยนตาม 
กระบวนการหรือตัวแปรที่ต้องการออปติไมซ์ ออปเจ็คทีฟฟังก์ชันสามารถเขียนได้หลายรูปแบบ 
เช่นฟังก์ชันวัตลุประสงค์รูปแบบไดนามิกเมตริกซ์ (Dynamic Matrix Control) Prett and Gillette 
(1979) เขียนออปเจ็คทีฟฟังก์ชันในรูปกำลังหนึ่งของตัวแปรควบคุมและตัวแปรปรับฟังก์ชัน
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เ ป ้า ห ม า ย ใ น ร ูป แ บ บ ค ว อ ด ร า ต ิก ไ ด น า ม ิก  R i c k e r  ( 1 9 8 5 )  แ ล ะ  E a t o n  แ ล ะ  R a w l i n g  ( 1 9 9 0 )  ก า ร  

เ ข ีย น อ อ ป . เ จ ็ค ท ีฟ ห ัเ ง ค ์ช ัน ใ น ร ูป ก ำ ล ัง ส อ ง ข อ ง ต ัว แ ป ร ค ว บ ค ุม แ ล ะ ต ัว แ ป ร ป ร ับ แ ส ด ง ไ ค ้ต ัง น ี้

J =  - [ ( x sp - x)T Q(xsp - X )  +  ( น k - นk.1)’T R(นk - นk.1)] (3.12)

ห ร ือ

J =  - [ x T Q x  +  น T R น] (3.13)

Q และ R เป็นเมตริกซ์น้ําหนักของตัวแปรสเตทและตัวแปรปรับตามลำดับ เป็นเมตริกซ์ท่ี 
ระบุความสำคัญของตัวแปรในการควบคุมและการปรับจูนของระบบควบคุมเป็นค่าที่สามารถ 
ปรับเปลี่ยนไค้

ระบบควบคุมโมเดลพรีดิกทีฟ การควบคุมให้ค่าตัวแปรควบคุมเข้าสู่ค่าท่ีค้องการภายใน 
แกนการควบคุม N สเต็บและการคำนวณผลตอบสนองกระบวนการ N สเต็บ เขียนสมการดัชนีq ทา P

สมรรถนะ (J) ไค้ดังสมการต่อไปนี้

สมการต่อเน่ือง
t+ N p  I

J — I — (x Qx +  U Ru)dt 
t  2

(3.14)

เนื่องจากระบบควบคุมโมเดลพรีดิกทีฟ สามารถควบคุมให้ค่าตัวแปรปรับเข้าสู่ค่าที่
ต้องการภายในเวลา k+N 111 ทำให้ค่าตัวแปรปรับและตัวแปรสเตทมีค่าเท่ากับศูนย์ หลังจากช่วง 
เวลา k+Nm จากสมการ3.14 สามารถเขียนฟิงค์ชันดัชนีสมรรถนะใหม่

รูปแบบดีสครีต J =  I  - ( x T Q x  +  นTRน) (3.15)
k 2

3.2.4 การออปติไมซ์กระบวนการเมื่อมีขอบเขฅจำกัด

เนื่องจากในความเป็นจริงค่าของตัวแปรปรับกระบวนการสามารถทำงานไค้ในช่วงจำกัด 
ช่วงหนึ่งเท่านั้น เช่น ตัวแปรปรับกระบวนในงานวิจัยอุณหภูมิของน้ัาแจ็คเก็ตที่ปรับเปลี่ยนไค้ใน 
ช่วง 0 ถึง 100 องศาเซลเซียส ระบบควบคุมโมเดลพรีดิกทีฟสามารถเพิ่มขอบเขตจำกัดทั้งในรูป 
ของสมการและอสมการเข้าไว้ในฟิงก์ชันวัตถุประสงค์
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พ ิจ า ร ณ า ก า ร ห า ช ุด ข อ ง ต ัว แ ป ร ป ร ับ ผ ่า น แ ก น ก า ร ค ว บ ค ุม  ท ี่เ ว ล า  j  ค ือ  j  (เม ื่อ  

i =  0,1,..., N m )  ท ี่ส อ ด ค ล ้อ ง ก ับ ค ่า อ อ ป เ จ ็ค ท ีฟ พ ิง ก ้ช ัน  จ า ก ร ูป ท ี่ 3 . 2  เ ม ื่อ อ อ ป เ จ ็ค ท ีฟ พ ิง ก ้ช ัน เ ข ีย น  

อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ค ว อ ด ร า ด ิก  ต า ม ส ม ก า ร  3 .1 5

โ ด ย  ค ือ จ ำ น ว น ส เ ต ็ป ข อ ง ต ัว แ ป ร ป ร ับ ผ ่า น แ ก น ก า ร ค ว บ ค ุม

ต ัว ย ก  j  เ ว ล า ท ี่ก ำ ล ัง พ ิจ า ร ณ า ห า ค ่า ต ัว แ ป ร ป ร ับ

ต ัว ห ้อ ย  k  ค ือ เ ว ล า ใ น ร ูป แ บ บ ด ีส ค ร ีต

จ า ก ส ม ก า ร แ บ บ จ ำ ล อ ง ข อ ง ก ร ะ บ ว น ก า ร ใ น ร ูป แ บ บ ส เ ต ท ส เ ป ซ  ส ม ก า ร  ( 3 . 7 )

x k + l  =  G x k +  H u k

* k  =  C x k ( 3 . 7 )

ส ม ก า ร ข อ บ เ ข ต จ ำ ก ัด G x k +  H u k  “ x k + l  = 0 ( 3 . 1 6 )

อ ส ม ก า ร ข อ บ เ ข ต จ ำ ก ัด u k ,m in  -  “ k -  ° k ,m a x ( 3 . 1 7 )

จากหลักการออปติไมช์หาค,าต่ําสุด (Minimum’s Principle) วิธีที่นิยมใช้สำหรับการแก้ 
ปีญหาระบบควบคุมออปดิมัล เม่ือมีสมการขอบเขตจำกัดคือวิธีลากรองจ์มัลดิไพเออร์ (Lagrange 
Multiplier) (White, 1977)

เมื่อพิจารณาอสมการ (3.17) ยังไม่มีขอบเขตของตัวแปรปรับ กำหนดให้ขอบเขตของตัว 
แปรปรับเป็นอะไรก็ได้ ซึ่งใช้วิธีกำหนดขอบเขตของตัวแปรปรับไม่ถูกรวมในออปเจ็คทีฟพิงก์ชัน 
เมื่อนำหลักการของลากรองจ์มัลดิไพเออร์มาประยุกต์ใช้ ทำให้สามารถรวมสมการ (3.7) และ 
(3.16) ถึง (3.17) กับออปเจ็คทีฟพิงก์ชันสมการ (3.15) เขียนสมการหาดัชนีสมรรถนะใหม่
(Augmented cost function)

t+Nm 1 .
สมการต่อเนอง L(x,น)— ]รฺนิ — [(x Qx +  U Ru) +  À,(Gx +  Hu — x)] (3.18)

7  2

ส ม ก า ร ไ ม ่ต ่อ เ น ื่อ ง

k+N m  1 J  -p
L(x, น) =  ç  -  [(x k Qx k +  น k Ru k ) +  X

โ ด ย ท ี่

k + , (G xk +  Huk -  พ 1 ( 3 . 1 9 )

k(t) G R n เ ป ็น ล า ก ร อ ง จ ์ม ัล ด ิไ พ เ อ อ ร ์ท ี่ม ีข น า ด  ท ส ม ก า ร
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จากหลักการออปติไมซ์หาค่าตํ่าสุด เงื่อนไขที่ทำให้ชุดของตัวแปรปรับ( j  )(เมื่อ. 1 ’ 1 k+i
i =  0,1,..., N 111) ที่สอดคล้องกับออปเจ็คทีฟฟิงก์ชันค่าตาสุด (3.19) มี 2 เง่ือนไข 

1. เงอนไขจำเปนออยเลอร-ลากรองจ (Euler -  Lagrange Conditions)

dh  d <3l
dx dt _0X.

Qj i r
 ๐. <3l

du dt _d'u.
dh d d i
d \  dt _ d \

(3.20)

(3.21)

(3.22)

จากเงื่อนจำเป็นทั้งสามสมการนี้ค่าของชุดของตัวแปรปรับ(น;' 1 ) (เม่ือ i =  0,1,..., N )' k+i m
ที่สอดคล้องกับออปเจ็คทีฟฟิงก์ชันค่าตํ่าสุดจะต้องเป็นจริงทุกสมการ จากสามสมการนี้จะพบว่า 
ออปเจ็คทีฟพัเงก์ชันไม่เป็นฟิงก์ชันกับ5นํ จึงทำให้เทอมอนุพันธ์อันดับสอง ในสมการ (3.22)มีค่า 
เป็นศูนย์ สมการทั้งสามจัดรูปสมการใหม่ไต้ดังนี้ 
จากสมการ 3.20 จัดรูปสมการใหม่ไต้

Q x  +  G ^ X .  -  X  =  0

จากสมการ 3.21 จัดรูปสมการใหม่ไต้

(3.23)

R^u +  /พ ั H =  0 (3.24)

จากสมการ 3.22 จัดรูปสมการใหม่ไต้

Gx +  Hu — X =  0 (3.25)

2. เงือนไขจำเปนบทขวาง (Transversality Conditions)
x(t0) = x0 (3.26)



27

จากสมการท่ี (3.23) และ (3.25) ของเงื่อนไขจำเป็นออยเลอร์-ลากรองจ์ จะพบว่าถ้าชุด 
ของตัวแปรปรับ (นรู้) ที่สอดคล้องกับค่าสมการพิงค์ชันวัตถุประสงค์จากสมการที่ (3.23) และ 
สมการ (3.25) จะมีความสัมพันธ์เป็นเชิงเล้นของค่า X  และ ค่า X White จึงสมมุติให้ที่เวลา 
สุดท้าย

A (tf) = Qx(tf) (3.27)

จากสมการเงื่อนจำเป็นท้ังหมด สมการท่ี (3.23) และ (3.25) สมมุติถ้ามีสมการสเตทมี ท 
สมการ จะให้สมการอนุพันธ์อันดับหนึ่งทั้งหมด2ทสมการ

จากสมการ (3.23) เม่ือทราบค่าเร่ิมต้น (Initial Conditions) ท่ีเวลาเร่ิมต้น (t = t0) เง่ือนไข 
จำเป็นบทขวางสมการ (3.27) โดย x(tg) = x0 ถ้ามีสมการสเตทมี ท สมการ จากสมการ(3.27) จะ 
ให้ค่าสเตทที่เวลาเริ่มต้นจำนวน ท ค่า สามารถใช้สมการ (3.23) หาค่าสเตทที่เวลาในอนาคตไต้จน 
กระทั้งถึงค่าที่เวลาสุดท้าย

และจากสมการ (3.25) เม่ือทราบค่าสุดท้าย (Final Conditions) ที่เวลาค่าสุดท้าย (t = tf) 
เงื่อนไขจำเป็นบทขวางสมการ (3.27) โดย A(tf) = Qx(tf) ถ้ามีสมการสเตทมี ท สมการ จากท่ี 
ทราบค่าสเตทที่เวลาสุดท้ายจากสมการ (3.23) ทำให้รู้ค่าของลากรองจ์มัลติไพเออร0, ที่เวลาสุดท้าย 
ท ค่า จากนั้นใช้สมการ (3.25) แถ้ปิญหาหาค่าลากรองธ์มัลติไพเออร์ ที่เวลาเวลาสุดท้ายไต้จน 
กระทั่งทราบค่าถึงค่าที่เวลาเริ่มต้น

จะสามารถเรียกปัญหาที่ทราบค่าที่จุดเริ่มต้นและจุดสุดท้ายประเภทนี้ว่าเป็นปัญหา 
Boundary Conditions Two-Point-boundary value problem (TPBVP) ซงโดยพัวไปคือ จากทีวัตถุ 
ประสงค์เพื่อหาชุดของตัวแปรปรับ( นรู้+ . )(เม่ือ i =  0,1,..., Nm) ที่สอดคล้องกับค่าสมการ 
ออปเจ็คทีฟพิงค์ชัน ซึ่งในการแก้ปัญหา TPBVP หาผลคำตอบไต้ยาก มีวิธีที่นำมาใช้กันอย่างแพร่ 
หลายสำหรับการหาผลเฉลยของวิธี TPBVP คือวิธีวนชำ (Iterative Method )

เ น ื่อ ง จ า ก ก า ร แ ก ้ป ัญ ห า ด ้ว ย ว ิธ ีล า ก ร อ ง ธ ์ม ัล ต ิไ พ เ อ อ ร 0, (White, 1977) ด ัง ท ี่ก ล ่า ว ม า แ ล ้ว  

พ ิจ า ร ณ า อ ส ม ก า ร (3.15 ) ว ่า ย ัง ไ ม ่ม ีข อ บ เ ข ต ข อ ง ต ัว แ ป ร ป ร ับ  แ ต ่ป ัญ ห า ท ี่ก ำ ล ัง พ ิจ า ร ณ า น ี้ย ัง ม ี 

อ ส ม ก า ร ข อ บ เ ข ต จ ำ ก ัด ร ่ว ม ด ้ว ย  ว ิธ ีท ี่ส ำ ค ัญ ท ี่เ ป ็น ท ี่ร ู้จ ัก ก ัน ด ีแ ล ะ ง ่า ย ว ิธ ีห น ึ่ง ท ี่จ ะ ช ่ว ย ใ น ก า ร แ ก ้ 

ป ัญ ห า น ี้ค ือ เ ท ค น ิค ก า ร ล ง โ ท ษ  (Penalty Function method) ซ ึ่ง พ ิจ า ร ณ า จ า ก ส ม ก า ร  (3.15) ส ม ก า ร  

อ อ ป เ จ ็ค ท ีฟ พ ิง ค ์ช ัน เ ต ิม  จ ะ ไ ต ้ส ม ก า ร พ ิง ค ์ช ัน ว ัต ถ ุป ร ะ ส ง ค ์ใ ห ม ่ ซ ึ่ง เ ป ็น ก า ร ผ น ว ก อ ส ม ก า ร ข อ บ เ ข ต  

จ ำ ก ัด ใ น ร ูป แ บ บ ส ม ก า ร เ ข ้า ไ ป ไ ว ้ใ น ส ม ก า ร พ ิง ค ์ช ัน ว ัต ถ ุป ร ะ ส ง ค ์ ใ น ล ัก ษ ณ ะ ข อ ง เ ท อ ม ล ง โ ท ษ

(Penalt term)
พิจารณาจากอสมการขอบเขตจำกัดสมการ (3.15)

นรู้ ,. . ^ นJ1, , .  ^ นรู้,. (เมี,อ ik+i,min k+ i kT-i,max =  0 ,1 ,..., N 111) (3.28)
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สามารถเขียนอยู่ในรูป
(u L .k“Ti,max

3Jหรอแทนควย
g(uk ) ^ 0

Àเมอ
g(uJk ) = (น

-  u i x u i  -  เ ห , . . ) >  0

j j v j _  j ,, . . _ — น;  ) ( u  — น,  , . _ . )k-ri,max k  k  KT-i.min

(3.29)

(3.30)

(3.31)

เม่ือพิจารณา เทอมลงโทษนี้กับในงานวิจัย เน่ืองจากงานวิจัยน้ีมีขอบเขตของตัวแปรปรับ 
ของกระบวนการคือ อุณหภูมิของแจ๊คเก็ตสามารถปรับเปลี่ยนได้ในช่วง 273.15-373.15 เคลวิน 
ถ้าสมมุติชุดของตัวแปรปรับคืออุณหภูมิของแจ๊คเก็ตในรูปแบบดีสครีตเขียนได้ดังนี้

( i + i > (เม่ือ i =  0,l,...,Nm )

จากสมการทั่วไป (3.28) สามารถเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์สำหรับในงานวิจัยนี้ได้ดังนี้
273.15 <  T'jJk-f-i — 373.15 (เม ื่อ i =  0,1.....N 111). (3 .32)

จากสมการ (3.30)สามารถเขียนอยู่ในรูป
( ณ ์, 4.. - T ; J, )(T;J, - T . J, : ) > 0  (น;1 , ) (เม ื่อ  i = 0 ,1 ,. . . ,  N ) (3 .33)' j,k+i,max J,k J,k j,k-H,min ’ K k + i ’ ’ ’ ทา ’ v '

หรอแทนด้วย
ร<Tj!k>a ° (3.34)

เม่ือ
< > = < พ ่, * - ป ่เ (3.35)

หรือ
g(uk ) =  (373.15 - Uk )(uk -- 273.15) (3.36)

โดย
น'1 1 =  373.15 k-ri,max ^(เมอ i
น', 1 =  273.15 k"H,min

II © Z 3 (3.37)

พิจารณาจากสมการ (3.33 )ดังนั้นช่วงที่เทอมลงโทษถูกพิจารณา (Active) ก็คือช่วงท่ี 
สมการ(3.34) ไม่เป็นจริง

หรือ 6 ( อ ุ เ ) < 0 (3.38)
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ซึ่งก็ตรงกับค่าของขอบเขตของตัวแปรปรับของกระบวนการคือ อุณหภูมิของแจ๊คเก็ต 
สามารถปรับเปลี่ยนได้ในช่วง 273.15-373.15 เคลวิน

เนื่องจากการแก้ปีญหาด้วยวิธีลากรองจ์มัลติ1ไพเออร์ (White, 1977) ดังที่กล่าวมาแล้ว 
ข้างด้น พิจารณาอสมการ (3.33) ว่ายังไม'มีขอบเขตของตัวแปรปรับ แต่ปีญหาท่ีกำลังพิจารณานียัง 
มีอสมการขอบเขตจำกัดร่วมด้วย จาก (3.15) สมการพิงก์ชันวัตถุประสงค์เดิม น)จะได้ออปเจ็คทีฟ 
พิงค์ชันใหม่ (J )

J = J  H---- (g(u) NH(g)g(u))) (3.39)
2

สามารถเขียนพิงค์ชันวัตถุประสงค์ในดัชนีสมรรถนะใหม่ในรูปดีสครีต
k+N m  1 T T l x

L' =  I  ^ ( อ ุQ xk + ถ ุRน1, ) + ) . t + 1(Oxk + H u k - x k + 1) + แ 8, น) NH(g)g(u))

(3.40)
โดยที่ N คือเมตริกซ์ถ่วงน้ีาหนัก ในงานวิจัยนี้ให้ค่าเท่ากับ 1

H(g) คือเมตริกซ์ถ่วงนี้าหนักเฮววิไซด์ (Heaviside diagonal matrix)
ซึ่งมีสมาชิก

โ!, g (u )<  0H(g) = รุ (3.41)
[o  g(u)>  0

กล่าวคือเมื่อมีการละเมิดอสมการขอบเขตจำกัดดังกล่าวในเทอมสมการ (3.38)จะเห็นว่า 
จากสมการ (3.41) ค่าของ H(g) มีค่าเท่ากับ 1 นั่นคือเทอมลงโทษ (Penalty Function) จะมีค่าเพ่ิม 
ข้ึน ส่งผลให้พิงค์ชันวัตถุประสงค์ (3.40)มีค่าเพิ่มขึ้นด้วยและในทางกลับกันค่าของเทอมลงโทษ 
จะไม่เพ่ิมข้ึนถ้าไม่มีการละเมิดสมการขอบเขต ดังนันสมการพิงค์ชันวัตถุประสงค์ใหม่ จะไม่มี 
เทอมลงโทษด้วย ซ่ึงสามารถแสดงการเพ่ิมค่าของออปเจ็คทีฟพิงค์ชันเม่ือมีเทอมลงโทษได้ดังรูป 
ท่ี 3.3

ในงานวิจัยนี้จะทำการแก้ป็ญหาระบบออปติมัลโดยวิธีเทอมลงโทษ (The Penalty
Function Method) สำหรับการลงโทษตัวแปรปรับในรูปอสมการที่ไม,เป็นไปตามเงื่อนไขของ
อสมการ (3.32) เพ่ือหาชุดของตัวแปรปรับ น;' 1 (น;' 1 =  น, เม่ือ i =  0,1,..., Nm ) ท่ีสอด’ k+ i k + i k
คล้องกับค่าสมการพิงค์ชันวัตถุประสงค์ ซึ่งจะขอกล่าวถึงรายละเอียดของวิธีวนซาที่นำมา 
ประยุกต์ใช้ในการแก้ปิญหาในระบบออปติมัลดังนี้

วิธีวนซํ้า เป็นวิธีท่ีเร่ิมด้นด้วยการเดาค่าท่ีต้องการ แล้วปรับปรุงค่าที่เดาขึ้นมานี้ ให้ดีข้ึน 
กล่าวคือเข้าใกล้ผลเฉลยที่แท้จริง เป็นลำดับ จนในท่ีสุดค่าที่ปรับปรุงล่าสุด สอดคล้องกับเงื่อนไข
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P(u)

(ก) (ข)
รูปท่ี 3.3 ออปเจ็คทีฟพีงก์ชันเมื่อมีเทอมลงโทษ (Luenberger, 1973) 

(ก') เมตริกซ์ถ่วงน้ีาหนักเฮววิไซด์
(ข) การเพ่ิมค่า'ของออปเจ็คทีฟทัเงก'ชันเม่ือมีเทอมลงโทษ

โดยท่ี จากสมการ(3.40) P(u) เป็นเทอมลงโทษ

P(u) =  -  (g(u)T NH(g)g(u)))

จำเป็นและเพียงพอทุกเง่ือนไข (อธิบายในภาคผนวก ฉ) ซึ่งในงานวิจัยนี้จะใช้พีงก์ชัน fmincon 
ซึ่งเป็นพีงก์ชันในออปติไมเซชันทูลบอกซ์ (Optimization Toolbox) ของโปรแกรมแมทแลบ ซ่ึง 
ใช ้เทคน ิคการแก้ป ัญหาโปรแกรมควอดดราต ิกแบบโดยลำด ับ (Sequential Quadratic 
Programming , SQP)

ซึ่งเสนอแผนผังการหาคำตอบของการออปติไมซ์ที่ใช้ในงานวิจัยได้ดังรูป 3.4 นี้ โดยมี 
อัลกอริธึมแสดงดัง ตารางถัดไป (3.1)
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รูปท่ี 3.4 การหาคำตอบออปติไมซ์โดยวิธีวน'เา
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ตารางที่ 3.1 อัลกอริธึมการวนซํ้า (White, 1977)

อัลกอริธึมการวนชำ (Iterative Method)

1. เคาชุดของตัวแปรปรับ U k+i (น^ =  นk เมื่อ i =  0,1,..., Nm ) ที่สอดคล้องกับค่าสมการ
ฟ ้งก ์ช ัน ว ัต ถ ุป ระส งค ์ ในกรณ ีท ี่ไม ,ท ราบ ข ้อม ูล เก ี่ยวก ับ ค ่าของ น(t) เลย อ าจ เค าให ้

น;1 , =  น', 1 ตลอดทั้งช่วง
k + i k +  i

2. ตรวจสอบเทอมลงโทษ H g (k )= i’’ g(u)< ° สำหรับค่าของชุดตัวแปรปรับที่กำหนดใน
j o  g ( u ) >  0

ข้อ 1

3. ใช้วิธีเชิงตัวเลขแก้สมการสเตท (3.20) ด้วยวิธีรัง-กัตตาอันดับที่สี่ ( 4th -order Runge -Kutta
method เพือหาค่า X? 1 1 =  X 1 i =  0,1,..., Nm

k+ i+ 1 k +  i +  1

q ร' J ไช  น 1 แ ล ะ XJ 1k+ i k+i+1
AJ =  Ak+i+1 k +  i +  1

i =  0,1 Nm แ ก ้ส ม ก าร ท ี่ ( 3 .2 2 )  เพ ื่อ ห า

i — 0,1,..., Nm

5. ใช ้ นโ , XJ แ ล ะ ? i =  0,1,..., Nm ลงในสมการ (3.15) เพื่อตรวจสอบดูว่าค่าสมการ 

ฟิงค์ชันวัตถุประสงค์ตํ่าชุด หรือไม่

I. ก้า,ชุดของตัวแปรปรับ น  ̂ (u £  =  % เ^อ i =  0,1,..., Nm ) สอดคก้องกับค่าสม
การทั!งค์ชันวัตถุประสงค์ ไม่สอดคก้องกับค่าสมการทัเงค์ชันวัตถุประสงค์ตํ่าชุดเทคนิค SQ P ^
ปรับปรุงค่าชุดของตัวแปรปรับน;1 , (น;1 , =  น, เมื่อ i =  0,1,..., Nm ) สอดคก้องกับ' ’ k+ i k + i k
ค่าสมการฟิงค์ชันวัตถุประสงค์ จนกระทั่ง ชุดของตัวแปรสอดคล้องกับค่าสมการฟิงค์ชันวัตถ  ุ
ประสงค์ตํ่าชุด

II. แต่ก ้าชุคของตัวแปรปรับ น;1 1 (น;1 , =  น, เมื่อ i =  0,1,..., Nm )สอคคก้องกับค่าสมk + i k + i k
การฟ ิงค์ช ันวัตถุประสงค์ค ่าของตัวแปรปรับค่าแรกจะถูกนำไปประยูกต์ใช ้ในกระบวนการจริง 
แล ้วช ่วงเวล าข องก ารออ ป ต ิม ัล จะข ย ับ ไป  1 ช ่วงเวลาส ุ่ม  ช ุดของต ัวแปรปร ับ  น^

(น^ =  น k m a i =  0,1,..., Nm ) แทน j ด้วย j+ แ เก ้วไปยังขั้นตอนที่ 1 (White, 1977)
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3.3 อ ัลกอริธ ึมของระบบควบคุมโมเดลพรีด ิกทีฟ

จ า ก ห ัว ข ้อ ท ี่แ ล ้ว ไ ด ้ก ล ่า ว ถ ึง  แ บ บ จ ำ ล อ ง ก ร ะ บ ว น  ข อ บ เ ข ต ต ัว แ ป ร แ ล ะ อ อ ป เ จ ็ค ท ีฟ ฟ ิง ก ์ช ัน  

ส ุด ท ้า ย ค ือ ก า ร ห า ค ำ ต อ บ อ อ ป ต ิไ ม ซ โ ด ย ว ิธ ีว น ช ํ้า  ร ูป ต ่อ ไ ป  ( 3 . 5 )  เ ป ็น ภ า พ ร ว ม ร ะ บ บ ค ว บ ค ุม

โ ม เ ด ล พ ร ีต ิก ท ีฟ ท ี่ใ ช ้ใ น ง า น ว ิจ ัย  ซ ึ่ง ส า ม า ร ถ เ ข ีย น เ ป ็น อ ัล ก อ ร ิธ ึม เ ป ็น ข ั้น ต อ น ส ำ ห ร ับ ก ร ะ บ ว น ก า ร  

แ ส ด ง ด ัง ต า ร า ง  3 . 2  แ ล ะ ก า ร ป ร ะ ย ุก ต ์ใ ช ้ใ น ง า น ว ิจ ัย เ ป ็น ด ัง ร ูป ท ี่ 3 . 6

ร ูป ท ี่ 3 . 5  ร ะ บ บ ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ โ ม เ ด ล พ ร ีต ิก ท ีฟ  ( B e m p o r a d )

ต า ร า ง ท ี่ 3 . 2  อ ัล ก อ ร ิธ ึม ร ะ บ บ ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ 'โ ม เ ด ล พ ร ีต ิก ท ีฟ  ( ไ พ ศ า ล ,  2 5 4 0 )

ข ัน ต อ น _______________________________________________ ค ำ อ ธ ิบ า ย ___________________________iiS-vd
1___

0

__________________

>&  /  I
__________________

กำหนดเอาท์พุทและออปเจ็คทีฟพีงท์ชันในอนาคตที่ต้องการ เช่นต้องการเอาท์พุทที่ไม่มีความผิด 
พลาดในเวลาที่กำหนด
คำนวณชุดของค่าการควบคุมในอนาคตที่ทำให้ไต้ค่าออปเจ็คทีฟพีงกํชันตํ่าสุด

3

ซึ่งสเต็ปในการคำนวณเท่ากับ Nท1

นำใช้ส่วนหนึ่งของชุดของค่าการควบคุมที่คำนวณไต้(ซึ่งมักเป็นเพียงค่าแรกเท่านัน) ประยุกต์'ใช้
กับระบบ
วัดค่าเอาท์พุทและกลับไปทำชันตอนที่ 1 โดยอาศัยข้อมูลหรือค่าวัคที่ไต้ใหม่ แล้วทำชำจากขันที่3

1 ถึง 3
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