
สรฅิท ี่ใ*ในการวอัช

ในบทน ี้$ วิจ ัยจะกล่าวถงลักษณะทั่วไปของความคลา«เคลื่อนและวิธ ีการประมาณค่า 
พารามิเตอร์ซึ่งใจัในการพยากรณไนสมการถคถอยเชิงเลันอย่างง่าย เม ื่อความคลา«เคลื่อนเกิก
ป้ญหาอ*'ตตสหลัมพันธ์ ผุว ิจัยจะประมาณคำพารามิเตอร์ตัวยวิธีค่าลังสองค่าคุก วิธีการแปลง 
ของเพรสและวินลัเทน ตัวประมาณเบลั และตัวพยากรณผสม ซึ่งมิรายละเอิย«ต่างๆ ตังนี้

คุณสมนัฅิของกวามกลา«เกลื่อน

ในการว ิจ ัยครงน ี้ไต ัส ืกษาล ักษณ ะของความคลาตเคล ื่อนตามJ ปแบบของอ*'ตคสห
ลับพันธอันตับหนง (first order autoregressive prooess : AR(1)) •พงเขยนตัวแบบใตัตังน

£ 1 = p £ x_i +  V, ; t = 1, 2,...., ท

เม่ือ P  คอค ่าสหล ัมพ ันธ ์ระหว่าง £•1 อับ £:,_, โกยที่ \ p \ < \
V, คอค่าความคลากเคล ื่อนสุ่มซ ึ่งเปนอิสระอ ันและ V, ~  N (0 , ป ืธ ์)

พิจารณา

£ 1 =  p e tA +  V, ; t = 1,2,.. ,n

จากนี้จะใตัว่า

£ t-1 ~  t-2 ^t-1 » t = ท

แทนค่า £•1_1 ในเทอมของ /?£•,_2 +  v t_, จะไต ั

=  p  ( P £ t-2 + v . - l )  +  v .
= P 2 £ , . 2 +  + v t )

และสามารถแทนค่า £•1_2 ในเทอมของ p£ \ _3 +  v,_2 จะใต ั
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£ t =  p 3e  1-3 +  +  p  Vt-1 + v t )

และพิาไนลักษณะเดิมจะไข้ว่า
= p*£t_s + p*-'vx_s+1 + p * - \_  143+ . . . - vw + v ,

เมี่อ ร - > 00 แลัว / >s มีค่าเข้าไกลั 0 จะไข้

*1 =  Ê p ' iV,-.

พิจารณา £1 จะมีความสัมพินธเขงเสันลับความคลาคเคส่อนชุ่มในช่วงเวลาค่อนหน้า 
น ี้ พิจารณา 0 < p  < 1 จะพิาไน้ £•1 ม ีความสัมพันธ์ลับความคลาคเคส์อน'ในเทอมก่อนหข้าล* 
น้อยลงเรึ๋อยๆ

1 ค่าคาคหมาย1บองความคลาคเคส่อนะริ,,.
=  V, + p v , _  1 +  P 2 £1. 2 +  ...

ค่าบนค £ (£ 1) คอค่าคา*หมายของความคลาคเคส่อน
จะพบว่า

£ ( £ 1) =  E (v , ) +  p E ( v w ) +  P 2 E (v ,_2) +  ...

จากข้อตกลงเบองสันของ V, จะไข้
E (v , ) = 0 ; t = 1 ,2 , ..1 ท

ลังน้ี'น
£ ( £ 1) =  0 ; t = 1, 2, .... ท

2. ความแป รป รวน ของความคลา*เคส ่อน

จาก
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จะพบว่า
E (£ ,2) =  E [v t +  />VM  +  p 2 v,_2+ . . . ]2

= e ((v2 + p \ I I  + P4 vt-2+ ") + (2Pvtvt-i + 2P2v.v.-2))
นต,

E (v t2) = < J 2 และ E (v tv,_s) =  0 ; t *  ธ ; t =  1, 2 , . . . ,  ท

ตังนี้น
E (£ -2 ) = + p 2 o £  + p Aa I  + p 6a 2 + ...) +(0 + 0 + 0 + ...+0)

=  + P A +  P 6 + . ..)

=  , M <  1
และ

V (g t ) -  ■■■■2- 11เน คาคงน ี้ล ัาห ร ับ ค ่าค งท ี่^และ P
1 -  P

วิธีประมาณค่าพารามิเตอร์

ในการวิจ ัยค/งน ี้จะเสนอวิธ ีการประมาณค่าพาราม ิเตอร์ 4 วิธีคอ วิธ ีค ่าลังสองต่,าชุต 
วิธ ีการแปลงของเพรสและวินล ัเทน ต ัวประมาณเบลั และตัวพยากรณผสม ซึ่งมีรายละเอียต 
แต่ละวิธีเ iJ นต ังน ี้

1. วธค่าลังสองต่า?(ค (Ordinary Least Squares)

หล ักการของวิธ ีน ี้ก ็คอ หาตัวประมาณค่าพารามิเตอร์vV lาให ้พลรวมของความ 
คลาตเคลื่อนค่าลังสองมีค ่าต ่าชุต

จาก2ปแบบความถตถอยเซงเสันอย่างง่าย 

y t = fîo +  P \X \  + * | ; t = 1, 2,.... ท

เข ียนใต ัอยู่ใน2ปเมตริกซ ์ใต ัต ังน ี้

1 = X ^  +  £  (1 .1 )

เม๋ึอ y  คอ เวกเตอร์ของตัวแปรตาม 

X  คอ เมตริกซ ์ของตัวแปรอิสระ

y? คอ เวกเตอร์ของค่าพารามิเตอร์ท ี่ต ัองการประมาณ = [ f î 0, y?,]

£ คอ เวกเตอร์ของความคลาตเคลื่อน
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ใ ห ้/  เป ีนคัวประมาณค่าพารามิ!กอร์ ซ ึ่ง เม ึ๋อ แ ท น ท ี่/  ในสมการท ี่( 1 .1 )จะไค ั

y  =  X  p^ +  £

จะใค ัว ,า £  =  £  - y -  X P

พิจารณาผลบวกค่าล ังสองของความคลาก!คลึ๋อน(รน!ท Square o f Residual : SSE)
SSE = ๙£

= ( j - X P ) { y - X P )
= ÿ y - y  x p  - /  y.y + P  X  X  P

=  Z . y - 2 / V . y  +  /  y ^ /

การ vn  ค ่าค ่าช ุกของผลบวกค ่า ลังสองความคลาด!คลึ๋อน ท่าใคัโกยการหาอบุพ*''น M l องผลบวก

ค่าลังสองความคลากเคลื่อนเทียบกับ /  แลัวค ่าหนกใหมีค ่า!ท ่าก ับ 0 ค ังน ี้

- j r j i y ' y -  ï i [  X  y  + 0  x ' x ë )  = 0
~  ~

- I X  y  + I X  X  P = 0

นละเมอท่าการอบุพ*'นธ จะใค ัสมการปกกิค ัอ

( x ' x ) P  = X  1
จะไคัว ่า

/  =  ( 1 ฦ ' เ 1  )  ซ ึ่ง!ปนคัวประมาณที่ไม ่เอน!อยงของ P

2. วธการ!!ปลงของ!พรส!!ละวน?f lทน (Prais-W insten Transformation)

ในปี ค.ศ. 1954 เพรส!!ละว ินล ั!ทน เสนอวิธ ีการประมาณค่าพารามิ!กอร เท่ีอ 
ความคลาก!คลื่อนมีอ ัตกสหลั'มพ ันธ์ ซ ึ่งท ่าการประมาณค่าพารามิ!กอรํโกยการแปลงข้อบ ุลทั๊ง

หมก ท ค่า ในปี ค.ศ. 1980 Park และ Mitohell พบว่าวิธ ีการแปลงของคอคแครนและ 
ออร์คัก (Coohrane-Oroutt transformation) ที่ท ่าการประมาณค่าพารามิ!กอรํไกยใข้ข ้อบุล!พ ียง 
ท - 1 ค่า จะท่าให ้ประสืทธีภาพของการประมาณค่าพารามิ!กอรกา ค ังน ั๊นว ิธ ีการแปลงของ!พรส  
และวินลั!ทนที่พ ิจารณาข้อบุลที่'งหมก ท ค่าจ ึง!หมาะสมกว่าโกยเฉพาะในกรณีท ี่ข ้อบ ุลที่ม ีขนาก
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เล็กเนึ่องจากวิธีนี้สามารถสงวนองศาความเ?]นอิสระ (degree of freedom) ไดั และท่าใดัประ- 
สัทธีภาพของการประมาณค่าพารามิเคอรัชุงนี้น การค่านวณหาสมการการแปลงข’อy ลแบ่งออก 
1?]น 2 กรณีดังนี้

กรณีfi 1 ณ คาบเวลา t = 1
เพรสและวินกัเทน ไดัค่าหนคค่าความคลาคเคลึ๋อน ดังนี้

*1 = (1 -  P 2 ) ' 112 V,

จากสมการ
y t = f i 0 + f i  1 X x + £ 1 ;t  = 1 , 2 , .... ท (2 .1 )

แทนค่า £•1 ในสมการ (2.1) จะไดั

*  = f i  ' o + A  * 1 +  (1 - p 2 r u \

ดังนี้นสมการการแปลง,บอy ล ณ คาบเวลา t = 1 คอ
y i d - p 2 ) n  =  f i o  ( i - P 2 ) U 2 + f i l ^ ( i - P 2 ) U 2 + y l (2 .2 )

กรณีที่ 2 กัาหรับคาบเวลาที่ t = 2, 3, ....ท 
เพรสและวินดัเท1น T^ เทคนิคการแล็ก (lag)1 ดังนี้ 

แล็กสมการที่ (2.1) ไปหนึ่งคาบเวลา
.y 1-1 = f i o  +  f i  1X X-1 + « t - 1  (23)

คุณสมการที่ (2.3) คลอคดัวย P

p y \ - x  = P f i o  +  p f i \  X x-\ +  P £ x-\ (2.4)

นำสมการที่ (2.1) ลบ (24)
yt - pyx. 1 = fio(l - p) + fi 1 (*« - P̂ t-1 > + «1- P*,-1 (2.5)

จากสมการที่ (2.5) จะพบว่าค่าความคลาคเคลี่อน £ 1 -  เท่ากับ V , ในสมการ AR(1)

1 ค่าว่าแล็ก(lag) หมายถึง อิอนเวลาไปในอคีค
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ค่าใพัค่าความคลาคเคลึ๋อนที่ไพัไม่มีอัค«สพสัมพันธ์ พังนี้นสมการการแปลงข้อรุ^ล ณ คาบเวลา
t = 2, 3, ....ท คอ

yt -  pyx-1 = P o ( t -  p)+Pi(Xx- pxXA)+ v ,  (2 .6)

จากสมการที่ (2.2) และ (2.6) เราสามารถเขียนสมการการแปลง1ข้อy ล ณ คาบเวลา t = 1, 2. ...1ท 
ใพัอยู่ใน2ปเมคริกธ์ไพัพังนี้

y *  =  X *  P  +V (2.7)

’ (1 - p 2 ) m y 1 ' \ i - p 2 ) 112 (1 - p 2 y n x ~ V1
y 2 -  P  y  1 1 - /7  x 2 -  p X x ' P  o ' 4_ v2

• ■ •
- P l -

T
ะ—

1 à1a
__1 A - P  x [ - p X ^  - -Vn

และประมาณค่า P  พัวย P V)1 โคยที่

È  ๕. ๕. - 1
A ~  = —

t  «,2

เมึ๋อ € 1 เปนค่าความความคลาคเคลึ๋อนจากวิธี OLS ที่ค่านวณใพัจากสมการที่ (2.1)
จากการแปลงข้อy ลโคยใธ์วิธีของเพรสและวนสัเทนเราจะสามารถประมาณค่าพา- 

รามิเคอร P  พัวยวิธี OLS พังนี้

/ T =  ( j r V r ' j r V

ซึ่ง P  เปนพัวประมาณค่าพารามิเคอรของ P  

และสมการพยากรณ์ค่า y t ณ คาบเวลา t = n+1 คอ
> .*1  -  A ~ > ’ท =  Â ( 1 -  A ~ ) + A * ( ^  -  p „ x m)

L  = P ô  +  A ’ * * .  + -  P ô  -  Â * ^ n  )
=  ^ 0  +  A  -^n+1 +  Ppt/Cn

ณ คาบเวลา t = n+2 ค่อ



y » 2 =  f i l  (1 -  A ~ ) + f i l i x ^  -  p w x „ ,  1 ) + A a r  y ^  

=  Â > * + Â X * 2 +  A ~ t > )~ .  - A o ' - Â X » )
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แทนค่า ^ 1 = A *  +  f t x „ l +  p ^  จะไตั
i v 2 ^  +  ^  +  ^

เม่ือ

3. ตัวประมาณ111ก ์ (Bayesian Estimator)
ในโ] ค.ศ. 1964 Zellner, A. และ Tiao, G. c. เสนอวิธีตัวประมาณเบก์ไนการแก์ 

ป็ญหาความคลาดเคลึ๋อนมือ*'ตคสหสัมฟันธอันตับหนึ่ง โดยสมมติว่ามีข้อy ลเนี้องตันของพารามิ- 
เตอรและไตัข่ทการทดลองหรอชุ่มตัวอย่างเพิ่มเติมเพิ่อนำมาปรับป}งข้อy ลเนี้องตันและจากการ 
ศึกษาของ Zellner ในป ค.ศ. 1971 พบว่า ตัวประมาณเบก์เปนตัวประมาณที่ยอมรับไตั มความ 
คงเสันคงวา(consistency) และใตัค่าความเสืยงเฉลี่ยตัาชุด นอกจากนี้ตัวประมาณเบก์สามารถ 
ใ,»ไตัสื เมื่อกลุ่มตัวอย่างมีขนาดเล็ก

ความหนาแน่นโดยประสบการณ (posterior probability density funotion) เราสามารถแก์ไขตัวย 
การอินทิเกรคพารามีเตอร''ท ี่ไม่สนใจออกจากฟังก'ชน เพิ่อใตัไตัฟังก์ชันความหนาแน่นโดยประ- 
สบการณเขงเดยว (marginal posterior probability density funotion) ของพารามเตอรัทสนใจ 
การนำนวณหาตัวประมาณพารามิเตอร' P B มีตังนี้

และจากสมการที่ (3.1) ใน!] ค.ศ. 1964 Zellner และ Tiao และค.ศ. 1971 Zellner ไตัพ ั«นา 
ฟังก์ชันภาวะน่าจะเปน (Likelihood funotion) เมื่อนำหนดค่า X  ตังน ี้

สำหรับปัญหาการเกิดพารามิเตอรัรบกวน(ทนisanc parameter) เข่น a  ในฟังก์ชัน

จาก2ปแบบความถดถอยเชิงIสันอย่างง่าย
y x -  f i o +  f i  \ X x + £ x ; t = 1 , 2, .... ท 

^  = p £ t-1 + V, > v . ~  N (0 , < ^)
(3.1)
(3.2)

P i y j x . f i > & v ,p )  «  (1 -  p  )2x1/2 - a ( .y - - r  f i ) ' ( y - x - f i ) (3.3)
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และในปี ค.ศ. 1978 Fomby และ Guilkey เสนอการแจกแจงโตยหลักเกณฑ์ท ี่ไม ่ม ีสารสนเทศ  
(noninformativc pnor distribution) โตยทีสมมตว่าพารามีเตอริ /?  และ In <7 มีการแจกแจง

แบบสมาเสมอ (un ifo rm  d istribution) ในช ่วง<ทนวนจริง และ P  มีการแจกแจงแบบเบดัา (beta 
distribution) ที่มี'พารามีเตอริเปีน j j  และคสุมช่วง \ p \ < \  ซ ึ่งการแจกแจงม ี\ปแบบด ังน ี้

p ( f i ,  p ,  <7y) «  (1 -  p 2y m CJ-' (3.4)

โ«ยที่ y m = P y  และ X "  =  P X ,  P  เปีนเมตริกซ์การแปลงของเพรสและวินสัเทน

ดังน ี่นจะได ัพ ิงก ัจ ันความหนาแน ่นโตยประสบการณ ์ของ <JV และ P  คอ

P(0,P,Oyเ y) « o?nM) exp (y'-X ‘ 0) of- X* jp) (3.5)

ทีาการอินทีเกรตเทียบกับ <TV และ P  ตามค่าดับ จะได ัฟ ้งก ัช ันความหนาแน ่นโตยประสบ- 

การณ ์เข ิงเต ี่ยวของค่าอ ัตตสหลัมพ ันธ์ ( / 7 ) คอ

X  Xp ( p  f y )  « { ร ' 2) ^ - 2)l2
-1/2

(3.6)

เม๋ึอ

ร* (y-JT P ) fcn-2) (37)
ï  = (X -'xy1 X-y- (3.8)

ดังน ั๊นด ัวประมาณค่าอ ัตตสหสัมพ ันธ ์ ( P B) จะแทนดัวยค่าเฉลี่ย1ของการแจกแจงโตยประสบ- 
การณ์ ซ ึ่งเป ีนค่าท ี่ท ีาใพ ัฟ ้งก ัช ่'นความสุญเส ืยแบบค่าลังสอง (Quadratio Loss Function) มีค่าตี่า 
สุต ตัวประมาณค1าอัตตสหสัมพันธ์คอ

A _ U  p p { p / y ) à p  

*** ~ p ( p / y ) d p

2 ในการอิกษาครงนี่, ผ ู้ว ิจ ัยได ัใฟ ้การแจกแจงโตยหลักเกณฑ์ท ี่ไม ่ม ีสารสนเทศ เนื่องจากตัว 
ประมาณที่ไม ่ใช ่ต ัวประมาณเบสั ที่พ ิจารณาไนที่น ี่,ไม ่ทราบฟ้อy อเบองดัน (p rio r in formation)
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P b  =
เ ;  P  ๙ ว - , ' ' - 2’ '3 x :  X *

-1/2
d p

f j  ( ร - 2 ) ^ * - ™ X J  X *
_ 1/2

d p
(3.9)

การอนฑเกรตสมการที่ (3.9) เปนโปไตัยาก ตังนั๊นจะแเf l ขโคย พ การอึนทเกรตเชิงตัวเลข (nu
merical integration) โคยพ ก ฎของชิมริ)ส ัน (Simpson’s rule) และVทการแทนค่า P b โนสมการ 
การแปลงของเพรสและวินสัเทนอ ึกครํ่งหนึ่ง

เนึ่อเขียนสมการโห้อยู่โน2ปเมตริก,ธ์จะไตัตังนี้
^ * * =  X ~ p + 1  (310)

( 1 -  P b 2 ) U2 y  1'
y  2 -  P b  y \ =

- y * -  P b y  แ-1 -

(1 - P b 2 ) ” 2 
1 - P b

1 -  P b

(1 - f i Bi ) V2X l
x 2 -  p , x 1

* n - p B  X xท-1

V1
K 1 v2
-P\- T ะ

-'’11-
เราจะสามารถประมาณค่าพารามิเตอริ P  ตัวยวิธี OLS ตังนี้ 

0 ~ =  ( X J  x ~ y '  X J  y ~ (3.11)

ซ่ึง เปนตัวประมาณค่าพารามิเตอริของ P

และสมการพยากรณ์ค่า y t , t = n+1, n+2, .... n+i คอ

ÿ * * ~  f î 0 + A  ^n+i + P b  * ’ท 
เน่ึอ

" n  = > '1. -  p ~  -  A ~ * n

4. ตัวพยากรณพสม (Mixture prediotor)
โน!] ค.ศ. 1993 Latif, A. และ King, M. L. เสนอวิธีการของตัวพยากรณ์พสม 

ม ิห ล ักการคอค ่าพ ยากรณ ์จะถ ูก เฉล ี่ยต ัวยน ี้าห น ักซ ึ่ง เ!]น ส ัคส ่วน โคยตรงก*',ชฟ ้งก ์ช ิ'นความ 
หนาแน่นเชิงเคี่ยวของค,าอัตตสหสัมพันธ์ (marginal probability density function of p  ) ซึ่งตัว 
พยากรณ์ผสมจะพ ไ ต ัดี ข้ีนอยู่ก*,บค่านึ่าหนักที่นำมาพ ถ่วงค่าพยากรณ์ และตัาภาวะความน่าจะ 
เปนเชิงเคี่ยว (marginal likelihood) ของค่าสหสัมพันธ์มีค่าอยู่โกสัก*'บค่าจริงแส์เวคาคว่าตัวพยา-
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กรณ์ผสนจะใชิไกัคี ซึ่งวิธีนี้ไม่ขี้นอยู่กับการประมาณค่า P  การค่านวณหาค*’วพยากรณ์ผสมมีกังนี้ 
จาก2ปแบบความถคถอยเชิงเสันอย่างง่าย
y x =  ; t = 1, 2, .... ท (4.1)

£« = / ^ « - i + v. (4.2)

เน่ึอ V, -  N (0, 0 * 1 11) กังนี้น £  -  N (0 , a 2 ! ( / » ) )  โคยที่ n p )  เป็น Symmetno Positive

1 P
P  1 -

ซึ่งในสมการถคถอยที่เกิคปีญหาความคลาคเคลึ๋อนมีอัตตสหสัมพันธ์อันกับหนึ่ง กัาทราบค่า P  
แสัว เราสามารถใชิสมการพยากรณ์ของ Goldbcrger(1992) ค่ทการพยากรณ์ค่า y aM เมึ๋อค่าหนค
X a+1 ฆ ''โส ัค 0

S m ( p )  =  X L i  f î  +  p ' è ท ; i = 1, 2, .... m (4.3)

Definite Metrix ขนาค nxn มJ ปแบบกังน

Z ( p )  =

1 P  
P  1
P 2 P

P
P
1

1 - p ‘

ท-!

โคยที่
P  = ( X  ï .~ l ( p ) X ) ~ l X  i r \ p ) y  ค่อกัวประมาณ GLS ของ y?

และ £ 11 =ะ y a -  X ท  P  คอเวกเดอรของความคลาคเคลึ๋อนจากกัวประมาณ GLS 
ซึ่งสมการนี้จะใสักัวพยากรณ์ที่ไม่เอนเอียงเชิงเสันที่คีที่ลุ(ค (Best Li near Unbiased Prediotor)

Positive Definite Matrix คอ เมด?กร(พโสัค่า Characteristic values เปนบวกทุกค่า 
โคยปกคใน GLS (Generalized Least Squares) ถอว่าa 2 เป็นพารามิเดอร,ที่ไม่ทราบค่า 
ขณะที่ U p )  เป็นเมดริกซที่กัองทราบค่าสมาชิกทุกคัว แดไนทางปฎิปดมักไม่ทราบค่า 
สมาชิกของ 2X p ) คารวิเคราะสัผลโคยใชิค่าประมาณ 5X/?) เริยกว่า Estimated
Generalized Least Squares:EGLS
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ซ ึ่ง ใน ป ี ค.ศ. 1989 T u n n io lif fe  ไห ้เส น อ v taห ้ช ันความหนาแน ่นเช ิงเค ี่ยวของค ่าอ*’ดดสห ช ัมช ัน ธ '’

โดยอาช ัยสมการท ี่ (4 .1 ) และ (4 .2 ) คอ

H p / y )  = ‘V s  ■ ■ (/>)*)- v - < « - 2 ) /2 (4.4)

โดยที่
£  =  y  -  X  P  คอเวกเดอร'ของความคลาดเคลึ๋อนจากด*'วประมาณ GLS

และ P  = ( X  T r l ( p ) X ) ~ 1 X  I T 1 ( p ) y  คอดัวประมาณ GLS ของ P

ดังน*'1น ค ่าพ ย า ก รณ ์ด ัว ให ม ่จ ะ ถ ูก เฉ ล ย ห ้ว ย น า ห น ัก ซ ึ่ง เป ีน ส ัด ส ่ว น โด ย ด รงก ับ ฟ ้งก 1ช ันความ 
หนาแน ่นเช ิงเค ี่ยวของ P  ในสมการท ี่ (4.4) และค่าพยากรณ'ไนสมการที่ (4.3) ซ ึ่งม ี2ปแบบด ังน ี้ 

ให ้ .1 เปีนค่าพยากรณ์ของ y  1H.1 ; i = 1, 2, .... m

U  y ^ { p ) H p ! y )  d p  

K p f y )  dp

x ' y . - \ p ) X ' i r 2 ( £ ' Z - \ p )  e ) ^ 12 d p

{ 1' (1 - p 2 r X L - ‘ ( p ) X ~v \ ê ' i , - l ( p ) ê ) - ^ 2)'2 d p

เมึ๋อ
y  1m ( p )  = + p ' ê  ท
j ?  =  ( / s - V W - ' x V C / O . y

ด ังน ี้นค ่าของ /> ในสมการน ี้จ ะให ้ค ่าพ ยากรณ ์ 7 0+1 ทุกๆ ค่า P  ในช ่วงเป ีด  (-1 , 1) ซ ึ่งการ

อ ินท ิเกรดสมการท ี่ (4 .5 ) เป ็น 'ไห ้ใด ัยาก จ ึงแห ้ไข โดยใช ัการอ ินท ิเกรด เช ิงด ัว เลข  (num e rica l in 

teg ra tion ) โดยใช ักฎ ของช ิมป ๋ช ัน  (S im pson1* ru le )
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