
บ ท ท  3

อ ัล ก อ ร ิท ึม ท ี่ส ำ ค ัญ ใ น โ ป ร แ ก ร ม

ใ น บ ท น ี้เป ็น ก า ร น ำ เส น อ เน ื้อ ห า ข อ ง อ ัล ก อ ร ิท ึม ท ี่ส ำ ค ัญ  ซ ึ่ง 'ใ ช ้ใ น ก า ร ว ิเค ร า ะ ห ์แ ล ะ  

อ อ ก แ บ บ ต า ม ท ฤ ษ ฎ ีด ว บ ค ุม ท ั้ง แ บ บ ค ล า ส ส ิก  แ บ บ ส ม ัย ใ ห ม ่ แ ล ะ แ บ บ ด ิจ ิค ัล

3 . า ค ัล ท อ ร ิท ึม ส ำ ห ร ับ ก า ร ค ำ น ว ณ พ ี้น ฐ า น

1 . ก า ร ห า ค ัน ด ับ  ( R a n k )  ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์ ใ ช ้ก า ร ท ำ  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  แ บ บ  

P a r t i a l  P i v o t i n g  โ ด ย ม ีข ั้น ต อ น ด ังน ี้
1 .1  ก ำ ห น ด ใ ห ้ j = 1

1 . 2  ห า ต ำ แ ห น ่ง แ ถ ว ข อ ง ส ม า ซ ิก ท ี่ม ีค ่า ม า ก ท ี่ส ุด ใ น ค อ ล ัม น ์ j

1 . 3  ส ล ับ แ ถ ว ท ี่ j ก ับ แ ถ ว ซ ึ่งม ีค ่า ส ม า ซ ิก ท ี่ม า ก ท ี่ส ุด

1 . 4  ก ำ ห น ด ใ ห ้ i = 1

1 . 5  ค ำ น ว ณ  กา = a ^ /a j i  แ ล ้ว ก ำ ห น ด ใ ห ้ ay = 0

1 . 6  ล บ ส ม า ซ ิก ใ น แ ถ ว ท ี่ด ํ่า ก ว ่า แ ถ ว ท ี่ j อ อ ก ด ้ว ย  ณ * ค ่า ใ น แ ถ ว ท ี่ ]

1 . 7  เ พ ม ค ่า  j ด ้ว ย  1 แ ล ้ว ต ร ว จ ส อ บ ว ่า  j ม ีค ่า เ ก ิน  ท - 1 ห ร ือ ไ ม ่ ถ ้า ย ัง  

ไ ม ่เ ก ิน ใ ห ้ย ้อ น ก ล ับ ไ ป ท ำ ข ั้น  1 . 2  ซ า

1 . 8  ต ร ว จ ส อ บ แ น ว แ ท ย ง ม ุม ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์ ถ ้า เ ม ต ร ิก ซ ์ม ีค ัน ด ับ เ ท ่า ก ับ  ท 

ส ม า ซ ิก ใ น แ น ว แ ท ย ง ม ุม ห ล ัง จ า ก ผ ่า น ก า ร ท ำ  G a u s s i a n  E l im i n a t io n  จ ะ ม ีค ร บ ท ุก ต ำ แ ห น ่ง

2 .  ก า ร ห า ร า ก ข อ ง โ พ ล ิโ น เม ีย ล ก ำ ล ัง  ท อ า ศ ัย ห ล ัก ก า ร ข อ ง  B a i r s t o w  ใ น ก า ร

ด ึง ต ัว ร ่ว ม ใ น ร ูป ข อ ง โ พ ล ิโ น เ ม ีย ล ก ำ ล ัง ส อ ง อ อ ก จ า ก ส ม ก า ร ท ี่ต ้อ ง ก า ร ห า เ ร ื่อ ย ๆ จ น ห ม ด ส ม ก า ร  

จ า ก น ั้น จ ึง ห า ร า ก ข อ ง โ พ ล ิโ น เ ม ีย ล ก ำ ล ัง ส อ ง ท ี่ด ึง อ อ ก ม า ไ ด ้ท ึล ะ ค ู่จ น ค ร บ  โ ด ย เ ม ื่อ ก ำ ห น ด

ร ูป แ บ บ ข อ ง โ พ ล ิโ น เม ีย ล ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป

£7q.v +  <3|.y + 0 ๆร  ~ + .  . .+ £ rn_ |ร ^ - 0 ห ( 3  —1 )

ขั้นตอนในการคำนวณหารากของสมการสามารถสรุปเป็นขั้นลอนได้ด ังนี ้
2 . 1  กำหนดค่าเรื่มด้น น และ V ใ ห เ้ท ่าก ับ  0
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2 . 2  ค ำ น ว ณ  b , , b 2 , . . . , b n จ า ก ส ม ก า ร

K  = a k -  ~ 2v ; * = 2,3,...,71 (3 -2 )

โ ด ย ก ำ ห น ด ใ ห ้ b 0 = 1 แ ล ะ  ๖■ 1 = a , -น

2 . 3  ค ำ น ว ณ  c v c 2....... c n จ า ก ส ม ก า ร

c k =  \ - c k - }u - c k _ 2 v  ; k  =  2 , 3 , . . . , ภ -  ใ ( 3 - 3 )

โ ด ย ก ำ ห น ด ใ ห ้Cq = 1 แ ล ะ  c ,  = b , -น

2 . 4  ค ำ น ว น  A u  แ ล ะ  A v  จ า ก ส ม ก า ร

A ?/ =

A v  =

c ท -ะ

V , c ท -ะ

^ ท -ะ

c ท -ะ c ท- 3

c ท -] K

c ท -  2

c ท - : ท -ะ

c ท -2 c ท -ะ

2 . 5  เ พ ิ่ม ค ่า  น แ ล ะ  V ด ้ว ย  A u  แ ล ะ  A v  ต า ม ล ำ ด ับ

( 3 - 4 )

( 3 - 5 )

" ,> 1 =  " 1 + A m,

VM  = ท+ Av, ( 3 - 6 )

2 . ธ  ย ้อ น ก ล ับ ใ ป ,ข ั้น ท ี่ 2 . 2  แ ล ้ว ค ำ น ว ณ จ น ก ว ่า  A u  แ ล ะ  A v  ม ีค ่า เ ข ้า ใ ก ล ้ 

ศ ูน ย ์ ใ น ร ะ ด ับ ท ี, ย อ ม ร ับ ไ ด ้ ห า ก อ ัล ก อ ร ิท ึม ไ ม ่ล า ม า ร ถ ล ู่เ ข ้า ห า ค ำ ต อ บ ไ ด ้ ภ า ย ใ น ก า ร

ค ำ น ว ณ  5 0  ว ง ร อ บ  ใ ห ้เ ป ล ี่ย น ค ่า  น1 เป ็น  a n . 1/ a n , 2 แ ล ะ  v 1  เป ็น  a n/ a n _2

2 . 7  ค ำ น ว ณ ค ่า ร า ก จ า ก ส ม ก า ร

- I l  ±  - J u 2 -  4 v
■ '*1 ) ■ รรุ่ - 2 ( 3 - 7 )
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2 . 8  ห ัก ร า ก ท ี่ส า ม า ร ถ แ ย ก ไ ด ้อ อ ก ม า จ า ก โ พ ล ิโ น เ ม ีย ล  โ ด ย อ า ศ ัย ส ม ก า ร

b0 =  1 
b x -  - น  
b2 =  a 2 - b xu - v  
b2 =  a 2 - b 2น - byV
b4 =  (*4 - b 3น -  b2v  ( 3 - 8 )

K  =  a k - b k_1น - bk_2V 

bn-2 =  <!"_2 -  b"_3น -  bn_4V

แ ท น โ พ ล ิโ น เม ีย ล ด ้ว ย โ พ ล ิโ น เม ีย ล ใ ห ม ่ท ี่ห ัก ส ่ว น ข อ ง ร า ก แ ล ้ว ย ้อ น ก ล ับ ไ ป ท ำ ข ั้น ท ี่ 2 . 1  จ น ก ว ่า  

ส า ม า ร ถ ห า ร า ก ไ ด ้ค ร บ ท ุก ต ัว

3 .  ก า ร ห า  E i g e n v a l u e  ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์ ห า ก ใ ช ้ก า ร ค ำ น ว ณ จ า ก ก า ร ห า ร า ก ข อ ง

ส ม ก า ร  d e t [ s l  -  A ] จ ะ เ ส ีย เ ว ล า ม า ก  ต ัง น ั้น จ ึง ใ ช ้เ ท ค น ค ท ี่ส า ม า ร ถ ห า  E i g e n v a l u e  อ อ ก ม า ไ ด ้

โ ด ย ต ร ง  ซ ึ่ง เ ท ค น ํค ท ี่เ ล ือ ก ใ ช ้! ,น ก า ร ว ิจ ัย ค ร ั้ง น ี้ ค อ  อ ัล ก อ ร ิท ึม แ บ บ  Q R  ซ ึ่ง เป ็น ก า ร แ ป ล ง ร ูป

เม ต ร ิก ซ ์แ บ บ  O r t h o g o n a l  ใ ห ้เม ต ร ิก ซ ์ใ ห ม ่อ ย ู่ใ น ร ูป  S c h u r  ซ ึ่ง เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์ท ี่ม ีส ม า ช ิก เ ฉ พ า ะ ซ ีก  

บ น ข ว า  โ ด ย อ า จ จ ะ ม ีส ม า ช ิก ใ น แ น ว ข น า น ก ับ แ น ว แ ท ย ง ม ุม แ ต ่ต ํ่า ก ว ่า ห น ึ่ง ข ั้น ไ ด ้ ส ม า ช ิก

ใ น แ น ว  3  แ ถ ว แ ท ย ง ม ม ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์แ บ บ  S c h u r  ม ีค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ก ับ ค ่า  E i g e n v a l u e  ข อ ง ร ะ บ บ  

ซ ึ่ง ส า ม า ร ถ ใ ช ้ค ำ น ว ณ  E i g e n v a l u e  อ อ ก ม า ไ ด ้ เม ื่อ ก ำ ห น ด ใ ห ้เ ม ต ร ิก ซ ์ท ี่เ ร า ส น ใ จ เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์

จ ัต ุร ัส ม ิด ํ n  X ก ร า ย ล ะ เ อ ีย ด ก า ร พ ิส ูจ น ์อ ัล ก อ ร ิท ึม น ี้ส า ม า ร ถ ศ ึก ษ า ไ ด ้จ า ก  B u c h a n a n  a n d

T u r n e r  ( 1 9 9 2 )  โ ด ย อ ัล ก อ ร ึท ึม ใ น ว ิท ย า น ํพ น ธ ์น ี้ไ ด ้ม า จ า ก ช ุด ค ำ ส ั่ง ข อ ง  E i s p a c k  ข ั้น ต อ น

ใ น ก า ร ห า  E i g e n v a l u e  ด ้ว ย ว ิธ ี Q R  ส า ม า ร ถ ส ร ุป ไ ด ้ด ้ง น ี้

3 . 1  เป ล ี่ย น เม ต ร ิก ซ ์ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป  H e s s e n b e r g

3 . 2  ก ำ ห น ด  j = 1 แ ล ะ เ ม ต ร ิก ซ ์ H  เ ท ่า ก ับ เ ม ต ร ิก ซ ์ท ี่แ ป ล ง จ า ก เ ม ต ร ิก ซ ์ A  

เป ็น ร ูป  H e s s e n b e r g

3 . 3  ถ ้า  h j+1 ■1 ไ ม ่เ ท ่า ก ับ ศ ูน ย ์ ใ ห ้ท ่า ต า ม ข ั้น ต อ น ต ัง น ี้

3 . 3 . 1  ค ำ น ว ณ  / ?  =

3 . 3 . 2  ค ำ น ว ณ  ร C =  เ3 ร



32

3 . 3 . 3  ก ำ ห น ด ใ ห ้ ร ุ = แ ถ ว ท ี่ j ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ H  แ ล ะ  = แ ถ ว ท ี่ j+ 1

ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ H

3 . 3 . 4  ก ำ ห น ด ใ ห ้ k  = ค ่า ม า ก ท ี่ส ุด ร ะ ห ว ่า ง  1 แ ล ะ  j - 2

3 . 3 . 5  ค า น ว ณ  h j k  — 0 ร ุเ + ร 7 ] เ  แ ล ะ  h j + ik  =  — ร ร ุ11+ C ไๅ11 

3 . 3 . ธ  ค ำ น ว ณ  k  = k + 1  ห า ก ค ่า  k  น ้อ ย ก ว ่า  ท ใ ห ้ย ้อ น ก ล ับ ไ ป ท ำ

ข ั้น ท ี่ 3 . 3 . 5

3 . 3 . 7  ก ำ ห น ด ใ ห ้ h j+11 = 0

3 . 3 . 8  ก ำ ห น ด  ร ุ = ค อ ล ัม น ์ท ี่ j ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ H  แ ล ะ  = ค อ ล ัม น ์

ท ี่ j + 1  ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ H

3 . 3 . 9  ก ำ ห น ด ใ ห ้ k  = 1

3 . 3 . 1 0  ค ำ น ว ณ  h ]k =  0 ร ุเ  + ร ๆ k  แ ล ะ  h k j+ 1 =  - ร ร ุk + C T j k

3 . 3 . 1  1 ค ำ น ว ณ  k  = k + 1  ห า ก ค ่า  k  น ้อ ย ก ว ่า  j + 2  ห ร ิอ  ท ใ ห ้ย ้อ น

ก ล ับ ไ ป ท ำ ข ั้น ท ี่ 3 . 3 . 1 0

3 . 4  ค ำ น ว ณ  j = j+ 1  ห า ก  j ม ีค ่า น ้อ ย ก ว ่า  ท - 1 ใ ห ้ย ้อ น ก ล ับ ไ ป ท ำ ข ั้น  2 . 3

3 . 5  ก ำ ห น ด ใ ห ้ส ม า ช ีก ใ ต ้แ น ว แ ห ย ง ม ุม แ ถ ว ท ี่ส อ ง ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์ H  เ ท ่า ก บ  0

3 . ธ  ค ำ น ว ณ ห า ค ่า  E i g e n v a l u e  ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ จ า ก ส ม า ซ ก ใ น แ น ว แ ห ย ง ม ุม

ท ั้ง  3  แ ถ ว  โ ด ย แ บ ่ง อ อ ก เ ป ็น  2  ก ร ณ ีด ้ง น ี้

3 . 6 . 1  ถ ้า ข น า ด ข อ ง  h k+1k ม ีค ่า ใ ก ล ้เ ค ีย ง ศ ูน ย ์ม า ก  ใ ห ้ถ ือ ว ่า  

E i g e n v a l u e  ท ี่ต ำ แ ห น ่ง น ั้น เ ห ่า ก ับ ค ่า จ ำ น ว น จ ร ิง  h kk

3 . 6 . 2  ถ ้า ข น า ด ข อ ง  h k+11k ม ีค ่า ไ ม ่ใ ก ล ้ค ่า ศ ูน ย ์ ใ ห ้ห า  E i g e n v a l u e

จ า ก ส ม ก า ร

ห ้ ~ ( b k k  + h k + ]k + ]) A . + h kkh k+ ]k+ i ~ h k+xkhkk+\ — 0  ( 3 ~ 9 )

4 .  ก า ร ห า ค ำ ต อ บ 1ข อ ง ส ม ก า ร ต ้ว ย ้ว ิธ ี B i s e c t i o n  เ ป ็น เท ค น ิค แ บ บ  N u m e r i c a l

S e a r c h  ส ำ ห ร ับ ก า ร ห า ค ำ ต อ บ ข อ ง ส ม ก า ร  โ ด ย ใ ช ้ห ล ัก ก า ร ต ร ว จ ส อ บ ค ่า ข อ ง ส ม ก า ร ท ี่ต ำ แ ห น ่ง

ข อ บ เ ข ต ข อ ง ค ่า ต ัว แ ป ร ท ั้ง ส อ ง ต ้า น  แ ล ะ ท ี่ต ำ แ ห น ่ง ร ะ ห ว ่า ง ก ล า ง ข อ ง ข อ บ เข ต ก า ร ค ้น ห า  แ ล ้ว ใ ช ้

ก า ร เ ป ล ี่ย น ค ่า ต ำ แ ห น ่ง ข อ บ เ ข ต ข อ ง ต ัว แ ป ร ต า ม แ น ว โ น ้ม ข อ ง ค ่า ต ัว แ ป ร ท ั้ง ส า ม  ต ัง น ั้น ค ่า

ต ำ แ ห น ่ง ข อ บ เ ข ต ข อ ง ต ัว แ ป ร จ ะ ม ีก า ร เ ป ล ี่ย น แ ป ล ง ไ ป จ น ก ว ่า จ ะ ส า ม า ร ถ ห า ค ำ ต อ บ ข อ ง ส ม ก า ร ไ ต ้ 

ส ำ ห ร ับ ก า ร ว เ ค ร า ะ ห ์เ ก ี่ย ว ก ับ เ ท ค น ิค  B i s e c t i o n  น ี้ ส า ม า ร ถ ศ ึก ษ า ไ ต ้จ า ก  B u c h a n a n  a n d  T u r n e r  

( 1 9 9 2 )  ส ำ ห ร ับ ข ั้น ต อ น ก า ร ค ำ น ว ณ ม ีต ัง น ี้

4 . 1  ค ำ น ว ณ ค ่า ก ล า ง จ า ก  ( ค ่า เ ร ิ่ม ต ้น  +  ค ่า ส น ส ุด ) / 2
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4 . 2  ค ำ น ว ณ  f ( ค ่า เ ร ิ่ม ด ้น ) * f ( ค ่า ก ล า ง )

4 . 2 . 1  ถ ้า ผ ล ค ูณ ม ีค ่า ม า ก ก ว ่า ศ ูน ย ์ก ำ ห น ด ค ่า เ ร ิ่ม ต ้น เ ท ่า ก ับ ค ่า ก ล า ง

4 . 2 . 2  ถ ้า ผ ล ศ ูณ ม ีค ่า น ้อ ย ก ว ่า ศ ูน ย ์ ก ำ ห น ด ค ่า ส ิ้น ส ุด เ ท ่า ก ับ ค ่า ก ล า ง

4 . 3  ท ำ ก า ร ค ำ น ว ณ 'ข ั้น ด อ น ท ี่ 4 . 1  แ ล ะ  4 . 2  ซ ํ้า ไ ป เ ร ิ่อ ย ๆ  จ น ก ว ่า ค ว า ม แ ต ก  

ต ่า ง ร ะ ห ว ่า ง ค ่า เ ร ิ่ม ต ้น แ ล ะ ค ่า ส ิ้น ส ุด อ ย ู่ใ น ช ่ว ง ท ี่ย อ ม ร ับ ไ ต ้

5 .  ก า ร ห า ค ่า ต อ บ ข อ ง ส ม ก า ร ต ัว ย ว ิธ ี S e c a n t  ใ น บ า ง ส ม ก า ร  เ ร า ไ ม ่ส า ม า ร ถ

ก ำ ห น ด ข อ บ เ ข ต ข อ ง ก า ร ห า ค ่า ต อ บ ไ ต ้ต ั้ง แ ต ่ช ่ว ง เ ร ิ่ม ต ้น ข อ ง ก า ร ค ำ น ว ณ  ด ัง น ั้น จ ึง จ ำ เป ็น ต ้อ ง

ใ ช ้อ ัล ก อ ร ิท ึม ท ี่ส า ม า ร ถ ไ ล ่ห า ค ่า ต อ บ ไ ต ้เ อ ง  โ ด ย ใ น ว ิท ย า น ้พ น ธ ์ฉ บ ับ น ี้ เส ือ ก ว ิธ ข อ ง  S e c a n t

ซ ึ่ง ส า ม า ร ถ ไ ล ่ห า ค ่า ต อ บ จ า ก ส ม ก า ร  โ ด ย ไ ม ่ต ้อ ง ก ำ ห น ด ข อ บ เ ข ต ใ น ก า ร ห า ค ่า ต อ บ  ส ำ ห ร ับ

ห ล ัก ก า ร แ ล ะ ร า ย ล ะ เ อ ีย ด ข อ ง ว ิธ  S e c a n t  น ี้ส า ม า ร ถ ศ ึก ษ า ไ ต ้จ า ก  H o f f m a n  ( 1 9 9 2 )

5 .1  ก ำ ห น ด ค ่า  x O  แ ล ะ  X1 ซ ึ่ง เ ป ็น ค ่า เ ร ิ่ม ต ้น  2  ค ่า ส ำ ห ร ับ ก า ร ห า ค ่า ต อ บ

ข อ ง ส ม ก า ร

ท ี่ย อ ม ร ับ ไ ต ้

5 . 2  ค ำ น ว ณ ห า ค ่า ต ัว แ ป ร ใ น ล ูป ต ่อ ไ ป จ า ก ส ม ก า ร

=  x  _ -  )
i+! '  f  ( * 1) - /  ( * , - 1)

5 . 3  ว น ล ูป ค ำ น ว ณ จ น ก ว ่า ค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ร ะ ห ว ่า ง ต ัว แ ป ร ใ น ล ูป ม ีค ่า อ ย ู่ใ น ช ่ว ง

( 3 - 1 0 )

ธ .  ก า ร แ ป ล ง ร ูป เม ต ร ิก ช ่ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป  H e s s e n b e r g  เม ต ร ิก ซ ์ท ี่อ ย ู่ใ น ร ูป

H e s s e n b e r g  ม ีค ว า ม ส ำ ค ัญ เ ป ็น อ ย ่า ง ย ิ่ง ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ ท ี่เ ท ี่ย ว ก ับ  E i g e n v a l u e  ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์ 

โ ด ย ข ั้น ด อ น ข อ ง ก า ร แ ป ล ง เ ม ต ร ิก ซ ์ใ ด ๆ ม า ส ู่ร ูป  H e s s e n b e r g  ส า ม า ร ถ ท ำ ไ ด ใ น ห ล า ย ว ิธ  แ ต ่ใ น  

ว ิท ย า น ้พ น ธ ์ฉ บ ับ น ี้ เส ือ ก ว ิธ ีข อ ง  Q R  ท ี่ส า ม า ร ถ ศ ึก ษ า ไ ต ้จ า ก  C h a p r a  a n d  C a n a l e  ( 1 9 8 8 )  

โ ด ย ข ั้น ต อ น ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ ม ีด ัง น ี้

6 . 1  ก ำ ห น ด ค ่า  j = 1 

ธ . 2  ห า  Sj จ า ก ส ม ก า ร

ร /  =  ( 3 - ” )

โดย a \p  คือ สมาชิกของเมตริกซ์ท่ีตำแหน่งแถว i คอลัมน์ k ในการคำนวณข้ันท่ี j 

ธ.3  ถ้า Sj ไ ม ่เท่าก ับ ศูนย์ให้ท่าตามข้ันตอนดังน้ี 

ธ.3 .1  หาค่า a  และ V จากสมการ
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( S J ■ เ"

1
( 3 - 1 2 )

r0 )7+1.; h

น ) y น ) T ( 3 - 1 3 )

ธ . 3 . 2  ค ํ'ท เ ว ณ  Z = CCV

ธ . 3 . 3  ค ำ น ว ณ  X = A z แ ล ะ  y  ะะ A z

ธ . 3 . 4  ค ำ น ว ณ  น  =  a  v  x
2

ธ . 3 . 5  ค ำ น ว ณ  Z = p .y

ธ . 3 . ธ  ค ำ น ว ณ  P  = y - z  แ ล ะ  q  = X -Z

ธ . 3 . 7  ค ำ น ว ณ  A  = A - v p T- q v

ธ . 4  ใ ห ้ j = j + 1  แ ล ้ว ต ร ว จ ส อ บ ว ่า เก น  ท - 2  ห ร ือ ย ัง  ห า ก ย ัง ไ ม ่เ ก น ใ ห ้ย ้อ น  

ก ล ับ ไ ป ท ำ ด า ม ข ้อ  ธ . 2  ใ ห ม ่

7 .  ก า ร ห า ค ่า  D e t e r m i n a n t  แ ล ะ  I n v e r s e  ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์ ส ำ ห ร ับ ก า ร ค ำ น ว ณ ค ่า

ท ัง ส อ ง น ี้ ใ ช ้ก า ร ท ำ  G u a s s i a n  E l i m i n a t i o n  w i th  P a r t i a l  P iv o t in g  ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ ห า  โ ด ย  

ส า ม า ร ถ ศ ึก ษ า ร า ย ล ะ เ อ ีย ด ไ ด ้จ า ก  H o f f m a n  ( 1 9 9 2 )

7 .1  แ ป ล ง ร ูป เม ต ร ิก ซ ์ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป  U p p e r  T r i a n g u l a r  โ ด ย ก า ร ท ำ  G u a s s i a n

E l i m i n a t i o n

7 . 2  ค ำ น ว ณ  D e t e r m i n a n t  จ า ก ส ม า ช ิก ใ น แ น ว แ ท ย ง ม ุม ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์

7 . 3  แ ป ล ง ร ูป เ ม ต ร ิก ซ ์ใ ห ้เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์ I d e n t i ty  โ ด ย ใ ช ้ก า ร ท ำ  G u a s s i a n

E l i m i n a t i o n

7 . 4  น ำ ข ั้น ต อ น แ ล ะ ค ่า ต ่า ง ๆ ท ี่ก ร ะ ท ำ ต ่อ เ ม ต ร ิก 1ช ํไ น ข ้อ  7 .1  แ ล ะ  7 . 3  ไ ป  

ก ร ะ ท ำ ต ่อ เ ม ต ร ิก ซ ์ I d e n t i t y  ซ ึ่ง ไ ด ้ผ ล ล ัพ ธ ์เป ็น  I n v e r s e  ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์

3 . 2  อ ัล ท อ ร ิท ึม ส ำ ห ร ับ ก า ร ว ิเค ร า ะ ห ์ร ะ บ บ ค ว บ ค ุม

1 .  ก า ร ห า ร า ก ข อ ง ส ม ก า ร ล ัก ษ ณ ะ  แ ล ะ ก า ร ห า  E i g e n v a l u e  ข อ ง ร ะ บ บ  ใ น ค ว า ม  

เป ็น จ ร ิง แ ล ้ว  ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ท ั้ง  2  แ บ บ น ี้เ ป ็น ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์เ ด ีย ว ก ัน ค อ  ก า ร ห า ร า ก ข อ ง ส ม ก า ร ซ ึ่ง  

ส า ม า ร ถ บ อ ก ถ ึง ล ัก ษ ณ ะ ข อ ง ผ ล ต อ บ ท ี่จ ะ ไ ด ้จ า ก ร ะ บ บ  ซ ึ่ง โ ด ย ท ั่ว ไ ป จ ะ เ ป ็น ค ่า เด ีย ว ก ัน ย ก เ ว ้น ใ น  

บ า ง ก ร ณ  โ ด ย ใ น ท ฤ ษ ฎ ีค ว บ ค ุม แ บ บ ค ล า ส ส ิก จ ะ เ ป ็น ก า ร ห า ร า ก จ า ก เ ท อ ม ท ี่เ ป ็น ส ่ว น ข อ ง
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ฟ ัง ก ์ช ัน ถ ่า ย โ อ น  ซ ึ่ง ก ็ค ือ ส ม ก า ร ล ัก ษ ณ ะ  ใ น ข ณ ะ ท ี่ท ฤ ษ ฎ ีค ว บ ค ุม ส ม ัย ใ ห ม ่เ ป ็น ก า ร ห า ร า ก

ข อ ง ส ม ก า ร  d e t [ s l  -  A ] = 0  อ ัล ก อ ร ิท ีม ส ำ ห ร ับ ค ำ น ว ณ ห า ร า ก ข อ ง ส ม ก า ร ท ั้ง  2  แ บ บ น ี้แ ต ก

ต ่า ง ก ัน ไ ป

1 .1  ก า ร ห า ร า ก จ า ก ส ม ก า ร ล ัก ษ ณ ะ  ใ ช ้เ ท ค น ิค ก า ร ห า ร า ก ข อ ง ส ม ก า ร  

โ พ ล โ น เ ม ีย ล ก ำ ล ัง  ท

1 . 2  ก า ร ห า  E i g e n v a l u e  ข อ ง ร ะ บ บ  ใ ช ้เ ท ค น ิค ส ำ ห ร ับ ห า ค ่า  E i g e n v a l u e

ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ A

2 .  ก า ร ต ร ว จ ส อ บ  C o n t r o l l a b i l i ty  แ ล ะ  O b s e r v a b i l i t y  ข อ ง ร ะ บ บ  ก า ร ต ร ว จ ส อ บ  

C o n t r o l l a b i l t y  แ ล ะ  O b s e r v a b i l t y  ข อ ง ร ะ บ บ  จ ัด เ ป ็น เ ท ค น ิค ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ใ น ท ฤ ษ ฎ ีค ว บ ค ุม ส ม ัย  

ใ ห ม ่ท ี่ม ีค ว า ม ส ำ ค ัญ ม า ก  เ น ี้อ ง จ า ก ค ุณ ส ม บ ด ท ั้ง ส อ ง ส า ม า ร ถ บ อ ก ถ ึง ค ว า ม เ ป ็น ไ ป ไ ด ้ข อ ง ก า ร ใ ช ้

ส ัญ ญ า ณ เ ช ้า เ พ ื่อ ค ว บ ค ุม ก า ร ท ำ ง า น ข อ ง ร ะ บ บ  แ ล ะ ค ว า ม เป ็น ไ ป ไ ต ่ใ น ก า ร ส ัง เค ร า ะ ห ์ต ัว แ ป ร

ส ถ า น ะ ข อ ง ร ะ บ บ จ า ก ผ ล ต อ บ ด า ม ล ำ ต ับ  ก า ร ต ร ว จ ล อ บ ค ุณ ส ม ป ้ต ท ั้ง ส อ ง น ี้ข ึ้น ก ับ ก า ร ต ร ว จ

ส อ บ อ ัน ด ับ 1ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์'ท ี่ม ีม ีต ิ ท X ทกา เป ็น ห ล ัก  ซ ึ่ง จ า ก ก า ร ป ร ะ ม า ณ ป ร ิม า ณ ข อ ง ก า ร ค ำ น ว ณ ท ี่ 

ต ้อ ง ใ ช ิใ น ก า ร ต ร ว จ ส อ บ  อ ัน ต ับ ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์[ ด ย ใ ช ้ว ิธ ีเ ช ิง เ ล ข  ไ ด ้ว ่า ว ิธ ีต ร ว จ ส อ บ เม ต ร ิก ซ ์ซ ึ่ง ม ีม ิต ิ 

ท X n m  น ี้ ห า ก  ทา ไ ม ่เ ท ่า ก ับ  1 ใ ช ้ก า ร ค ำ น ว ณ  1 1 ท 3 ซ ึ่ง จ ะ เ ส ีย เว ล า ม า ก ใ น ร ะ บ บ ใ ห ญ ่ๆ

แ ต ่จ า ก ห ล ัก ก า ร ว ่า อ ัน ด ับ ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ M M T ซ ึ่ง ม ีม ิต ิ n  X ท ม ีค ่า เ ท ่า ก ับ อ ัน ด ับ ข อ ง  

เ ม ต ร ิก ซ ์ M  ซ ึ่ง ม ีม ิต ิ n  X n m  ซ ึ่ง ป ร า ก ฏ อ ย ู่ใ น  D a t t a  ( 1 9 8 4 )  ป ร ิม า ณ ก า ร ค ำ น ว ณ ท ี่ต ้อ ง ใ ช ้

ใ น ก า ร ต ร ว จ ส อ บ ด า ม เ ท ค น ิค น ี้ม ีค ่า เท ่า ก ับ  7 ท 3 เ ท ่า น ั้น  ต ัง น ั้น ใ น ว ิท ย า น ิพ น ธ ์น ี้จ ึง ใ ช ้เท ค น ิค น ี้

ใ น ก า ร ก า ร ต ร ว จ ส อ บ อ ัน ด ับ ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ ข ั้น ต อ น ข อ ง อ ัล ก อ ร ิท ีม ส า ม า ร ถ ส ร ุป ไ ต ้ต ัง น ี้

2 . 1  ถ ้า ก ำ ห น ด  C o n t r o l l a b i l i ty  M a tr ix  ห ร ือ  O b s e r v a b i l i t y  M a tr ix  ม า  ใ ห ้ 

ต ร ว จ ส อ บ ม ิต ิข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ว ่า ม ีจ ำ น ว น ค อ ล ัม น ์ม า ก ก ว ่า จ ำ น ว น แ ถ ว ห ร ือ ไ ม ่ ถ ้า จ ำ น ว น ค อ ล ัม น ์ม า ก  

ก ว ่า ใ ห ้ห า เ ม ต ร ิก ซ ์ M  จ า ก ส ม ก า ร

M  =  W W T ( 3 - 1 4 )

จ า ก น ั้น ข ้า ม ไ ป จ า ก ห ัว ข ้อ  2 . 3  เพ ื่อ ห า อ ัน ด ับ ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์

2 . 2  ถ ้า ใ ห ้ต ร ว จ ส อ บ  C o n t r o l l a b i l i t y  จ า ก ค ู่เ ม ต ร ิก ซ ์ A ,B  ใ ห ้ใ ช ้ส ม ก า ร เพ ื่อ

ห า  M  ต ัง น ี้

M  =  £ A ‘ B B T ( A r ÿ  ( 3 - 1 5 )
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ใ น ก ร ณ ีต ้อ ง ก า ร ต ร ว จ ส อ บ  O b s e r v a b i l i t y  จ า ก ค ู่เ ม ต ร ิก ซ ์ A .C  ใ ห ้ใ ช ้เ ม ต ร ิก ซ ์ A T แ ท น  A  แ ล ะ

ใ ช ้เ ม ต ร ิก ซ ์ C T แ ท น  B

2 . 3  ต ร ว จ ส อ บ อ ัน ด ับ ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์ด ้ว ย ร ิ! )  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  แ บ บ

P a r t i a l  P i v o t i n g

M a t r ix  เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์ท ี่บ อ ก ถ ั๋ง ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง ส ัญ ญ า ณ อ อ ก แ ล ะ ส ัญ ญ า ณ เ ช ้า ข อ ง ร ะ บ บ  ซ ึ่ง  

ใ น ก า ร ร ิเค ร า ะ ห ์ห ร ิอ อ อ ก แ บ บ จ ะ ม ีอ ย ู่ห ล า ย ก ร ณ ีท ี่ต ้อ ง ก า ร ข ้อ ม ูล อ ย ู่ใ น ร ูป ข อ ง  T r a n s f e r  F u n c t i o n  

M a t r ix  ส ำ ห ร ับ อ ัล ก อ ร ิท ึม ใ น ร ิท ย า น ิพ น ธ ์ถ ก น ำ เส น อ โ ด ย  P e r r y , ร น ท  a n d  B e r g e r  ( 1 9 8 8 )

โ ด ย แ บ ่ง ก า ร ค ำ น ว ณ เ ป ็น  2  ข ั้น ต อ น  ค ือ  ก า ร ค ำ น ว ณ ห า ค ่า ส ัม ป ร ะ ส ิท ธ ์ข อ ง ส ม ก า ร ล ัก ษ ณ ะ จ า ก  

เม ต ร ิก ซ ์ท ี่ใ ช ้' เน ก า ร ต ร ว จ ส อ บ  C o n t r o l l a b i l i t y  จ า ก น ั้น จ ึง ห า ส ัม บ ่ร ะ ส ิท ธ ์ข อ ง เ ท อ ม เ ศ ษ จ า ก ก า ร

แ ป ล ง ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป  P h a s e - v a r i a b l e  C a n o n i c a l  ส ม ก า ร ส ถ า น ะ ข อ ง ร ะ บ บ ท ี่เ ร า ส น ใ จ  ส า ม า ร ถ

เ ข ย น ไ ต ้ด ัง น ี้

เม ื่อ  X ค ือ เว ก เต อ ธ ์ด ัว แ ป ร ส ถ า น ะ ม ีด  ท น ค ือ เ ว ก เ ด อ ธ ์ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม ม ิต ิ ทา y  ค ือ เ ว ก เ ต อ ร ์ 

ผ ล ต อ บ ข อ ง ร ะ บ บ ม ิต ิ P  ค ือ  T r a n s f e r  F u n c t i o n  M a tr ix  ส า ม า ร ถ ห า ไ ต ้จ า ก ส ม ก า ร

3 .  ก า ร ห า  T r a n s f e r  F u n c t i o n  M a tr ix  จ า ก ส ม ก า ร ส ถ า น ะ  T r a n s f e r  F u n c t i o n

Ax +  Bu
( 3 - 1 6 )

H ( ร )  =  C ( s l - A ) -1B ( 3 - 1 7 )

โ ด ย ส ม า ช ัก แ ต ่ล ะ ต ัว ใ น  T r a n s f e r  F u n c t i o n  M a tr ix  อ ย ู่ใ น ร ูป

P \  +  P j S + . . . + P J m

cf \  + q  2 ร + . : + q n s n

( 3 - 1 8 )

ก า ร ห า ส ัม ป ร ะ ส ิท ธ ์ข อ ง ส ม ก า ร ล ัก ษ ณ ะ  ห า ไ ต ้จ า ก ส ม ก า ร

- A ”b ( 3 - 1 9 )

เม ื่อ  q  = [q  1 q 2 . . .  q r1]T ส ำ ห ร ับ  b  เ ป ็น เ ว ก เ ต อ ร ์ท ี่เ ล ือ ก จ า ก เ ม ต ร ิก ซ ์ B  โ ด ย พ ิจ า ร ณ า ว ่า

ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม ใ ด ท ี่ฑ ำ ใ ห ้ร ะ บ บ  C o n t r o l l a b l e  ห ล ัง จ า ก ห า ค ่า ส ัม ป ร ะ ส ิท ธ ์ข อ ง ส ม ก า ร
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ล ัก ษ ณ ะ ไ ด ้ จ ึง ค ำ น ว ณ ห า ส ้ม ! } ร ะ ส ิท ธ ์'ข อ ง เท อ ม ท ี่เป ีน เศ ษ  โ ด ย อ า ศ ัย แ ป ล ง เ ม ต ร ิก ซ ์ใ ห ้อ ย ู่ใ น

P h a s e - v a r i a b l e  C a n o n i c a l  โ ด ย ใ ช ้ส ม ก า ร

M.

r a i

ช
-  Amj+1 + q . +1b. ;j =  ( ท - ! ) . . . 1

(3 -2 0 )

จ า ก น ั้น จ ึง ค ำ น ว ณ ห า ส ม า ช ้ก ต ่า ง ๆ ข อ ง  T r a n s f e r  F u n c t i o n  M a tr ix  จ า ก ส ม ก า ร

[ c m , s i  รH,(ร) = ;ร =
ๆ ( ร )  •

(3 -2 1 )

ท

4 .  ก า ร ห า ค ่า  G a i n  M a r g in  แ ล ะ  P h a s e  M a r g in  ค ่า  G a i n  M a r g in  แ ล ะ  P h a s e  

M a r g in  จ ัด เ ป ็น พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ท ี,ส ำ ค ัญ ใ น ร ะ บ บ ค ว บ ค ุม  เน ื่อ ง จ า ก ค ่า ท ั้ง ส อ ง น ี้ส า ม า ร ถ ใ ช ้แ ส ด ง ถ ึง  

เ ส ถ ีย ร ภ า พ แ บ บ ส ้ม พ ัน ธ ์ใ ด ้ ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ ห า ค ่า  G a i n  M a r g in  น ั้น ท ำ ไ ด ้ ใ น ห ล า ย ว ิธ เ ช ่น

อ า ศ ัย  R o u t h  t a b l e  เป ็น ด ้น  ก ร ณข อ ง  P h a s e  M a r g in  น ั้น ม ัก น ิย ม ใ ช ่ว ิธ แ บ บ ก ร า ฟ ฟ ิก เป ็น ห ล ัก  

คือ ก า ร ห า จ า ก ก ร า ฟ ผ ล ต อ บ เ ซ ิง ค ว า ม ถ ี่แ บ บ ต ่า ง ๆ  เช ่น  N y q u i s t  p lo t  B o d e  p lo t  เป ็น ด ้น  ใ น

ว ิท ย า น ิพ น ธ ์ฉ บ ับ น ี้ อ า ศ ัย เท ค น ิค ก า ร ห า ค ํๆ ด อ บ แ บ บ  N u m e r i c a l  S e a r c h  ค ือ  ว ิธ ์ S e c a n t  ใ น ก า ร  

ห า ค ่า  G a i n  M a r g in  แ ล ะ  P h a s e  M a r g in  เม ึ๋อ ก ำ ห น ด 'ใ ห ้ F ( J c ô )  -  Z . G ( J c ù ) -  1 8 0 °  ใ น

ก ร ณ ีข อ ง ก า ร ห า  G a i n  M a r g in  ซ ึ่ง ไ ด ้ผ ล เ ป ็น เ ป ็น ค ว า ม ถ ี่ ณ ต ำ แ ห น ่ง ท ี่เ ก ิด  P h a s e - c r o s s o v e r  

แ ล ้ว น ำ ค ว า ม ถ ี่ท ี่ไ ด ไ ป แ ท น ค ่า ห า ค ่า ข น า ด ข อ ง  1 / G ( j C D ) H ( j ( 0 )  ซ ึ่ง ก คื็อ G a i n  M a r g in

ส ำ ห ร ับ ก า ร ห า  P h a s e  M a r g in  อ า ศ ัย ก า ร ห า ค ่า ค ว า ม ถ ี่ ณ ต ำ แ ห น ่ง ท ี่เ ก ิด  G a i n - c r o s s o v e r  แ ล ้ว  

น ำ ผ ล ไ ป แ ท น ค ่า  Z G ( j £ y ) H ( j & > )  +  1 8 0 °  จ ึง ไ ด ้เป ็น  P h a s e  M a r g in  ข ั้น ต อ น ส ำ ห ร ับ

ก า ร ห า  G a i n  M a r g in  แ ล ะ  P h a s e  M a r g in  จ ึง ส ร ุป ไ ด ้ด ้ง น ี้

4 . 1  ใ ช ้เ ท ค น ิค ก า ร ค ้น ห า แ บ บ  S e c a n t  หาค่าค ๆ า บ ถ ี่ C0 ซ ึ่ง ท ำ ใ ห ้เ ง ื่อ น ไ ข

Z G ( j a > ) ~  1 8 0 °  เท ่า ก ับ ศ ูน ย ํเ ป ็น จ ร ิง

4 . 2  น ำ ค ่า ค ว า ม ถ ี่ท ี่ไ ด ไ ป แ ท น ใ น 1 / G(j<y)H(j&0 ซ ึ่ง ไ ด ้เ ป ็น ค ่า  G a i n

M a r g in

4 . 3  ห า ค ่า ค ว า ม ถ ี่ CD ซ ึ่ง ท ำ ใ ห ้เ ง ื่อ น ไ ข  \ G ( J c o ) H ( j a > ) \  เท ่า ก ับ ห น ึ่ง เป ็น จ ร ิง  

โ ด ย ใ ช ้เ ท ค น ิค ก า ร ค ้น ห า แ บ บ  S e c a n t
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4 . 4  น ่า ค ่า ค ว า ม ถ ี่ท ี่ไ ด ้ไ ป แ ท น ใ น  Z . G ( j C O ) ï i ( j C O )  +  1 8 0 °  เพ อ เ ป ็น ค ่า

P h a s e  M a r g in

3 . 3  อ ัล ท อ ? ท ึม ท ี่ใ ช ้ใ น ก า ร อ อ ก แ บ บ 'ร ะ บ บ ค ว บ ค ุม

1 .  ก า ร ห า ข ้อ ม ูล ส ำ ห ร ับ ก า ร ท ด ส อ บ แ บ บ ว ง ป ิด  ค ว า ม ถ ี่ใ น ก า ร แ ก ว ่ง ข อ ง ผ ล ต อ บ  

เ ช ิง เ ว ล า ข อ ง ร ะ บ บ  จ ัด เป ็น ข ้อ ม ูล ท ี่ส ำ ค ัญ ส ำ ห ร ับ ใ ช ้ป ร ับ ค ่า พ า ร า ม ิเต อ ร ์ข อ ง ต ัว ค ว บ ค ุม แ บ บ  P iD  

ต ัว ย ว ่ธ ีก า ร ท ด ส อ บ แ บ บ ว ง ป ิด  เ น ื่อ ง จ า ก ใ น บ า ง ร ะ บ บ ย อ ม ใ ห ้เก ิด ก า ร แ ก ว ่ง ไ ม ่ไ ด ้ เพ ร า ะ

อ า จ ท ำ ใ ห ้เก ิด ค ว า ม เส ีย ห า ย แ ก ่อ ุป ก ร ถ ! ท น ร ะ บ บ ไ ด ้ ต ัง น ั้น โ ป ร แ ก ร ม จ ึง ท ำ ก า ร ค ำ น ว ณ .ค ่า ค ว า ม ถ ี่ 

ข อ ง ก า ร แ ก ว ่ง เ อ ง  เพ ี่อ ไ ม ่ต ้อ ง ไ ป ท ด ล อ ง ก ับ ร ะ บ บ จ ร ิง  เ ม ื่อ พ ิจ า ร ณ า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง

ค ่า ค ว า ม ถ ีก า ร แ ก ว ่ง ก ับ ผ ล ต อ บ ใ น เ ช ิง ค ว า ม ถ ี่ข อ ง ร ะ บ บ  พ บ ว ่า ค ่า ค ว า ม ถ ีข อ ง ก า ร แ ก ว ่ง ส า ม า ร ถ ห า  

ไ ด ้จ า ก ค ว า ม ถ ี่ ณ  ต ำ แ ห น ่ง ท ี่เ ก ิด  P h a s e - c r o s s o v e r  ต ัง น ั้น ก า ร ห า ค ว า ม ถ ี่ ณ  ต ำ แ ห น ่ง ท ี่เ ก ิด  

P h a s e - c r o s s o v e r  จ ึง ใ ช ้เ ง ือ น ไ ข

Z C i j c o ) H ( j û ) )  =  - 1 8 0 °  ( 3 - 2 2 )

ส ำ ห ร ับ ข ้อ ม ูล อ ีก ต ัว ข อ ง ก า ร ค ำ น ว ณ ค ่า พ า ; า ม ิเ ต อ ร ์ข อ ง ต ัว ค ว บ ค ุม  P ID  โ ด ย ว ิธ ีแ บ บ ว ง ป ิด  ค ือ  

อ ัต ร า ข ย า ย ท ี่ท ำ ใ ห ้เ ก ิด ก า ร แ ก ว ่ง ซ ึ่ง ม ีค ่า เ ท ่า ก ับ ค ่า  G a i n  M a r g in  ข อ ง ร ะ บ บ  ซ ึ่ง ห า จ า ก ค ่า ค ว า ม ถ ี่ 

ท ี่เ ก ิด  P h a s e - c r o s s o v e r  ส ำ ห ร ับ ข ั้น ต อ น ใ น ก า ร ห า ข ้อ ม ูล ส ำ ห ร ับ ก า ร ท ด ส อ บ แ บ บ ว ง ป ิด

ส า ม า ร ถ ส ร ุป ไ ด ้ต ัง น ี้

า . 1 ห า ค ่า ค ว า ม ถ ี'  ซ ึ่ง ต ร ง ก ับ เง ื่อ น ไ ข ใ น ส ม ก า ร  ( 3 - 2 2 )  โ ด ย ใ ช ้ก า ร ค ัน ห า  

ค ำ ต อ บ ด ้ว ย ว ิธ ี S e c a n t

1 . 2  ห า ค ่า  G a i n  M a r g in

2 .  ก า ร อ อ ก แ บ บ ต ัว ช ด เ ช ย ท ั้ง ส า ม แ บ บ  เท ค น ิค ก า ร อ อ ก แ บ บ ต ัว ช ด เ ช ย แ บ บ

ล ํ้า ห น ้า แ ล ะ ล ้า ห ล ัง  เป ็น ก า ร อ อ ก แ บ บ ใ น เ ช ิง ค ว า ม ถ ี่เ ท ่า น ั้น  โ ด ย ข ้อ ก ำ ห น ด ข อ ง ก า ร อ อ ก แ บ บ

จ ะ อ ย ู่ใ น ร ูป ข อ ง  P h a s e  M a r g in  แ ล ะ ข น า ด ข อ ง ค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ใ น ส ภ า ว ะ อ ย ู่ต ัว ข อ ง ร ะ บ บ

ข ั้น ต อ น ค ร ่า ว ๆ ข อ ง ก า ร อ อ ก แ บ บ ส า ม า ร ถ ศ ึก ษ า ไ ด ้จ า ก  ( K u o ,  1 9 9 3 ;  G o l t e n  a n d  V e r w e r ,  

1 9 9 1 ;  S t é f a n i  a n d  o t h e r s ,  1 9 9 3 )  อ ัล ก อ ร ิท ึม ท ี่ใ ช ิใ น ก า ร อ อ ก แ บ บ ต ัว ช ด เช ย แ บ บ ล ํ้า ห น ้า

แ ล ะ ล ้า ห ล ัง ม ีข ั้น ต อ น ต ัง น ี้

2 . 1  ต ร ว จ ส อ บ ว ่า ม ีค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ใ น ส ภ า ว ะ อ ย ู่ต ัว ห ร ือ ไ ม ่ ถ ้า ค ว า ม ผ ิด

พ ล า ด ใ น ส ภ า ว ะ อ ย ู่ต ัว ม ีค ่า เ ป ็น ศ ูน ย ๎ใ ห ้ข ้า ม ไ ป ท ำ ข ั้น ต อ น  2 . 2
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2.1.1 รับข้อมูลคือขนาดของความผดพลาดในสภาวะอยู่ตัวที่ต้องการ
2.1.2 วิเคราะห์ความเป็นไปได้ของการใช้อัตราขยาย เพึ่อเปลี่ยน

ขนาดของความผิดพลาดในสภาวะอยู่ตัวของระบบ หากไม่สามารถเปลี่ยนขนาดของความ
ผิดพลาดด้วยการใช้อัตราขยายได้ไห้แจ้งต่อผูใช้ แล้วจบการทำงาน

2.1.3 คำนวณอัตราขยาย ซึ่งทำให้ความผิดพลาดในสภาวะอยู่ตัวมี 
ค่าเท่ากับขนาดที่กำหนดมาจากผู้ใชในหัวข้อ 2.1

2.2 รับข้อมูลคือ Phase Margin (PM) และประเภทของตัวชดเชยที่จะทำ
การออกแบบ

2.3 หา phase margin (PM0) ของระบบเด ิม

2.4 เปรียบเทียบ PM0 กับคำ PM ว่าใกล้เคียงพอที่จะยอมรับได้หรือไม่ 
โดยหากคำทั้งสองใกล้เคียงจนพอยอมรับได้ให้จบการทำงาน

2.5 แยกการทำงานออกเป็น 3 กรณีตามชนิดของตัวซดเชย
2.5.1 ตัวชดเชยแบบลํ้าหน้า ให้ทำตามขั้นตอนต่อไปนี้

2.5.1.1 กำหนดให้ (j)m = PM -  PM0 + E โดย E คือมุม
ที่เผื่อไว้ และมีคำเริ่มด้นคือ 5°

อ ัดราขยายเท ่าก ับ  0 log or

2.5.1 .2  คำนวณ a  จาก a  = 7— ■ ไ”l + sin^m
2.5 .1 .3  ตรวจสอบเพี่อหาความถี่ C0m ซึ่งทำให้ระบบเปิดมี

2 .5 .1 .4  คำนวณ <y1 = Cùm น ิน  ิ และ &>2 
แล้วแทนค่าทั้งสองที่คำนวณได้ไปหาฟังก์ชันถ่ายโอนของตัวชดเชยแบบลํ้าหน้าคือ

G '(s )  =

( \51+ —
V C û J
( \ร1 + —
เ. (Ù2)

(3 -2 3 )

2.5.2 ตัวชดเชยแบบล้าหลัง ให้ทำตามขั้นตอนต่อไปนี้
2.5.2.1 กำหนดให้ (j)m = PM - PM0 + E โดย E คือมุม

ที่เผื่อไว้ และมีคำเริ่มด้นคือ 5°
2.5 .2 .2  ตรวจสอบหาความถี่ © m ซึ่งทำให้ค่ามุมเฟสของ

ระบบเปิด เท่ากับ 180° — (f)m
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2.5.2.3 คำนวณอัตราขยาย G ท ี่ความถี่ C0m แล้วแทนลง 
ในสูตร 201og/? = G  จากนั้นจึงคำนวณหาค่า |3 ออกมา

2.5.2 .4  คำนวณ C02 = © m/1 0  และ C01 = CO2/{3 เพอ 
หาฟังก์ชันถ่ายโอนของตัวชดเชยแบบล้าหลังคือ

G '(s )  =

( \51 + —
V 0),J
( \ร1 + —

0)2)

(3 -2 4 )

2.5 .3  ตัวซดเชยแบบลํ้าหน้า-ล้าหลัง ให้ทำตามขั้นดอนต่อไปนี้
2.5.3.1 กำหนดให้ (j)m = PM - PM0 + E โดย E คือมุม

ที่เผื่อไว้ และมีค่าเริ่มตันคือ 5°
2.5.3.2 คำนวณ a  จากสมการ a  = 7— ~ r — r -

1 + sin (f)m

2.5.3.3 ตรวจสอบหา © m ซึ่งทำให้อัตราขยายของระบบ
เปิดเท่ากับ 1 0 log a

2 .5 .3.4 คำนวณหาค่าพารามิเตอร์ T  -  — *C ù j a
© 4 = 1/T  , © 3  = 1 / ( a T )  , © 2 = 0 .1 © 3  และ © 1 = © 2/2  แล้วแทนในฟังก์ชันถ่ายโอน 
ของตัวซดเชยแบบลาหน้าล้าหลัง ได้ว่า

Gc(ร) =

(  \  ร
1 + —V (>>1 ) t e )

(  \ f  \ร , ร
1 + 1 +

V tซ1) V C û j

(3 -2 5 )

2.6 หา Phase Margin (PMn) ของระบบที่ต่อตัวชดเชยแล้ว
2.7 เปรียบเทียบค่าของ PMn กับ PM ว่าใกล้เคืยงพอที่จะยอมรับได้หรีอไม่

หากยอมรับไดให้แสดงพารามิเตอร์ของตัวชดเชยที่คำนวณได้ แล้วจบการทำงาน ถ้ายอม
รับไม่ได้ให้เปลี่ยนค่า E แล้วย้อนกลับไปทำขั้นตอน 2.5 โดยถ้า PMn < PM ให้เที่มค่า E 

แต่ถ้า PMn > PM ให้ลดค่า E
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3. การออกแบบโดยเทคน ิคการกำหนดตำแหน ่งเสา การออกแบบโดยเทคน ิค

การกำหน ดตำแหน ่ง Pole เป ็น เทคน ิคการออกแบบ'พ ื้นฐานท ี'ม ีประส ิทธ ิภาพในระด ับพอสมควร  

ห าก ว ่าม ีส ัญ ญ าณ ค วบ ค ุม เพ ยงส ัญ ญ าณ เด ียว  เทคน ิคการออกแบบน ี้จะสามารถคำน วณ หาค ่า

อ ัตรา1ขยายป ้อน กล ับได ้'หลายว ิธ ิ โดยแด ่ละว ิธ ิให ้ผลออกมาเช ่น เด ียวก ัน  สำหรับว ่ธ ิฑ ึ่ใช ่ใน

กรณ ส ัญ ญ าณ ควบ ค ุม เด ียว  เช ่น การแทนค่าในส ูตรของ Ackermann เป ็น ดัน แด่หากม ี

ส ัญ ญ าณ ควบ ค ุม ม ากกว ่าส ัญ ญ าณ เด ียวแ ล ้ว  การคำนวณ หาค ่าอ ัตราขยายจะทำได ้ค ่อนข ้าง

ลำบ าก  และอ ัตราขยายท ี่ค ำน วณ ได ้ จะม ีค ่าท ี่ไม ่แน ่นอนแล ้วแด ่ว ิธ ิท ี่ใช ่ในการคำนวณ

อ ัลกอร ิท ีมซ ึ่งใช ่ในว ิทยาน ิพนธ ์นำเสนอโดย Patel and Misra (1 9 8 4 ) โดยใช ้หล ักการของการ  

แปลงร ูปสมการสถานะไปอย ู่ในร ูปของ Unreduced Upper Hessenberg หล ังจากแปลง เม 

ตร ิกช ์เสร ็จแล ้วจ ึงใช ้การแปลงให ้เมตร ิกซ ์อย ู่ในร ูป  Real Schur แล ้วจ ึงคำนวณ หาเมตร ิกซ ์ของ  

อ ัตราขยายป ัอน กล ับ  สำหร ับข ั้นตอนในการคำนวณ  ม ีด ้งน ี้

3.1 ทำการแป ลงค ู่เม ตร ิกซ ์ [A,b] ให ้อย ู่ในร ูป Unreduced Upper

Hessenberg [F,g] ตามข ั้นตอนด ้งน ี้

3.1.1 กำหนดให ้ i = 0 แล ้วทำการแปลงแบบ Householder เพื่อ 

แ ป ลงเม ตร ิกซ ์ b ให ้อย ู่ในร ูป

To b = [ s f o - o ]  = ร0 (3 -2 6 )
3.1.2 หาเมตร ิกซ ์ F0 -- TjAT0 และ T = T0

3.1.3 ถ้า i ^  ท - 2 ให ้แบ ่งเมตร ิกซ ์ Fi ให ้อย ู่ในร ูป

rCO
*11 f (i)12

. . . f (i) 
Al,i+1

pT(i)
‘ l,i+2

f <0•*21
f<i)
*22

r(i)• • # r*2,1+1
pT(i)
1 2,1+2

0 r(i)
*32

. . . f(') 
*3,1+1

ç T(ï)
* 3,1+2

0 0 .  . . f CI)
i+l,»+l

f T(i)
1 i+l.i+2

0 0 . . .  f «>
*i+2,i+l

p.T(i)
r  i+2,i+2

.4 ด ั้งค ่า i = i + 1 และ bi = / £ }

3.1.5 ถ ้า bi +£ 0 ให ้ทำการแปลงแบบ Householder

(3 -2 7 )

เพ ื่อแปลง

เม ตร ิกซ ์ bi ให ้อย ู่ในร ูป

(3 -2 8 )
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3.1.6 คำนวณ

F  = h  0
0 TTไ -J

F+1
/, 0
0 T (3 -2 9 )

T  = /,. 0 
0 T (3 -3 0 )

ย ้อน กล ับไปทำข ั้น ตวน ท ี่ 3.1.3

3.1.7 ถ้า fÜ l'M  = 0 ก ำห น ดให ้)1 = ท - 1 หรอ JJ. = ท แล้ว

กลับไปทำ

3.1.8 ต ั้งค ่า JJ. = i และต ั้งค ่า F = Fi และ G = G0

3.2 ในกรณ ีให ้เมตร ิกซ ์ B เป ็น แ บ บ ห ลายคอล ัม น ์ให ้ท ำต าม ข ั้น ต อน ด ังน ี้

3.2.1 ตั้ง i = 1 A1 = A และ เป ็นคอล ัมน ์แรกของเมตร ิกซ ์ B

3.2.2 ใช ้เทคน ิคในข ้อ 3.1 เพ ื่อ เปล ี่ยน ร ูปค ู่เมตร ิกซ ์ [Av b1] ให ้อย ู่ใน  

รูป Unreduced Upper Hessenberg แล ้วนำเมตร ิกซ ์ T1 และค ่า JJ, 1 ท ี่ค ำน วณ ได ้มาเก ็บ

3.2.3 คำนวณ  F1 = T.| AT1 G1 = T.J B V = T 1 ก0 = JJ,1

3.2.4 ถ ้ า ท ^ ก  ให ้แบ ่ง F, และ G; ให ้อย ่ในรป

F  =

a  =

P'0) 1 11 F {i) ... 1 12 P‘0) p0)1 \j 1 l,i+l
0 F™ ... K P'0)■ '2,1+1

0 0 ... k P'0)1 i,i+l
_ 0 0 ... 0 P'0)1 i+l.i+1 J
v °  *11 Su ••• gp 2 0) . O l,i+l •- gPn,

0 à  - ร 2i 2 0) . ol,i+2 ■- dil
0 0 ... gP 0 .. g™O r.m

_ 0 0 ... 0 0 .. oi+l,m

2.5 กำหนดให้ค่า i =i+1 4 = p r

(3 -3 1 )

๙(i-l)

รูป Unreduced upper Hessenberg แล้วนำเมตริกซ์ T; และค่า )4 ที่คำนวณได้มาเก็บ
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3.2.7 คำนวณ

F:
7  0 ' 7„  o"
. 0 7;7 - 0 7 (3 -3 2 )

G (3 -3 3 )

(3 -3 4 )

3.2.8 ตั้ง F = Fj G = Gj และ P = I

3.3 กาห น ดให ้ F1 = F 1 g1 ะ: g , N = Identity Matrix และ k = (<0 = 0

3.4 การกำหนดตำแหน ่งเสา ซ ึ่ง เป ็น ค ่าจร ิงสามารถทำไล ้ด ้วยข ั้น ตอน ด ังน ี้

3.4.1 หาเมตร ิกซ ์ Pi ท ี่เป ็น  Orthogonal Matrix ซ ึ่งท ำให ้

เม ื่อกำหน ดให ้ ( = [0 0  ... fn 1 n_ 1

3.4.2

3.4.3

ใช ้การแปลงแบบ Orthogonal 

เมตร ิกซ ์ g;

f-P, = ± 1 4 * 1  (3 -3 5 )

f„„-X]T แระ l u i ,  = F F Ï  แระ ‘ l  = [ 0 0 . . .  1] 
คำนวณ  F?  = PjTFjPj1 และ gj = PjTgj 

เปล ี่ยน  F 'T ให ้เป ็น เมตร ิกซ ์ Hi ซ ึ่งอย ู่ในร ูป Hessenberg โดย  

ในขณ ะเด ียวก ันก ็ใช ้เมตร ิกซ ์ Uj ท ี่ไล ้จากการแปลงไปค ูณ ก ับ

บ โ พ น ,  = H t
S m  = u โร,

(3 -3 6 )

3.4.4 คำนวณค่า!.,วกเตอร ์ k ซ ึ่งทำให ้สมาช ิก  (i+1,i) ของเมตร ิกซ  ์

H j-g j+]kj ม ีค ่า เป ็น ศ ูน ย ์

3.4.5 คำนวณ  Nj = PjUj , N = NNj และ k = k + k;NT

3.4.ธ คำนวณ  Fif1 = Hi -  gj+1kj

3.4.7 ย ้อนกล ับไปทำการกำหนดค ่าตำแหน ่งเลาจนครบ

3.5 การกำหน ดค ่าตำแหน ่งเสา ซ ึ่ง เป ็น ค ่าเช ิงซ ้อน  ใช ้ข ั้นตอนด ังน ี้
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3.5.1 หาเมตริกซ์ Pj ที่เป็น Orthogonal Matrix ซึ่งทำให้

f j p ,  = ± | น แ  (3 -3 7 )

ฒ ึ๋รกำหนดให้(1 = [0 0 ... (111,.2 (1121., (,111. X]'  แระ \ / \ 2 =  -( ] J J ; นละ e l  = [0 0 ... 1]
3.5.2 คำนวณ F 7 = P 7FjPj และ gj = P 7gj
3.5 .3  เบ่ลี่ยน F 7 ให้เป็นเมตริกซ์ แเ ซึ่งใกล้เคียงรูป Hessenberg 

โดยใช้การแปลงแบบ Orthogonal สำหรับตำแหน่งซึ่งไม่สามารถกำจัดด้วยวิธการแปลงแบบ 
Orthogonal คีอ ตำแหรtง (3 ,1 ) ในขณะเตยวกันก็ใช้เมตริกซ์ U, ที่ได้จากการแปลงไปคูณ 
กับเมตริกซ์ g;

บ โ พ บ ,  = Hj 
& +2 = v j g ,

(3 -3 8 )

3 .5 .4  คำนวณค่าเ'วกเตอร์ k ซึ่งทำให้สมาชิกที่ตำแหน่ง 0 + 1 ,0  และ 
0+2,1+1) ของเมตริกซ์ H 1 - g , +2k 1. มีค่าเป็นศูนย์

3 .5.5 คำนวณ Nj = PjUj 1 N = NNj และ k = k + kjNT
3.5 .6  คำนวณ Fi+2 = Hj -  gi+2k|
3 .5 .7  ย้อนกลับไปทำการกำหนดค่าตำแหน่ง Pole จนครบ

4. การแก ้สมการ ARE โดยใช ้เทคน ิค Schur สมการ ARE (Algebraic Riccati 

Equation) เป ็น สมการท ี่ม ีความสำคัญมากในการออกแบบระบบควบค ุม  เพราะสมการน ี้ม ีใช ้อย ู่ 

ในการออกแบบหลายอย ่าง ต ัวอย ่าง'ของการประย ุกต ์ใช ้สมการน ี้ เซ ่น การห าค ่า เมตร ิกซ ์

อ ัตราขยายป ้อน กล ับ โดยเทคน ิค เล ็ง เลศ  (Optimal) เทคน ิคการแก ้สมการน ี้ท ี่ใช ้ก ้นท ั่วไป  คีอ

การใซ ่ว ิธ ีเช ิงเลข เซ่น Conjugate Gradient ในการแก ้หาคำตอบของสมการ แต ่การใช ้

ว ิธ ีเช ิงเลขใน การแก ้หาคำตอบของสมการ ARE ย ังม ีจ ุดอ ่อนอย ู่ท ี่ค วาม เร ็วในการคำนวณ ย ังช ้า  

อยู่ สำหร ับอ ัลกอร ิท ึมท ี่ใช ิใน ว ิทยาน ิพ น ธ ์ใช ้การแปลงร ูปของเมตร ิกซ ์ Hamiltonian ให ้อย ู่

ในรูป Real Schur แล ้วจ ึงอาศ ัยการจ ัดตำแหน ่งของ Eigenvalue ให ้เร ียงตามขนาด จากน ั้น

จ ึงใช ้การแก ้สมการเพ ื่อหาคำตอบ  เทคน ิคการแก ้สมการ ARE โดยใช ้การแปลงร ูปแบบ Schur 

ม ีจ ุด เด ่น อย ู่ท ี่ก ารแก ้สมการจ ะ สามารถหาคำตอบออกมาไต ่โดยตรง ด ้วยการแก ้สมการเพ ียงคร ั้ง  

เด ียว ทำให ้ม ีความ เร ็วมากกว ่าการใช ิว ิธ ีเช ิงเลขในการค ันหาคำตอบ สมการ ARE โดยท ั่ว

ไปสามารถเข ียนไต ่ในร ูปแบบต ังน ี้
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A tP  + P A -P S P  + Q =ะ 0 (3 -3 9 )

เมตร ิกซ ์ท ั้งหมดม ีมต ิ ท X ท โดยเมตร ิกซ ์ ร  และ Q เป ็น เมตร ิกซ ์แบบสมมาตร และเป ็น  

Positive Definite ในการคำนวณ จะสมม ุต ิว ่าค ู่เมตร ิกซ ์ [A.B] สามารถทำให ้ม ีเสถ ึยรภาพ

ได ้ (stabilizable) และค ู่เมตร ิกซ ์ [A.C] สามารถตรวจว ัดได ้ (Detectable) ภายใต ้ข ้อสมม ุต ิท ั้ง  

สองข ้อน ี้ ได ้ว ่าสมการจะม ีคำตอบซ ึ่ง เป ็น  Positive Semidefinite และม ีเพ ียงคำตอบเต ิยว  

โด ย เม ื่อพ ีจ ารณ าเม ต ร ิก ซ ์ Hamiltonian

(3 -4 0 )

จากข ้อสมม ุต ิท ั้งสองข ้อจะร ับประก ันได ้ว ่า  H จะ’ไม ่ม ีเสาท ี่ม ีค ่า เช ิง1ซ ้อนอย ่างเด ียว แต ่จะเป ็นค ่า 

ล ังย ุก ต ์เช ิงช ้อ น  ด ้งน ั้น จ ึงสามารถหาเมตร ิกซ ์ บ สำหร ับทำการแปลงร ูปแบบ Orthogonal

เพ ื่อแปลงให ้เมตร ิกซ ์ H อยู่ในรูป Real Schur ได ้

T = บ TH บ
T•'ll

1—

1 O T*22 -1
(3 -4 1 )

หล ังจากน ั้น จ ึงใช ้การแปลงร ูป เมตร ิกซ ์แบบ  Orthogonal เพ ื่อ เปล ี่ยนตำแหน ่งของสมาช ิกในแนว  

แทยงม ุม  3 แถวของเมตร ิกซ ์ ไ' 11 และ ไ'22 ซ ึ่งหมายถ ึง  Eigenvalue ของเมตร ิกซ ์ท ั้งสองให ้ม ี 

ส ่วน จร ิง เป ็น ลบและเป ็น บ วกตาม ลำด ับ  หล ังจากแปลงร ูป เมตร ิกซ ์เสร ็จจะได ้เมตร ิกซ ์ บ

ซ ึ่ง เม ื่อแ บ ่งออก เป ็น เม ตร ิก1ซ ์ท ี่ม ีม ิต ิ ท X ท จะได ้

จากน ั้น จ ึงห าคำต อบ ข องสม การ  ARE ได ้จาก

X  = บ21บ 11

(3 -4 2 )

-1 (3 -4 3 )
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สำหร ับอ ัฟ ็กอร ิท ึมท ี่ใช ้ในการคำนวณ ข ั้นตอนต ่างๆ เห ล ่าน ี้ สามารถศ ึกษาได'จาก (Arnold and 

Laub, 1984; Petkov and other, 1991; Stewart, 1976) สำหร ับข ั้นตอนการคำนวณ

สามารถสรปได ้ด ังน ี้

4.1 สร ้างเมตร ิกซ ์ H ตามสมการ (3 -4 0 )

4.2 ทำการแปลงแบบ Orthogonal เพ ื่อ เปล ี่ยน  H ให ้เป ีน เมตร ิกซ ์ T ซ ึ่งอย ู่

ในรูป Real Schur

4.3 ทำการสล ัมตำแหน ่งของ Eigenvalue ใน ข อ ง เม ต ร ิก ซ ์T ม ีเฉพาะ 

Eigenvalue ท ี่ม ีค ำจร ิง เป ็น คำลบ

4.4 แก ้สมการ บ * P  -  บ *1 เพ ื่อห าค ่า เม ตร ิกซ ์ P

2.4 อ ัลกอร ิท ึมสำหร ับทารจำลองผลตอบ

1. การจำลองผลตอบเช ิงเวลาของระบบ  ผลตอบ เช ิงเวลาของระบบสามารถใช ้

ในการเปร ียบ เท ียบประส ิทธ ิภ าพของระบบไดโดยตรง แต ่เน ื่องจากฅวามส ัมพ ันธ ์ระหว ่าง

ปร ิมาณ ต ่าง ๆของผลตอมเช ิงเวลาก ับข ้อม ูลของระบบในร ูปแบบต ่าง ๆเซ ่น ฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน  ไม่ 

สามารถหาออกมาเป ็น สมการท ี่แน ่น อน ได ้ ด ังน ั้น หากต ้องการใช ้ผลตอบ เช ิงเวลาเป ็น เกณ ฑ ์ว ัด  

ประส ิทธ ิภ าพ ของระบบควบค ุม  ก ็ต ้องใช ้การจำลอง (Simulation) เพ ื่อสร ้างกราฟ ของผลตอบ  

เช ิงเวลาข ึ้นแล ้วจ ึงใช ้การว ัดคำต ่างๆจากกราฟ เพ ื่อใช ้ในการพ ิจารณ าประส ิทธ ิภ าพ  เทคน ิค

การจำลองผลตอบ เช ิงเวลาท ี่ม ีใช ้ก ้น อย ู่ใน ป ัจจ ุบ ัน ม ีอย ู่ม ากมาย แต ่ในว ิทยาน ิพ นธ ์น ี้เลอกใช ้

เทคน ิค Runge-Kutta (order 4) ซ ึ่ง เป ็น เทคน ิคท ี่ใช ้ก ้นอย ู่ท ั่วไปในการแก ้สมการอน ุพ ันธ ์ 

การจำลองผลตอบ แบ บ  Runge-Kutta น ี้สามารถใช ้ไดในกรณ ีท ี่ฟ ังก ์ช ันท ี่ต ้องการจำลองอย ู่ใน  

ร ูปสมการอน ุพ ัน ธ ์เท ่าน ั้น  ด ังน ั้น ในกรณ ีข ้อม ูลของระบบอย ู่ในร ูปของฟ ังก ์ช ันถ ่ายโอนจ ึงต ้อง

เปล ี่ยนให ้อย ู่ในร ูปของสมการอน ุพ ันธ ์ก ่อน  โดยปกต ิแล ้ว  ข ้อม ูลของระบบม ักม ีด ัวแปรมาก

กว ่าหน ึ่งข ึ้นไป ด ังน ั้น ในการจำลองผลจ ึงไม ่ใช ้เทคน ิค  Runge-Kutta โดยตรง แต ่ม ีการประย ุกต ์ 

ให ้1ช ้ก ับข ้อม ูลในล ักษณ ะของเมตร ิกซ ์ ซ ึ่งจะพ บว ่าร ูปของสมการสถาน ะเห มาะสมสำหร ับการใช  ้

ในกรณ ีน ี้พอด ี ด ังน ั้นข ั้นดอนแรกของการจำลองผลตอบเช ิงเวลา ศ ึอการเปล ี่ยนร ูปข ้อม ูล

ของระบบให ้อย ู่ในร ูปของ สมการสถานะเส ียก ่อน  หล ังจากน ั้น จ ึงเป ็นการใช ้เทคน ิค  Runge-

Kutta ใน การหาคำตอบของสมการสถาน ะ สำหร ับข ั้น ตอน ต ่างๆของการจำลองผลตอบ

เช ิง เวลาม ีด ังน ี้

1.1 ตรวจสอบว ่าข ้อม ูลของระบบอย ู่ในร ูปของสมการสถานะหร ือไม ่ ถ้า

อย ู่ในร ูปของสมการสถานะแล ้ว  ให ้ข ้ามไปทำข ั้นตอน 2

1.1.1 เปล ี่ยนร ูปแบบของข ้อม ูลท ี่เป ็นฟ ังก ์ช ันถ ่ายโอน



( 3 - 4 4 )G t s ) กั,» I-5'"1 + bmร +■ . .+b2ร + z>1
ร + G11.ร,'-1 +.. ,+ทาร + ûfj

ให ้อย ู่ในร ูปของสมการสถานะ โดยร ูปแบบของสมการสถานะท ี่เปล ี่ยนได ้ง ่าย  คือ ร ูปของ

Phase-variable Canonical

0
0

0

1 0 
0 1

0
-«2

0  “
; 0
0 X +
1 0

เ7~ ท—‘ _1_

y = [*1 b2 °]X

(3 -4 5 )

1.2 ร ับข ้อม ูลค ือ เวลาเร ิ่มด ้น  a เวลาส ิ้นส ุด b สภาวะเร ิ่มด ้น  x0 จำนวน  

ข ั้น ของการจำลองผล N และชน ิดของส ัญ ญ าณ ทดสอบ น(t)

1.3 กำหนด F(z,t) = Az + Bu (t) , h = (b -  a )/N  1 t = a , พ (t) = x0

1.4 ทำตามข ั้นตอนต ่อไปน ี้ N ครั้ง

1.4.1 คำน วณ  K1 = hF(z,t)

1.4.2 คำนวณ  K2 = hF(z+K1/2 ,t+ h /2 )

1.4.3 คำนวณ  Kg = hF(z+K2/2 ,t+ h /2 )

1.4.4 คำนวณ  K4 = hF(z+Kg/2,t+h)

4.5 คำนวณ  Z = Z + (K1 + 2K2+2K3+K4) /ธ

4.ธ คำนวณ  t = t + h

4.7 พ ( t )  = Z

2. การสร ้างกราฟ ของผลตอบเช ิงความถ ี่ท ั้ง  3 แบบ กราฟ ของผลตอบเช ิง

ความถ ี่ จ ัด เป ีน เคร ื่องม ือช ่วยในการว ิเคราะห ้และออกแบบท ี่ด ีมาก โดยเฉพ าะในกรณ ีทฤษฎ

ควบค ุมแบบคลาสส ิก  เน ื่องจากการใช ้ผลตอบ เช ิง เวลาเป ็น เกณ ฑ ์ของประส ิทธ ิภ าพ ย ังม ืจ ุดอ ่อน  

อย ู่ท ี่ไม ่สามารถว ิเคราะห ์ห าค ่าต ่างๆได ้จากฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน  แต ่ในการใช ้ผลตอบเช ิงความถ ี่จะ  

ไม ่ม ืป ัญ ห าน ี้ เพราะโดยพ ื้นฐานแล ้วต ัวแปรเช ิงช ้อน  ร ม ืความ เก ี่ยวข ้องโดยตรงก ับต ัวแปร  

ความถ ี่ นอกจากน ี้เทคน ิคการคำนวณ หาค ่าต ่าง ๆในการว ิเคราะห ์และออกแบบเช ิง
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ความถี่ได้พัฒนามาจนเป็นขั้นดอนที่ค่อนข้างแน่นอนแล้ว จึงง่ายต่อการใช้งาน เทคนิค
การสร้างกราฟทั้ง สามแบบมีรากฐานอยู่ท ี่การคำนวณค่าของฟังก์ชันถ่ายโอนที่ความถี่ต่างๆ 
ซึ่งโดยทั่วไปจะออกมาเป็นค่าเซิงซ้อน จากนั้นจึงนำไปแปลงรูปให้เหมาะกับการสร้างกราฟ
แบบต่าง  ๆ สำหรับอัลกอริทึมที่ใชัคำนวณค่าเซิงซ้อนที่ความถี่ต่าง ๆของฟังก์ชันถ่ายโอนจะ
เป็นการคำนวณในกรณีฟังก์ชันถ่ายโอนเป็นแบบโพลืโนเมียล โดยใช้หลักการตัวกระทำ
เซิงซ้อน (Imaginary Operator, j) เมื่อถูกยกกำลังจะมีค่าที่ซํ้ากันเป็นช่วงๆ ตังน้ันในข้ัน
ดอนของการคำนวณจึงมีเฉพาะการบวกลบและการยกกำลังเท่านั้น ทำให้ประหยัดเวลาที่ใข้ใน 
การคำนวณลงได้ สำหรับขั้นดอนของการคำนวณมีด้3นี้

2.1 รับข้อมูลคือ ขอบเขตของการคำนวณ [a,b] จำนวนขั้นของการ 
คำนวณ N และชนิดของกราฟที่ด้องการสร้าง

2.2 คำนวณหะ= (๒ - a )/n  และกำหนดให้CO = a
2.3 คำนวณหาค่าเซิงซ้อนของเทอมที่เป็นส่วนโดยทำดามขั้นตอนต่อไปนี้

2.3.1 กำหนดให้ i = 1  (3 = 0 a  = ส้มประสิทชื่ของเทอมซึ่งเป็น
ค่าคงที่

2 .3 .2  พิจารณาตัวแปร ร ซึ่งมีกำลัง i ว่ามีลัมประสิทธิ้เป็นศูนย์'หรือ 
ไม่ ถ้าส้มประสิทธิ้เป็นศูนย์!ห้ข้ามไปทำขั้น 2.3.3 แต่ถ้าไม่เป็นศูนย็ให้พิจารณาว่า i เม่ือ 
หารด้วย 4 แล้วเหลือเศษเท่าไร แล้วแยกทำตามขั้นดอนต่อไปนี้

2.3.2.1 เศษเป็นศูนย์ a  = a  + (ค่าล้มประสิทธิ้X CD)
2.3.2 .2  เศษเป็นหนึ่ง (3 = (3 + (ค่าส้มประสิทธ X (ช')
2 .3 .2 .3  เศษเป็นสอง a  = a  -  (ค่าส้มประสฑธิ้ X 0 )
2 .3 .2 .4  เศษเป็นสาม P = (3 -  (ค่าส้มประสิฑธิ้ X 0รั)

2 .3 .3  i = i + 1
2 .3 .4  หากว่ากำลังสูงสุดของเทอมที่เป็นส่วนน้อยกว่า i ให้ย้อนไปทำ

ขั้น 2.3.2
2 .3 .5  Denominator = oc + j (3

2.4 คำนวณหาค่าเซิงซ้อนของเทอมที่เป็นเศษ โดยวิธีเดียวกับในขั้นที่ 3 
จากนั้นเก็บผลไว่ในตัวแปรชื่อ Numerator

2.5 G(jCû) = Numerator/Denominator
2.7 คำนวณ Cù = CO + h โดยถ้า CO < b ให้ย้อนไปทำขั้น 2.3
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2 . 6  แ ป ล ง ร ูป ข ้อ ม ูล ค ่า Iช ิง ซ ้ล น เม ื่อ เป ล ี่ย น ค ่า ค ว า ม ถ ี่ไ ป เร ื่อ ย ๆ  ซ ึ่ง เก ็บ ไ ว ้ใน

G (jC D ) ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป ท ี่เห ม า ะ ส ำ ห ร ับ  ก า ร ส ร ้า ง ก ร า ฟ ด า ม ช น ิด ข อ ง ก ร า ฟ ท ี่ก ำ ห น ด ม า  เช ่น  ก ร า ฟ
แ บ บ  B o d e  P lo t ก ็แ ป ล ง ค ่า เช ิง ช ้อ น ใ ห ้เป ็น ย ต ร า ข ย า ย ก ับ เฟ ส  เป ็น ต ้น

3. การสร้างกราฟ Root Loci กราฟ Root Loci เป็นกราฟที่แสดงแนวทางการ 
เปลี่ยนตำแหน่งเสาต่างๆ ของระบบวงปิดเมื่อมีการเปลี่ยนแปลงค่าพารามิเตอร์บางตัวของระบบ 
ไปเรื่อยๆ ในอัลกอริฑึมน้ี ค่าพารามิเตอร์ซึ่งเปลี่ยนไปเรื่อยๆคือ อัตราขยาย K ซ่ึงต่อ
อนุกรมเข้ากับกระบวนการ การคำนวณแนวทางการเปลี่ยนตำแหน่งของ pole นี้ หากใช้
การแก้สมการเพื่อหารากทั้งหมดของสมการลักษณะ โดยเปลี่ยนค่า K ไปเรื่อยๆ พบว่าต้องใช้ 
เวลาในการคำนวณมาก ตังน้ันเทคนิคท่ีใช้ใน'โปรแกรม คือ การใช้หลักของ Continution ใน
การหาแนวการเดนของตำแหน่งเสาแยกจากกัน ซึ่งนำเสนอโดย Pan and Chao (า 97S)

G W ( S )  - = K ( s - Z , ) ( s - Z 2) . . . ( s - Z n,)
( s - p ]) ( s - p ^ ) . . . ( s - p „ )

(3 -4 6 )

โดย G (s)H (s) คือฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบเปิด K คืออัดราขยาย และ m < ท จากสมการ 
( 3 -4 6 )  ไต้ว้ากราฟ Root Loci สร้างไต้จากสมการ

g ( s ,K )  = 0 (ร )+ K P  (ร) = 0 (3 -4 7 )

แทนการแก้หารากของสมการ (3 -4 6 )  โดยตรงสำหรับ K แต่ละค่าที่เปลี่ยนไปเรื่อยๆ สมการ 
ที่ใช้เป็นอัลกอริทึมอยู่,ในรูป

^ — = - g m . m )  ; g(m,K(0) )=0

f  -  1 ; K ^ = K«
(3 -4 8 )

โดย ร(อ) = ร0 เป็นรากของสมการเมื่อ K = K0 และโดยอาศัยความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปร 
สามารถเขียนสมการ (3 -4 8 )  ใหม่ไต้ต้งนี้
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* .  !>;ÎJ
^  '  % ' < > -< * >

= 1 ; ^ (0 )  = ^0

เมื่อเขียนอีกรปหนึ่งคือ

*  [ ร พ + K P M l + f M
*  = ร ( พ พ  ; = (3 -5 0 )
f  = 1 ; m  = * .

จากสมการ (3 -5 0 )  โดยใชัเทคนิคการแก้สมการอนุพันธ์เซิงเส้นก็จะสามารถหาแนวทางการ 
เดินของตำแหน่งเสาแต่ละแนวได้ ด้วยการแทนค่าเริ่มด้นของตำแหน่งรากลงในสมการ
สาหรับเทคนิคการแก้สมการอนุพันธ์ที่น่ามาใชในอัลกอริทึมนี้คือเทคนิคของ Euler ซึ่งจะได้ว่า

ç = ^ ^ )  + ^ ^ )  + / ^ )
*+1 = 4 Q (sk) + Kkp (ร ,) (3 -5 1 )

***1 = K, +h

ด้งนั้นจึงสามารถสรุปขั้นตอนต่างๆของการสร้างกราฟ Root Loci ได้ด้งนี้
3.1 รับข้อมูลคือ ขอบเขตการเปลี่ยนแปลงของ K คือ [a,b] และจำนวนขั้น 

ของการจำลองกราฟ N
3.2 คำนวณ h = (b - a)/N  และตำแหน่งเสาทั้งหมดของฟังก์ชันถ่ายโอน

เมื่อ K = a
3.3 เลือกเสาที่ใข้ในการหาแนวทางเดินมา 1 ค่า โดยเสาที่เลือกต้องไม่ซํ้า 

กับเสาที่เคยหาไปแล้ว จากนั้นกำหนดให้ ร = ตำแหน่งเสาที่เลือก
3.3.1 ทำตามขั้นตอนต่อไปนี้ N คร้ัง

3.3.1.1 คำนวณตามสมการ (3 -5 1 )  โดย ร0 = ร
3.3.1.2 แสดงตำแหน่งเสาที่คำนวณได้ออกทางกราฟ Root

Loci
3.4. ตรวจสอบว่าหาแนวทางเดินของ Pole ครบแล้วหรือไม่ ถ้ายังไม่ครบให้ 

ย้อนกลับไปทำในขั้นที่ 3.3
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