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โครงการวิจยัยอยลําดับที่ 6  
เร่ือง ซอฟตแวรคํานวณวเิคราะหคลื่นแมเหล็กไฟฟาและโฟโตนิกส ปที่ 5 

 
 

ผูรับผิดชอบโครงการ ผูชวยศาสตราจารย ทับทิม อางแกว  
 

โครงการวิจยัเรื่องซอฟทแวรวิเคราะหคลื่นแมเหล็กไฟฟาและโฟโตนกิสในปที ่ 5 เปนการ

วิจัยระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข (Numerical analysis method) เพื่อนาํมาพฒันาเปนซอฟทแวรชวย

ออกแบบทางวิศวกรรม สําหรับปญหาคลืน่แมเหลก็ไฟฟา หวัขอวิจัยในปที ่ 5 ประกอบดวยหัวขอ

ยอย 2 เร่ือง กลาวคือเร่ืองแรกเปนงานวิจยัที่ เกี่ยวกับการวิเคราะหคลืน่แสงที่เดินทางในวงจร

ผลึกโฟโตนิกส ซึ่งเปนงานวิจยัที่ตอเนื่องจากงานวิจัยในปที่ 4  จุดเดนของงานวิจัยในหัวขอที่ 1 คือ

การวิจยัทีน่ําเอลิเมนตหลายเหลีย่มมาใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อการวิเคราะหคลืน่แสงที่

เดินทางในวงจรนําคลื่นแสงภายในโครงสรางผลึกโฟโตนิกสเพื่อลดเวลาคํานวณ  หัวขอวิจัยยอย

เร่ืองที่ 2 คือการวิเคราะหสนามแมเหล็กไฟฟาที่ใดๆ ในสนามจากขอมูลสนามแมเหล็กไฟฟาบนผิว

ขอบเขตโดยใชสมการอินทกีรัลในรูปของเลขคลิฟฟอรด (Clifford number) งานวจิัยในหัวขอนี้เปน

องคความรูใหมที่นาํเขาใชในการวิเคราะหคลื่นแมเหลก็ไฟฟา  รายงานผลการวิจัยจะกลาวเปน

ลําดับไป 
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หัวขอที่ 1: 
ซอฟทแวรวเิคราะหวงจรนําคลื่นแสงในผลึกโฟโตนกิสดวยระเบยีบวธิีไฟไนตเอลิเมนต-

บีมโพรพาเกชันในโดเมนเวลาและการใชเอลิเมนตหลายเหลีย่ม 
 
1.1 ปญหาและทีม่าของงานวจิัย 

 งานวิจัยนี้ริเร่ิมมาจากการนําคุณสมบัติทางไฟฟาที่สําคัญของผลึกโฟโตนิกส (Photonic 

crystal) (รูปที่ 1.1) มาประยุกตใชในการสงสัญญาณทางแสงตางๆ คุณสมบัติทางไฟฟาดัง

กลาวคือ แถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนิกส (Photonic band gap) (รูปที่ 1.2) โดยคลื่น

แมเหล็กไฟฟาที่มีความถี่อยูในชวงของแถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนิกสจะไมสามารถเคลื่อนที่

ผานโครงสรางของผลึกโฟโตนิกสนั้นไปได 

รูปที่ 1.1 ผลึกโฟโตนกิส (Photonic crystal) 

 

รูปที่ 1.2 แถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนกิส (Photonic band gap) 
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ดวยคุณสมบัติแถบชองความถี่ของผลึกโฟโตนิกสดังที่กลาวไปขางตน จึงไดมีการนํา

ผลึกโฟโตนิกสมาทําเปนสวนของแคลดดิ้ง (Cladding) ของทอนําคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนิกส 

(Photonic crystal waveguide) (รูปที่ 1.3) และใหคลื่นแสงเคลื่อนที่ไปตามสวนคอร (Core) ของ

ทอนําคลื่นแสงนั้น โดยคลื่นแสงที่สามารถเคลื่อนที่ไปไดก็จะตองมีความถี่อยูในชวงของแถบชอง

ความถี่ของผลึกโฟโตนิกสที่นํามาทําเปนแคลดดิ้ง 

 

รูปที่ 1.3 ทอนาํคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนกิส (Photonic crystal waveguide) 

 จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับระบบการสงสัญญาณทางแสงในชวงประมาณ 10 ป

ที่ผานมานี้ พบวาทอนําคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนิกส ถูกนํามาใชอยางแพรหลายในการสง

สัญญาณแสง และมีการออกแบบทอนําคลื่นแสงแบบผลึกโฟโตนิกสใหมีรูปรางลักษณะตางๆ ตาม

การประยุกตใชงานในระบบสงสัญญาณทางแสง อยางเชน รูปตัว T หรือ ตัว Y เพื่อประยุกตทํา

เปน บีมสปลิทเตอร (Beam Splitter) หรือ ประยุกตเปนคัปเปลอรแบบมีทิศทาง (Directional 

coupler) เปนตน รูปรางลักษณะตางๆ เหลานี้เรียกวาวงจรผลึกโฟโตนิกส (Photonic Crystal 

Circuits) 

 ในการออกแบบวงจรผลึกโฟโตนิกสนั้น เปนเรื่องจําเปนที่จะตองทําการวิเคราะหลักษณะ

ของสัญญาณแสงที่จะเกิดขึ้นกอนที่จะทําการสรางจริง จึงไดมีงานวิจัยหลายงานที่นําเสนอ

ระเบียบวิธีหรือเทคนิคตางๆเพื่อการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในทอนําสัญญาณแสง

แบบผลึกโฟโตนิกส เชนระเบียบวิธีบีมโพรพาเกชัน (Beam propagation method) [1], ระเบยีบวธิี

ไฟไนตดิฟเฟอรเรนซในโดเมนเวลา (FDTD) [2], ระเบียบวิธีไฟไนตดิฟเฟอรเรนซบีมโพรพาเกชันใน

โดเมนเวลา (Time-domain finite-difference beam propagation method) [3] และ ระเบียบวิธี 
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ไฟไนตเอลิเมนต บีมโพรพาเกชัน ในโดเมนเวลา (Time-domain finite-element beam 

propagation method) [4]-[6] เปนตน 

จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับการนําเสนอระเบียบวิธีในการวิเคราะหลักษณะของ

สัญญาณแสงในทอนําสัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสพบวา ในชวงประมาณ 5 ปที่ผานมา 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา คือระเบียบวิธีที่มีประสิทธิภาพและเปนที่นิยมในการ

วิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงมากที่สุด หลักการของระเบียบวิธีนี้ กลาวโดยสรุปคือ เปนการ

นําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาคํานวณคลื่นแสงที่บางตําแหนง ในบริเวณของทอนําสัญญาณ

แสง และใชระเบียบวิธีบีมโพรพาเกชันในการคํานวณสัญญาณแสงที่ตําแหนงเดียวกัน ณ จุดเวลา

ตางๆ 

ระเบียบวิธี ไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา มีขอดีคือ ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถ

คํานวณสัญญาณแสงที่ตําแหนงตางๆ (โหนด) ในบริเวณของทอนําสัญญาณแสงไดเปนอยางดี 

โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถแบงจํานวนเอลิเมนตใหมีขนาดใดๆ ก็ไดตามความหมาะ

สม กลาวคือ สามารถแบงเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กในบริเวณที่ตองการทราบคาของสัญญาณแสง

อยางละเอียด และ แบงเอลิเมนตใหมีขนาดใหญขึ้นในบริเวณที่เราไมตองการทราบคาของ

สัญญาณแสงอยางละเอียดมากนัก นอกจากนี้การแบงเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยมซึ่งเปน

มาตรฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ทําใหสามารถแบงเอลิเมนตใหสอดคลองกับรูปรางของ

ปญหาที่พิจารณาที่เปนลักษณะโคงไดเปนอยางดี จากขอดีที่กลาวมา ทําใหระเบียบวิธีโดเมน

เวลา-ไฟไนตเอลิเมนตคือระเบียบวิธีที่มีความแมนยําในการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสง 

และนาจะนํามาพัฒนาใหระเบียบวิธีดังกลาวมีสมรรถนะในการคํานวณที่ดีข้ึน 

จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับการใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลามา

ใชวิเคราะหลักษณะสัญญาณแสงในทอนําสัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสพบวา ลักษณะของ

สัญญาณแสงที่แตละจุดเวลานั้นจะสามารถหาคําตอบไดดวยการแกระบบสมการเชิงเสน โดย

ขนาดของระบบสมการเชิงเสนจะเทากับจํานวนโหนด (Nodal point) ที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิ

เมนตในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และ สามารถกลาวไดวา ระยะเวลาที่ใชในการคํานวณเพื่อ

วิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในแตละจุดเวลาจะขึ้นอยูกับขนาดของระบบสมการเชิงเสน

หรือจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนต 
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รูปที่ 1.4 ตัวอยางการแบงเอลิเมนตสําหรบัการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในทอนํา

สัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสโดยใชเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมทัง้หมด 

แมวาการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงดวยระเบียบวิธีนี้จะสามารถใหผลการคํานวณที่

แมนยํา แตก็ตองใชเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากในการคํานวณดังตัวอยางในรูปที่ 1.4 

โดยเฉพาะการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมในบริเวณที่เปนวงกลมที่สวนแคลดดิ้งของทอนําคลื่น

แสง ซึ่งแมวาจะไมตองการทราบลักษณะของสัญญาณแสงอยางละเอียดมากนักในบริเวณนั้น แต

ก็จําเปนตองแบงเอลิเมนตใหเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากพอสมควรเพื่อที่จะประกอบกันเปนรูป

วงกลม ทําใหจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นมีมากเกินความจําเปน และสงผลใหการวิเคราะหลักษณะของ

สัญญาณแสงในแตละจุดเวลาใชระยะเวลานานเกินไปซึ่งยังไมมีงานวิจัยใดที่แกไขปญหาตรงจุดนี้ 

ในงานวิจัยนี้จึงคิดวิธีการลดจํานวนโหนดจากการแบงเอลิเมนตที่เกิดขึ้นโดยไมจําเปน เพื่อใหใช

ระยะเวลาในการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในแตละจุดเวลาสั้นลง 

 
1.2 แนวคิดของงานวิจยั 

ในป ค.ศ. 2003 ไดมีงานวิจัยที่คิดคนการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยม (Poygonal 

element) ในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต [7],[8] ฟงกชันรูปรางที่ใชสําหรับการแบงเอลิเมนตแบบ

รูปหลายเหลี่ยมคือ ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส (Wachspress shape function) ในกรณีที่เอลิ

เมนตเปนรูปสามเหลี่ยม ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสจะมีลักษณะเหมือนกับฟงกชันรูปรางแบบ

โพลิโนเมียลอันดับหนึ่ง (1st order or linear shape function) ซึ่งเปนฟงกชันรูปรางมาตรฐานที่ใช

กันมานานในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต หรือ สามารถกลาวไดอีกแบบหนึ่งวา ฟงกชันรูปรางที่เปน 

linear shape function สําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมเปนสับเซตของฟงกชันรูปรางแบบวาช

เสปรส สําหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมใดๆ 
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การแบงเอลิเมนตและใชฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส เปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายใน

การใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อแกปญหาทางดานวิศวกรรมโยธา แตยังไมถูกนํามาใชมาก

นักในการแกปญหาทางดานวิศวกรรมคลื่นแมเหล็กไฟฟา และจากการศึกษางานวิจัยที่ใชระเบียบ

วิธีไฟไนตเอลเิมนตในโดเมนเวลาเพื่อการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสง พบวายังไมมีงานวิจัยใดที่

นําเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมทั่วไปมาใชระเบียบวิธีนี้เลย 

ในงานวิจัยนี้จึงมีแนวคิดที่จะใชการแบงเอลิเมนตที่เปนรูปหลายเหลี่ยมสําหรับการ

คํานวณดังรูปที่ 1.5 ซึ่งจะทําใหลดจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธไีฟ

ไนตเอลิเมนต และคาดวาจะสามารถลดระยะเวลาในการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในแตละ

จุดเวลาลงได 

 

รูปที่ 1.5 ตัวอยางการแบงเอลิเมนตสําหรบัการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงในทอนํา

สัญญาณแสงแบบผลึกโฟโตนิกสโดยใชรูปหลายเหลีย่ม 
 
1.3 จุดประสงคของงานวจิัย 

1. วิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงที่เคลื่อนที่ในวงจรผลึกโฟโตนิกสที่ถูกออกแบบใหมี
ลักษณะตางๆ ตามการประยุกตใชงานในการสื่อสารทางแสง โดยใชระเบียบวิธี ไฟไนตเอ

ลิเมนตในโดเมนเวลา ซึ่งใชการแบงเอลิเมนตแบบใหมคือรูปหลายเหลี่ยม (Polygonal 

Elements) 

2. เปรียบเทียบสมรรถนะในการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวัตถุประสงคขอ 1 ระหวาง

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาที่ใชเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลาย

เหลี่ยม ซึ่งเปนเทคนิคที่งานวิจัยนี้นําเสนอ กบั ระเบียบวิธีเดียวกันแตใชเทคนิคการแบงเอ

ลิเมนตแบบมาตรฐานคือรูปสามเหลี่ยม โดยจะพิจารณาเปรียบเทียบในเรื่องของความ



โครงการวิจัยรวมฯ ปงบประมาณ 2549                         333                           จัดทําเมื่อ 30 กันยายน 2550 

สอดคลองของผลการวิเคราะหที่ได และระยะเวลาที่ใชในการคํานวณของทั้งสองเทคนิค

ดังกลาว 

 
1.4 ขั้นตอนการดําเนินงาน 

1. ศึกษาทฤษฎีและระเบียบวิธีตางๆ เพื่อการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟ

โตนิกสจากงานวิจัยที่ผานมา 

2. ศึกษาทฤษฎีพื้นฐานของระเบียบไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 

3. ศึกษาการแบงเอลิเมนตเปนรูปหลายเหลี่ยมและลักษณะของฟงกชันรูปรางแบบวาช-

เสปรสซึ่งถูกนํามาใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

4. เขียนโปรแกรมจําลองผลการวิเคราะหคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสที่ถูกออกแบบใหมี
ลักษณะตางๆ โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาซึ่งใชการแบงเอลิเมนตเปน

รูปหลายเหลี่ยม 

5. เปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลามาตรฐาน
ซึ่งใชการแบงเอลิเมนตเปนรูปสามเหลี่ยม 

 
1.5  สมการสําหรบัวิเคราะหการแพรกระจายของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกส 
 

 

รูปที่ 1.6  โดเมนสําหรับวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสรวมกับเงื่อนไขขอบเขต

แบบ PML 
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เมื่อพิจารณาคลื่นแสงที่เคลื่อนที่ไปตามวงจรผลึกโฟโตนิกสดังรูปที่ 1.6 โดยสมมติใหคลื่น

แสงมีการเปลี่ยนแปลงเฉพาะในแนวแกน y และ z โดยไมมีการเปลี่ยนในแนวแกน x   

เนื่องจากแสงเปนคลื่นแมเหล็กไฟฟา ดังนั้นสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กซึ่งเปน

องคประกอบของคลื่นแสงจึงมีความสัมพันธเปนไปตามสมการแมกซเวลในโดเมนของเวลา 

(Maxwell’s equation in time domain) ที่ไมมีแหลงกําเนิดตัวกลางภายใน เมื่อใชเงื่อนไขขอบเขต

แบบแอนไอโซโทรปก PML (Perfectly match layer) [9] ลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโต

นิกสจะสามารถหาไดจากสมการคลื่น TE และ TM โหมดดังสมการที่ (1)  
2

2 2
0y y zz

y z

s s s qsp p
y s y z s z c t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ Φ

+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 (1) 

 โดย 
2, 1,xE p q nΦ = = =   สําหรับ TE โหมด (2) 

2

1, , 1xH p q
n

Φ = = =   สําหรับ TM โหมด (3) 

ซึ่งความหมายของตัวแปรตางๆ ที่ใชในสมการ (1) – (3) แสดงไดดังตารางที่ 1.1 
 

ตารางที่ 1.1 ความหมายของตัวแปรตางๆ ที่ใชในสมการคลื่น TE และ TM โหมด 

xE  องคประกอบของสนามไฟฟาในแนวแกน x 

xH  องคประกอบของสนามแมเหล็กในแนวแกน x 

t  เวลา 

c  ความเร็วของแสงในอากาศวาง (Free space) 

n  ดัชนีหกัเหของแสง (Refractive index) 

ys  และ 

zs  

คาพารามิเตอร PML ซึ่งจะมีคาขึ้นอยูกับหมายเลขของพื้นที่ของ PML ในรูปที ่5 

ตามตารางที ่2.2 

 
ตารางที่ 1.2 พารามิเตอรของ PML 

บริเวณของ PML พารามเิตอร 
PML 1 2 3 4 5 6 7 8 

ys  
1s  2s  1 1 

1s  2s  1s  2s  

zs  1 1 
3s  4s  3s  3s  4s  4s  
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 เงื่อนไขขอบเขตที่ใชในงานวิจัยนี้ คือ Conventional PML [9] และ พารามิเตอรของ PML 

1s , 2s , 3s และ 4s จะเปนไปตามสมการ 
2

1 tani i
i

s j
d
ρ δ

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4) 

 โดย ρ คือ ระยะจากจุดเริ่มตนของ PML layer, id คือความหนาของ PML ที่ดานตางๆ ดัง

รูปที่ 5 และ iδ คือ loss angle [9] 

คําตอบของสมการคลื่นในสมการที่ (1), ( , , )y z tΦ  ก็คือลักษณะของคลื่นแสง ซึ่งจะเปน

ฟงกชันขึ้นอยูกับตําแหนงใน 2 แนวแกนคือ y , z และเวลาคือ t  

 

 
1.6  การวิเคราะหลกัษณะของคลื่นแสงดวยระเบยีบวธิีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 

สมมติใหคลื่นแสงอยูในรูปของผลคูณของสัญญาณขอมูล (Slow varying amplitude) กับ

คลื่นพาหที่มีความถี่สูงโดยมีความถี่เชิงมุมเทากับ 0ω ดังนั้น 

0( , , ) ( , , )exp( )y z t y z t j tφ ωΦ =  (6) 

เมื่อแทนสมการที่ (6) ลงในสมการที่ (1) จะไดสมการ Partial Differential Equation ของ 

( , , )y z tφ เขียนไดดังสมการที่ (7) 
22

0 0
2 2 2 22 0y z y z y y zz

y z

s s q s s q s s s qsj p p
c t c t y s y z s z c

ω ωφ φ φ φ φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 (7) 

ในกระบวนการไฟไนตเอลิเมนต โดเมนที่เราตองการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงจะถูก

แบง (discretized) ใหเปนโดเมนยอยจํานวนจํากัดดังตัวอยางในรูปที่ 1.7 เรียกโดเมนยอยแตละ

อันวาเอลิเมนต (elements) 
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รูปที่ 1.7 โดเมนสําหรับวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสถกูแบงออกเปนโดเมนยอย

รูปสามเหลีย่ม (Triangular elements) 

คาของ ( , , )y z tφ ในแตละเอลิเมนตจะถูกประมาณใหอยูในรูปของผลบวกของผลคูณของ

ฟงกชันรูปราง (Shape function or Interpolating function), ( , )e
iN y z  กับฟงกชันของเวลาที่ไม

ทราบคาที่ตําแหนงโหนดของแตละเอลิเมนต, ( )e
i tφ จํานวน n  พจนดังสมการที่ (8) โดย n มีคา

เทากับจํานวนโหนดยอยของแตละเอลิเมนต เชน 3n =  สําหรับเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยม 

1
( , , ) ( , ) ( )

n
e e e

i i
i

y z t N y z tφ φ
=

= ∑  (8) 

เมื่อแทนสมการที่ (8) ลงในสมการที่ (7) และประมาณคําตอบของสมการที่ (7) ตาม

ระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางแบบกาเลอคิน (Galerkin’s weight residual method) โดย

เลือกฟงกชันถวงน้ําหนักเปนฟงกชันตัวเดียวกับฟงกชันรูปราง [10],[11] จะไดชุดสมการหนึ่งที่เปน

อนุพันธเทียบกับเวลาอันดับสองของ φ  โดยจํานวนสมการในชุดสมการนั้นจะเทากับจํานวนโหนด

ที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตตามกระบวนการไฟไนตเอลิเมนต สมการอนุพันธเทียบกับเวลาที่

เกิดขึ้นนั้นสามารถเขียนอยูในรูปของสมการเมทริกซไดดังสมการที่ (9) 

[ ] { } [ ] { } [ ] [ ] { } { }
2 2

0 0
2 2 2 2

1 2 0
d

j
c dt c t c

φ φω ω φ
∂ ⎛ ⎞− − + + =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

M M K M  (9) 

โดย 

{ }φ คือ เวกเตอรของสนามที่โหนดตางๆ ในโดเมน โดย สมาชิกแถวที ่ i  ของ { }φ คือ

สัญญาณขอมูล ที่โหนดที่ i  ในโดเมน, ( )i tφ  และ{ }0  คือ เวกเตอรศูนย (Null vector) 
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เมทริกซ [ ]K และ [ ]M  ในสมการที่ (9) สามารถหาไดจากสมการที่ (10) - (13)  

[ ] e

e
= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑K K  (10) 

[ ]
e

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ eM M  (11) 

{ } { } { } { }T T

yz
e

y z

sN N N Nsp p dydz
s y y s z z

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= − −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫eK  (12) 

{ }{ }T

y ze
s s q N N dydz⎡ ⎤=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫∫eM  (13) 

โดย 

{ }N คือ เวกเตอรของฟงกชันรูปราง 

เพื่อใหสามารถแกปญหาในสมการที่ (9) ไดดวยอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสัน (Clank-

Nicholson algorithm) ดังที่จะไดกลาวตอไป จึงตองทําการประมาณสมการที่ (9) ใหอยูในรูปของ

สมการอนุพันธเทียบกับเวลาอันดับหนึ่งเสียกอน 

จากสมการที่ (9) สามารถจัดรูปใหมไดเปน 

[ ] { } [ ] [ ] { }
2
0
2

0
2

0

2
1

2

d c
j j dc dt

dt

ω φ
φω

ω

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠− = −
−

K M
M  (14) 

เมื่อใชความสัมพันธของ Pade recurrence [12] กับสมการที่ (14) จะไดวา 

[ ] [ ] [ ]
22

1 0
2

02
d c
dt j c

ω
ω

− ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
M K M  (15) 

เมื่อแทนสมการที่ (14) และ (15) ลงในสมการที่ (9) เราจะไดสมการอนุพันธอันดับหนึ่ง

เทียบกับเวลาดังสมการที่ (16) 

{ } [ ] [ ] { } { }
2

0 0
2 22 0j

c t c
φω ω φ

∂ ⎛ ⎞
⎡ ⎤− + + =⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂ ⎝ ⎠
M K M%  (16) 

โดย 

[ ] [ ] [ ]
2
0

2 2
04

c
c
ω

ω
⎛ ⎞

⎡ ⎤ = − +⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

M M K M%  (17) 

จากนั้นจึงทําการประมาณคําตอบของสมการที่ (16) โดยใชอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสัน 

(Clank-Nicholson algorithm) ซึ่งเปนสมการบีมโพรพาเกชัน คําตอบของสมการที่ (16) ที่
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ประมาณไดจะอยูในรูปของเวกเตอรของสนามที่จุดเวลาตางๆ, { }i
φ โดยที่ i คือจํานวนเต็มที่ระบุ

ลําดับที่ของจุดเวลา ดังสมการที่ (18) 

[ ] { } [ ] { }1i ii i
φ φ

+
=A B  (18) 

โดย 

[ ] [ ] [ ]
2

0 0
2 22

i i ii
j t

c c
ω ωθ ⎛ ⎞⎡ ⎤= − + Δ +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

A M K M%  (19) 

[ ] [ ] [ ]
2

0 0
2 22 (1 )

i i ii
j t

c c
ω ωθ ⎛ ⎞⎡ ⎤= − − − Δ +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

B M K M%  (20) 

 โดย tΔ  คือ ระยะเวลาระหวางจุดเวลาแตละจุด และ θ  คือพารามิเตอรสําหรับ

ควบคุม stability ของระเบียบวิธีนี้ ซึ่ง คาพารามิเตอรθ  ที่ทําใหระเบียบวิธีนี้มี stability จะอยู

ในชวง 0.5 0.8θ = −  [5]  

เพื่อความถูกตองและ stability ของการประมาณคําตอบในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใน

โดเมนเวลา จะตองแบงขนาดของเอลิเมนตและระยะเวลาระหวางจุดเวลาใหสอดคลองกับเงื่อนไข

ของ คูแรนด-เฟดริช-เลวี (Courant-Friedrich-Levy condition) [13] เงื่อนไขนี้กลาวถึง

ความสัมพันธระหวางการแบงระยะเวลาระหวางจุดเวลาแตละจุดในระเบียบวิธีบีมโพรพาเกชันกับ

ขนาดของเอลิเมนตที่แบงโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดังอสมการที่ (21) 

( )min l
t

c
Δ <  (21) 

โดย ( )min l  คือ ความยาวที่ส้ันที่สุดของระยะขอบของเอลิเมนตที่แบง 

รูปแบบของการคํานวณคาของสนามที่โหนดตางๆ และที่แตละจุดเวลาในสมการที่ (18) 

จะเปนการใชคาของสนามที่โหนดตางๆ ณ จุดเวลาแรก (สนามอินพุท) มาคํานวณสนามที่โหนด

ตางๆ ณ จุดเวลาที่สอง และ ใชคาของสนามที่โหนดตางๆ ณ จุดเวลาที่สอง มาคํานวณสนามที่

โหนดตางๆ ณ จุดเวลาถัดไป เปนเชนนี้เร่ือยไป 

 
1.7  ขั้นตอนในการโปรแกรมของระเบียบวธิีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 

โปรแกรมของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาจะแบงออกไดเปน 2 ขั้นตอน

ใหญๆ คือ ขั้นตอนไฟไนตเอลิเมนต (Finite-element scheme) และ ขั้นตอนอัลกอริทึมของแคลง-

นิโคลสัน (Clank-Nicholson algorithm or Two-point recurrence scheme) 
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1.7.1 ขั้นตอนไฟไนตเอลิเมนต 

ขั้นตอนนี้จะเปนการใชหลักการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาแกปญหาที่ตําแหนง

ตางๆ ในโดเมนของวงจรผลึกโฟโตนิกส โดยนําคาของดัชนีหักเหของแสงที่เอลิเมนตตางๆ และ

ฟงกชันรูปรางมาคํานวณสมาชิกของเมทริกซ [ ]K และ [ ]M ตามสมการที่ 10 ถึง 13 และ นํา

เมทริกซ [ ]K และ [ ]M มาคํานวณเมทริกซ [ ]A และ [ ]B ตามสมการที่ 17, 19 และ 20 

ข้ันตอนไฟไนตเอลิเมนตดังที่กลาวมา สามารถสรุปไดดังรูปที่ 1.8 

 

รูปที่ 1.8 ขั้นตอนของไฟไนตเอลิเมนตในโปรแกรม (Finite-element scheme) 

1.7.2 ขั้นตอนอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสัน 

ขั้นตอนนี้จะเปนการปอนคลื่นแสงที่จุดเวลาเริ่มตน,{ }i
φ และแกสมการเชิงเสนขนาดใหญ

เพื่อคํานวณลักษณะของคลื่นแสงที่จุดเวลาถัดไป, { } 1i
φ

+
โดยใชเมทริกซ [ ]A และ [ ]B ที่คํานวณ

ไดจากขั้นตอนของไฟไนตเอลิเมนต 

ขั้นตอนอัลกอริทึมของแคลง-นิโคลสันดังที่กลาวมา สามารถสรุปไดดังรูปที่ 1.9 

 
รูปที่ 1.9  ขั้นตอนอัลกอริทมึของแคลง-นโิคลสันในโปรแกรม 

(Clank-Nicholson algorithm or Two-point recurrence scheme) 
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 ดังนั้นอัลกอริทึมของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาทั้งหมดจึงสามารถเขียน

รวมไดดังรูปที่ 1.10 

 

รูปที่ 1.10 โปรแกรมอัลกอริทมึของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาทั้งหมด 
 
1.8  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาทีใ่ชการแบงเอลิเมนตรูปหลายเหลีย่ม  
(TD-FEM with Polygonal element) 

 จากทฤษฎีพื้นฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาสําหรับการวิเคราะหการ

แพรกระจายของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกส ดังที่กลาวไปแลวจะเห็นไดวา ลักษณะของการ

คํานวณคลื่นแสงในแตละจุดเวลาจะเปนการแกสมการเชิงเสนขนาดใหญ โดยที่ขนาดของสมการ

เชิงเสนนั้นจะมีคาเทากับจํานวนโหนด (Nodal point) ที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต และไมวาจะแกสมการเชิงเสนที่เกิดขึ้นนั้นดวยวิธีใด ระยะเวลาที่ใชในการแก

สมการนั้นก็จะขึ้นอยูกับขนาดของสมการเชิงเสนนั่นเอง เพราะฉะนั้นจึงสามารถกลาวไดวา 

จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตคือปจจัยสําคัญที่มีผลตอสมรรถนะในเชิงระยะเวลาที่

ใชคํานวณ (Computation time) ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา 
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 ถึงแมวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาจะแกปญหาสนามที่ตําแหนงตางๆ 

(Space) ไดดี แตก็มีขอจํากัดที่ผูทําวิจัยพบอยูบางประการที่ทําใหระเบียบวิธีนี้ใชระยะเวลานานใน

การคํานวณโดยไมจําเปน 

1. เมื่อนําระเบียบวิธีนี้ไปวิเคราะหการแพรกระจายของคลื่นแสงในวงจรผลึกโฟโตนิกสที่มี
ขนาดคอนขางใหญ จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตก็จะมีมาก สงผลให

ระยะเวลาที่ใชในการคํานวณของระเบียบวิธีนี้สูงตามไปดวย 

2. การแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธีนี้โดยทั่วไปแลวใชการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมทั้งหมด 

เมื่อแกปญหาสนามในบริเวณที่เปนวงกลมที่สวนแคลดดิ้งของทอนําคลื่นแสง แมวาจะไม

ตองการทราบลักษณะของสัญญาณแสงอยางละเอียดมากนักในบริเวณนั้น แตก็

จําเปนตองแบงเอลิเมนตใหเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวนมากพอสมควรเพื่อที่จะประกอบกัน

เปนรูปวงกลม มีผลทําใหจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นมีมากเกินความจําเปน 

จะเห็นไดวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาที่ใชการแบงเอลิเมนตจะมีขอเสียใน

เร่ืองระยะเวลาที่ใชในการคํานวณอันเนื่องมาจากขอจํากัดในการแบงเอลิเมนตที่ เปนรูป

สามเหลี่ยมในกระบวนการไฟไนตเอลิเมนตนั่นเอง ในงานวิจัยนี้จึงคิดวิธีการแบงเอลิเมนตรูปแบบ

ใหมคือรูปหลายเหลี่ยม (Polygonal element) เพื่อพัฒนาสมรรถนะของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตในโดเมนเวลาใหใชระยะเวลาในการคํานวณนอยลง 

 
1.8.1 การเปลี่ยนแปลงในอัลกอริทมึของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาของ
งานวจิัยนี ้

 งานวิจัยนี้ไดเปลี่ยนแปลงบางสวนของอัลกอริทึมของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมน

เวลา คือ 

1. การแบงเอลิเมนตจากเดิมรูปสามเหลี่ยมเปนรูปหลายเหลี่ยม 

2. ฟงกชันรูปรางที่ใชในการอินทิเกรตเพื่อคํานวณเมทริกซ [ ]A และ [ ]B จากเดิมคือ

ฟงกชันโพลีโนเมียลอันดับหนึ่งหรือสอง (linear or quadratic shape function) ซึ่ง

เปนฟงกชันรูปรางสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม ในงานวิจัยนี้ใชฟงกชัน

รูปรางแบบวาชสเปรช (Wachspress shape function) 
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รูปที่ 1.11 การเปลี่ยนแปลงในอัลกอริทึมของระเบียบวธิีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาของงานวิจยันี ้

 

1.8.2 ฟงกชันรูปรางสําหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม 

ในหัวขอนี้จะเปนการกลาวถึงที่มาของฟงกชันรูปรางสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปหลาย

เหลี่ยม  

จากทฤษีพื้นฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลา คาของ ( , , )y z tφ ในแตละ

เอลิเมนตจะถูกประมาณใหอยูในรูปของผลบวกของผลคูณของฟงกชันรูปราง (Shape function or 

Interpolating function), ( , )e
iN y z  กับฟงกชันของเวลาที่ไมทราบคาที่ตําแหนงโหนดของแตละเอ

ลิเมนต, ( )e
i tφ จํานวน n  พจนดังสมการที่ (22) โดย n มีคาเทากับจํานวนโหนดยอยหรือจํานวน

เหลี่ยมของแตละเอลิเมนต เชน 3n =  สําหรับเอลิเมนตที่เปนรูปสามเหลี่ยมใดๆ ในรูปที่ 6, 4n =

สําหรับเอลิเมนตที่เปนรูปส่ีเหลี่ยมใดๆ 
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รูปที่ 1.12 เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม  รูปที่ 1.13 เอลิเมนตรูปส่ีเหลี่ยม 

 

1
( , , ) ( , ) ( )

n
e e e

i i
i

y z t N y z tφ φ
=

= ∑  (22) 

ฟงกชันรูปรางที่ใชสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมทั่วไป เรียกวา ฟงกชันรูปราง

แบบวาชเสปรส (Wachspress shape function) ซึ่งจะถูกเขียนใหอยูในเทอมของแบรีเซ็นทริก โค

ออดิเนต (Barycentric coordinate) ดังสมการที่ (23) [8] 

1

( , )( , )
( , )

e
e i

ni
e
j

j

w y zN y z
w y z

=

=
∑

 (23) 

โดย ( , )e
jw y z คือ barycentric coordinate สําหรับเอลิเมนตหลายเหลี่ยมทั่วไป (n-gon) 

ถูกเรียกวาฟงกชันถวงน้ําหนัก (weight function) ของโหนดที่ j ของเอลิเมนต จํานวนฟงกชันถวง
น้ําหนักจะมีเทากับ n  ตัวหรือเทากับจํานวนเหลี่ยมของเอลิเมนตที่แบง ซึ่งฟงกชันถวงน้าํหนกัทีจ่ดุ 

( ),p y z  สามารถคํานวณไดจากพื้นที่สามเหลี่ยม 3 อันดังสมการที่ (24) 
( 1, , 1)( , )

( , 1, ) ( , , 1)
e
j

A j j jw y z
A p j j A p j j

− +
=

− +
 (24) 

โดย  

( 1, , 1)A j j j− + คือ พื้นที่สามเหลี่ยมที่ประกอบไปดวยโหนดที่  1, , 1j j j− +

ตามลําดับ 

( , 1, )A p j j− คือ  พื้นที่สามเหลี่ยมที่ประกอบไปดวยโหนดที่  1,j j− และจุด 

( ),p y z  

( , , 1)A p j j + คือ  พื้นที่สามเหลี่ยมที่ประกอบไปดวยโหนดที่  , 1j j + และจุด 

( ),p y z  
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จ ะ เ ห็ น ไ ด ว า  ( 1, , 1)A j j j− + จ ะ เ ป น ตั ว เ ล ข ซึ่ ง ไ ม ใ ช ฟ ง ก ชั น  ใ น ขณะที่ 

( , 1, )A p j j− และ ( , , 1)A p j j + จะเปนฟงกชันโพลีโนเมียลอันดับหนึ่งของ y และ z  

ตอไปนี้เปนตัวอยางการหาฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส สําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม 

สําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม 3n = ;  

กําหนดใหพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมเทากับ A  

จํานวนฟงกชันรูปรางที่ใชจึงมี 3= ตัว คือ 1 ( , )eN y z , 2 ( , )eN y z และ 3 ( , )eN y z  

จํานวนฟงกชันถวงน้ําหนัก (Weight function) 3= ตัว คือ 1 ( , )ew y z , 2 ( , )ew y z และ 3 ( , )ew y z
โดย 

 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )1

0,1,2 3,1,2
( , )

,0,1 ,1,2 ,3,1 ,1,2
e A A

w y z
A p A p A p A p

= =  

 
( )

( ) ( )2

1,2,3
( , )

,1,2 ,2,3
e A

w y z
A p A p

=  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )3

2,3,4 2,3,1
( , )

,2,3 ,3,4 ,2,3 ,3,1
e A A

w y z
A p A p A p A p

= =  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

3

1

3,1,2 1,2,3 2,3,1
( , )

,3,1 ,1,2 ,1,2 ,2,3 ,2,3 ,3,1

3,1,2 ,2,3 1,2,3 ,3,1 2,3,1 ,1,2
                 

,1,2 ,2,3 ,3,1

3,1,2 ,2,3 ,3,1 ,1,2
                 

,1,2

e
j

j

A A A
w y z

A p A p A p A p A p A p

A A p A A p A A p
A p A p A p

A A p A p A p
A p A p

=

= + +

+ +
=

+ +⎡ ⎤⎣ ⎦=

∑

( ) ( ),2,3 ,3,1A p
 

จากสมการของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส จะไดวา 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
31

1

3,1,2
,3,1 ,1,2( , )( , )

3,1,2 ,2,3 ,3,1 ,1,2( , )
,1,2 ,2,3 ,3,1

e
e

e
j

j

A
A p A pw y zN y z

A A p A p A pw y z
A p A p A p=

= =
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦∑
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( )
( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )2 3 3 2 2 3 3 2

,2,3
             

,2,3 ,3,1 ,1,2

,2,3
             

             
2

A p
A p A p A p

A p
A

y z y z z z y y y z
A

=
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

=

− + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦=

 

ในทํานองเดียวกันสามารถหาคาของ 2 ( , )eN y z และ 3 ( , )eN y z จะไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 1 1 3 3 12
32

1

,1,3( , )( , )
2( , )

e
e

e
j

j

y z y z z z y y y zA pw y zN y z
A Aw y z

=

− + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦= = =
∑

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 1 2 2 13
33

1

,1,2( , )( , )
2( , )

e
e

e
j

j

y z y z z z y y y zA pw y zN y z
A Aw y z

=

− + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦= = =
∑

  

จะเห็นไดวา ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสสําหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมที่หาไดจะเปน 

ฟงกชันโพลีโนเมียลอันดับหนึ่ง (Linear shape function) ซึ่งเปนฟงกชันเดียวกับฟงกชันรูปราง

มาตรฐานแบบโพลีโนเมียลอันดับหนึ่งสําหรับการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมในระเบียบวิธีไฟไนต

เอลิเมนต [10] 

 สําหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมทั่วไป ( 3)n > เมื่อใชสมการที่ (23) และ (24) ในการหา

ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส จะพบวา ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสสําหรับเอลิเมนต n เหลี่ยม
จะอยูในรูปของอัตราสวนของฟงกชันโพลิโนเมียลอันดับที่ 2n −  เชน สําหรับเอลิเมนตรูป

ส่ีเหลี่ยม ( 4)n =  ฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสจะอยูในรูปอัตราสวนของฟงกชันโพลิโนเมียล

อันดับที่ 2 2n − = หรือเขียนไดเปน 
2 2

1 2 3 4 5 6
2 2

1 2 3 4 5 6

( , )    1,2,3,4i i i i i i
i

i i i i i i

a a y a z a yz a y a zN y z i
b b y b z b yz b y b z
+ + + + +

= =
+ + + + +

 

โดยสัมประสิทธิ์ทุกตัวจะเปนตัวแปรที่ทราบคา 
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1.8.3 วิธีการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส 

ในการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส จะตองคํานึงถึงความเหมาะสม

สําหรับการเขียนโปรแกรมดวย ในงานวิจัยนี้ทําการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรส

โดยมองวาฟงกชันนี้เปนเศษสวนของฟงกชันโพลีโนเมียลดังสมการที่ (25) และใชหลักการหา

อนุพันธของเศษสวนของฟงกชันดังที่จะกลาวตอไป 

( )
( )

1

2

1

( , ) ,
( , )

,( , )

e
je

ni
e
j

j

w y z f y z
N y z

f y zw y z
=

= =
∑

 (25) 

อนุพันธเทียบกับ y และ z ของฟงกชันรูปรางในสมการที่ (25) คือ 

( )

1 2
2 1

1
2

2 2

e
i

df dff f
dN d f dy dy
dy dy f f

−
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (26) 

( )

1 2
2 1

1
2

2 2

e
i

df dff fdN d f dz dz
dz dz f f

−⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (27) 

 หลังจากนั้นทําการหา 1 1 2, ,df df df
dy dz dy

และ 2df
dz

ไดวา 

1 ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

e
jdwdf d A j j j

dy dy dy A p j j A p j j
⎛ ⎞− +

= = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 (28) 

1 ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

e
jdwdf d A j j j

dz dz dz A p j j A p j j
⎛ ⎞− +

= = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 (29) 

( )12

1 1

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

n
e

ej n n
j j

j j

d w d wdf d A j j j
dy dy dy dy A p j j A p j j

=

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞− +⎝ ⎠= = = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑
∑ ∑  

(30) 

( )12

1 1

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

n
e

ej n n
j j

j j

d w d wdf d A j j j
dz dz dz dz A p j j A p j j

=

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞− +⎝ ⎠= = = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑
∑ ∑  

(31) 

อนุพันธ ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

d A j j j
dy A p j j A p j j

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

และ ( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

d A j j j
dz A p j j A p j j

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

ใน

สมการที่ (28)-(31) จะสามารถหาไดโดยใชการหาอนุพันธของเศษสวนของฟงกชันดังตอไปนี้ 
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เพื่อความสะดวกจงึกําหนดให ( 1, , 1) edgeA j j j A− + = , 1( , 1, )A p j j A− =

และ 2( , , 1)A p j j A+ =  

( )
2 1

2 1 2
1 2 1 2

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

edge edgeA Ad A j j j d dA dAA A
dy A p j j A p j j dy A A dy dyA A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
= = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (32) 

( )
2 1

2 1 2
1 2 1 2

( 1, , 1)
( , 1, ) ( , , 1)

edge edgeA Ad A j j j d dA dAA A
dz A p j j A p j j dz A A dz dzA A

⎛ ⎞⎛ ⎞− + ⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− + ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (33) 

 

1.8.4 การอินทิเกรตฟงกชันรูปรางและอนุพันธของฟงกชันรูปรางแบบวาชเสปรสสําหรับ
เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมทั่วไป 

จากสมการที่ (12) และ (13) สมาชิกแถวที่ i และหลักที่ j ใน ⎡ ⎤⎣ ⎦
eK และ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eM สามารถ

หาไดตามสมการที่ (34) และ (35) ตามลําดับ 

j y je z i i
ij e

y z

N s Ns N NK p p dydz
s y y s z z

⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂
= − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∫∫  (34) 

e
ij y z i je

M s s qN N dydz⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫∫  (35) 

ในการคํานวณคาของสมาชิกในเมทริกซ ⎡ ⎤⎣ ⎦
eK และ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eM ของแตละเอลิเมนตตาม

สมการที่ (34) และ (35) จะเห็นวาตองทําการอินทิเกรตฟงกชันรูปรางเพื่อคํานวณสมาชิกของเมท

ริกซ ⎡ ⎤⎣ ⎦
eM  และอินทิเกรตอนุพันธของฟงกชันรูปรางเพื่อคํานวณสมาชิกของเมทริกซ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eK  

ในงานวิจัยนี้ทําการอินทิเกรตฟงกชันรูปรางและอนุพันธของฟงกชันรูปรางโดยใชเทคนิค

การประมาณของซิมพสัน (Simpson’s rule) ในการคํานวณสมาชิกของ ⎡ ⎤⎣ ⎦
eK  และ ⎡ ⎤⎣ ⎦

eM ใน

สมการที่ (34) และ (35) จะแทน kernel ของการอินทิเกรตดวย ( , )k y z และ ( , )m y z  ตามลําดับ 

โดย 

( , ) j y jz i i

y z

N s Ns N Nk y z p p
s y y s z z

∂ ∂∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂ ∂
 (34) 

( , ) y z i jm y z s s qN N=  (35) 

สมการที่ (34) และ (35) สามารถเขียนใหมไดเปน 

( , )e
ij e

K k y z dydz= ∫∫  (36) 

( , )e
ij e

M m y z dydz= ∫∫  (37) 
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รูปที่ 1.14  เอลิเมนตรูปส่ีเหลี่ยม 1 เอลิเมนต ถกูแบงใหเปนรูปสามเหลี่ยมยอย เพื่อการประมาณ

คาของการอนิทิเกรตโดยใช Simpson’s rule 

 

 เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมจะถูกแบงออกเปนสามเหลี่ยมยอยดังรูปที่ 3.4 โดยจํานวน

สามเหลี่ยมที่แบง m=   และใชเทคนิคการประมาณตามกฎของซิมพสัน กับสมการที่ (36) และ 

(37) จะไดวา 

1
( , )

m
e
ij i i i

i
K k y z A

=

= ∑  (36) 

1
( , )

m
e
ij i i i

i
M m y z A

=

= ∑  (37) 

โดย 

( , )i ik y z และ ( , )i im y z คือคาของฟงกชันที่จุด centroid ของสามเหลี่ยมยอยลําดับที่ i  

iA  คือ พื้นที่ของสามเหลี่ยมยอยลําดับที่ i  

 
1.9 ผลการวจิัย 

เพื่อใหการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงที่เคลื่อนที่ไปตามทอนําสัญญาณแสงแบบ

ผลึกโฟโตนิกสโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลามีประสิทธิภาพมากขึ้นในเรื่องของ

การลดระยะเวลาที่ใชในการคํานวณสนาม ณ จุดเวลาตางๆ ผูทําวิจัยจึงไดนําเสนอหลักการของ

การแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมมาใชในการคํานวณ โดยในงานวิจัยเบื้องตนนี้ใชการแบงเอ

ลิเมนตแบบรูปส่ีเหลี่ยมใดๆ และนําผลการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงที่ไดมาเปรียบเทียบ

กับผลการวิเคราะหจากระเบียบวิธี TD-FE-BPM มาตรฐานที่ใชการแบงเอลิเมนตแบบรูป

สามเหลี่ยมทั้งหมด อีกทั้งยังเปรียบเทียบระยะเวลาที่ใชในการคํานวณสนามในแตละจุดเวลาดวย 

ตัวอยางของวงจรผลึกโฟโตนิกสที่นํามาพิจารณาในเบื้องตนก็คือ ทอนําสัญญาณแสง

แบบตรง และ ลอมรอบไปดวยวัสดุดูดกลืนคลื่นแบบ Perfectly match layer (PML) ดังรูปที่ 1.15 
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ผลึกโฟโตนิกสที่นํามาพิจารณาจะเปน Dielectric rod ที่มีดัชนีหักเห 3.4n = ตั้งอยูบนตัวกลางที่

เปนอากาศซึ่งมีดัชนีหักเห 1n = ซึ่ง โดยมี lattice constant, 0.58 .a mμ=  และ รัศมีของ 

Dielectric rod, 0.18r a=  ผลึกโฟโตนิกสดังที่กลาวมานี้มีแถบชองความถี่สําหรับ TE โหมดอยู

ในชวง 0.302 2 /a cω π= ×  ถึง 0.443 2 /a cω π= × [2] 

รูปที่ 1.15 ทอนําคลืน่แสงแบบผลึกโฟโตนิกสแบบตรง ลอมรอบดวย PML 

 

สนามไฟฟาอินพุทในรูปที่ 1.15 มีลักษณะเปนรูปเกาสเซียน (Gaussian pulse) ที่มีขนาด

มากที่สุด A=  ที่จุด 0 0( , )y z , ขนาดจุด (spot size) ตามแนวแกน y และ z  yW= และ zW  

ตามลําดับและ มี propagation constant =β แสดงไดดังสมการที่ (38) ความยาวคลื่นของ

คลื่นพาหที่ใชนําสัญญาณแสงที่งานวิจัยนี้ใช, 1.5 mλ μ=  ซึ่งอยูในแถบชองความถี่ TE Mode  

รูปของสนามไฟฟาอินพุทสามารถแสดงไดดังรูปที่ 1.16 

[ ]
2 2

0 0
0( , , 0) exp exp ( )

y z

y y z zy z t A j z z
W W

φ β
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥= = − − × − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 (38) 
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รูปที่ 1.16 สนามไฟฟาอนิพทุ 

ชวงระยะระหวางจุดเวลาที่งานวิจัยนี้ใช, 1.0 fstΔ =  ซึ่งเปนไปตามเงื่อนไขของ คูแรนด-

เฟดริช-เลวี (Courant-Friedrich-Levy condition) [13] 

ผูวิจัยไดทําการแบงเอลิเมนตในทอนําสัญญาณแสงในรูปที่ 1.15 เปน 4 แบบก็คือ แบบ

สามเหลี่ยมทั้งหมดดังรูปที่ 1.17  ซึ่งเปนเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบมาตรฐานและใชผลการ

คํานวณอางอิงในการทดลองนี้, แบบรูปผสมระหวางสามเหลี่ยมกับ 16 เหลี่ยม ดังรูปที่ 1.18, แบบ

รูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมดดังรูปที่ 1.19 และ แบบรูปผสมระหวางสี่เหลี่ยมกับ 16 เหลี่ยมดังรูปที่ 1.20 ซึ่ง

การแบงเอลิเมนตในรูปที่ 1.17 – 1.120 นี้เปนเทคนิคการแบงเอลิเมนตที่งานวิจัยนี้นําเสนอ 

จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตทั้ง 4 แบบสามารถสรุปไดในตารางที่ 1.3 ซึ่งจะเห็นได

วา จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมนั้นมีนอยกวาแบบรูป

สามเหลี่ยมมาตรฐาน 

ตารางที่ 1.3 จํานวนโหนดและจํานวนเอลิเมนตที่เกิดจากการแบงเอลิเมนตทั้ง 2 แบบ 

การแบงเอลิเมนต จํานวนโหนด 

รูปสามเหลีย่มทั้งหมด (รูปที่ 4.3.1) 4,586 

รูปผสมระหวางสามเหลี่ยมกบั 16 เหลี่ยม (รูปที่ 4.3.2) 4,190 

รูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด (รูปที่ 4.3.3) 3,953 

รูปผสมระหวางสี่เหลีย่มกับ 16 เหลี่ยม(รูปที่ 4.3.4) 3,557 
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รูปที่ 1.17 การแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมทั้งหมด 

 

 
รูปที่ 1.18 การแบงเอลิเมนตรูปแบบผสมระหวางสามเหลี่ยมกับ 16 เหลี่ยม 

 

รูปที่ 1.19 การแบงเอลิเมนตรูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด 
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รูปที่ 1.20 การแบงเอลิเมนตรูปแบบผสมระหวางสี่เหลีย่มกับ 16 เหลี่ยม 

 

รูปที่ 1.21 ถึง 1.24 แสดงผลการวิเคราะหลักษณะของคลื่นแสงที่ได ณ เวลา 10 fs นับ

จากปอนสนามอินพุท โดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาซึ่งใชเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบ

มาตรฐานคือสามเหลี่ยมทั้งหมด (รูปที่ 1.17) และแบบรูปหลายเหลี่ยมทั่วไปแบบตางๆ ที่งานวิจัย

นี้ทดลองแบง (รูปที่ 1.17-1.20) ตามลําดับ ซึ่งพบวาผลการวิเคราะหสนามที่ไดจากการแบงเอลิ

เมนตรูปหลายเหลี่ยมนั้นมีความใกลเคียงกับการแบงเอลิเมนตแบบมาตรฐานคือรูปสามเหลี่ยม

ทั้งหมด 

รูปที่ 1.25 แสดงลักษณะของสนามไฟฟาตามขวางในแนวแกน y ของสัญญาณแสงที่

ระยะหางจากตําแหนง Waveguide facet =6a ณ เวลา 10 fs โดยขนาดของสนามไฟฟานั้นจะถูก 

normalize โดยขนาดของสนามอินพุท, A   

จากผลการคํานวณที่แสดงในรูปที่ 4.4.1-4.4.4 ซึ่งแสดงผลการคํานวณ Electric pattern 

และรูปที่ 1.25 ซึ่งแสดงผลของสนามไฟฟาตามขวางในแนวแกน y จะเห็นไดวา ผลการคํานวณ

โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลาซึ่งใชการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมกับ

แบบรูปสามเหลี่ยมมีความใกลเคียงกัน 
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รูปที่ 1.21 แบงเอลิเมนตแบบรูปสามเหลีย่มทั้งหมด 

 

รูปที่ 1.22 แบงเอลิเมนตแบบผสมระหวางรูปสามเหลีย่มกับรูป 16 เหลี่ยม 

 

รูปที่ 1.23 แบงเอลิเมนตแบบรูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด 
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รูปที่ 1.24 แบงเอลิเมนตแบบผสมระหวางรูปส่ีเหลี่ยมกบัรูป 16 เหลี่ยม 

ผลการวิเคราะหลักษณะของสัญญาณแสงโดยใชระเบียบวิธี TD-FEM โดยใชการแบงเอลิ

เมนตรูปแบบตางๆ 

 

 

 

รูปที่ 1.25 สนามไฟฟาตามขวางในแนวแกน y ที่ระยะหางจากตําแหนง Waveguide facet 6a=  

ณ เวลา 10 fs 
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ในตารางที่ 1.4 จะแสดงใหเห็นถึงระยะเวลาในการคํานวณที่ลดลงจากระเบียบวิธี TD-

FEM มาตรฐานเปน % เมื่อทําการแบงเอลิเมนตเปนรูปหลายเหลี่ยมในลักษณะตางๆ ซึ่งจะเห็นได

วาการคํานวณโดยใชระเบียบวิธี TD-FEM ซึ่งใชการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมทั่วไปนั้นใช

ระยะเวลาการคํานวณนอยกวาการใชการแบงเอลิเมนตแบบมาตรฐานคือรูปสามเหลี่ยม เน่ืองจาก

จํานวนโหนดที่เกิดขึ้นจากการแบงเอลิเมนตที่งานวิจัยนี้นําเสนอมีนอยกวาการแบงเอลิเมนตแบบ

มาตรฐาน ทําใหขนาดของสมการเชิงเสนสําหรับคํานวณสนามในแตละจุดเวลานั้นเล็กลง 

ตารางที่ 1.4 ระยะเวลาในการคํานวณที่ลดลงจาก TD-FEM มาตรฐานของระเบียบวธิี TD-
FEM ที่ใชการแบงเอลิเมนตในรูปแบบตางๆ 

การแบงเอลิเมนต จํานวนโหนด 
ระยะเวลาใน
การคํานวณที่
ลดลง (%) 

รูปสามเหลีย่มทั้งหมด (รูปที่ 4.3.1) 4,586 - 

รูปผสมระหวางสามเหลี่ยมกบั 16 เหลี่ยม (รูปที่ 4.3.2) 4,190 18% 

รูปส่ีเหลี่ยมทั้งหมด (รูปที่ 4.3.3) 3,953 27% 

รูปผสมระหวางสี่เหลีย่มกับ 16 เหลี่ยม(รูปที่ 4.3.4) 3,557 38% 

 
 
1.9 สรุป 

จากการศึกษาวิจัยในขั้นตนพบวาสมรรถนะในเชิ งระยะเวลาในการคํานวณ 

(Computation time) ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในโดเมนเวลานั้นขึ้นอยูกับจํานวนโหนด 

(Nodal points) ที่เกิดขึ้นจากขั้นตอนการแบงเอลิเมนตในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite-

element scheme) ในงานวิจัยนี้จึงไดนําเสนอเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยม 

(Polygonal element) เพื่อลดจํานวนโหนดที่เกิดขึ้นดังกลาว และ พบวาสามารถลดระยะเวลาใน

การคํานวณของระเบียบวิธีนี้ได โดยที่ยังใหผลการคํานวณที่สอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตในโดเมนเวลามาตรฐานที่ใชการแบงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม 

งานวิจัยที่จําทําตอไปคือการนําไปใชคํานวณกับกรณีตัวอยางทอนําคลื่นรูปที่ไมเปนทอ

ตรง เชนทอหักมุมฉาก  การคัปปล้ิงระหวางทอนําคลื่นแสงในผลึกโฟตินกสเปนตน  ผลการวิจัยจะ

นําไปสรางเปนซอฟทแวรที่ใชงาย (user-friendly) เพื่อใชวิเคราะหสําหรับการออกแบบวงจรนํา

คลื่นแสงโฟโตนิกสตอไป 
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หัวขอที่ 2: 
การคํานวณวเิคราะหสนามแมเหลก็ไฟฟาสําหรับบริเวณเปดโลงดวย 

สมการอินทกีรัลในรูปของพีชคณิตคลฟิฟอรด 
 

2.1  บทนํา  
นักฟสิกสจาํเปนตองใชเครือ่งมือทางวิทยาศาสตร เพื่อใชในการอธิบายปรากฏการณตางๆ 

ซึ่งเครื่องมือเหลานัน้ คือ คณิตศาสตร เวคเตอรเปนเครื่องมือชนิดหนึง่ทางคณิตศาสตรที่รูจักกันดี 

ซึ่งใชในการบรรยายขนาดและทิศทางของปริมาณตางๆ เชน สนามแมเหล็กไฟฟา กระแสน้ํา เปน

ตน นอกจากเวคเตอรแลว ยังมีเครื่องมอืทางคณิตศาสตรอ่ืนๆ ที่นยิมใชกนัอยูแพรหลาย เชน 

Tensor, Quaternion Geometric, Algebraและ Clifford Algebra เปนตน 

ป ค.ศ. 1878 Clifford Algebra ถูกสรางขึ้นโดย William Kingdon Clifford โดยการนํา

คุณสมบัติเวคเตอรของ Quaternion Algebras และคุณสมบัติของการ Exterior Product ของ 

Grassmann’s variable ซึ่งจะทําใหเกิดประโยชน เนื่องจากสามารถแกไขปญหาที่เกิดขึ้นได 

อยางไรก็ตาม Clifford Algebras ไมเกิดความแพรหลายมากนัก เนื่องจาก William K. Clifford ได

เสียชีวิตอยางกะทนัหัน ทาํให Clifford Algebra และในขณะเดียวกนันัน้ Josiah Willard Gibbs 

ซึ่งเปนนักวิศวกร ไดทําการศึกษาและใชงานเวคเตอรจนกระทั่งสามารถแกปญหาตางๆ ได จนเปน

ที่ยอมรับแพรหลายในเวลานั้น รวมทั้งยังสามารถนํามาใชในการบรรยายสนามแมเหล็กไฟฟาได 

ตอมาเมื่อนกัวทิยาศาสตรเร่ิมสนใจใน quantum theory จึงทําให Clifford Algebra กลับมาเปนที่

สนใจอีกครั้ง เนื่องจากเวคเตอรไมสามารถนํามาใชในการอธิบายทฤษฎีดังกลาวได 

 
2.2  เลขคลฟิฟอรด (Clifford number) 

เลขคลิฟฟอรด เปนจาํนวนใดๆ ที่ใชในการบงบอกถงึปริมาณของขนาดและทิศทาง ซึ่ง

สามารถแสดงถึงคาสนามแมเหล็กไฟฟาไดเปนอยางดี ในการศึกษาเกีย่วกับ เลขคลิฟฟอรด ใน

เบื้องตนนั้น เราจะกลาวถึงองคประกอบทีส่ําคัญ เพื่อความเขาใจในหลักการคํานวณตางๆ เชน 

- มิติของปญหา เลขคลิฟฟอรด 

- สมาชิกภายใน เลขคลิฟฟอรด 

- การบวกของ เลขคลิฟฟอรด 

- การคูณของ เลขคลิฟฟอรด 
 
2.2.1 มิติของ เลขคลิฟฟอรด (Dimensions) 

เลขคลิฟฟอรด สามารถบรรยายและใชในการแกปญหาเกี่ยวกับสนามแมเหล็กไฟฟาไดใน

หลายมิติ เชน สนามไฟฟาสถิตยและสนามแมเหล็กสถติย ซึ่งจาํเปนตองแกปญหาในระบบสามมิติ 
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และสนามแมเหล็กไฟฟาที่เปลี่ยนแปลงตามโดเมนของเวลา ซึ่งจาํเปนตองแกปญหาในระบบสี่มติิ 

โดยประกอบดวยมิติของการกระจัดสามมติิ และมิติของโดเมนเวลาหนึ่งมิต ิ นอกจากนัน้ในแตละ

มิติของ เลขคลิฟฟอรด จะมีจํานวนของสมาชิกที่แตกตางกนั ยกตวัอยาง เลขคลฟิฟอรด ในระบบ

สามมิติ และในระบบสี่มิติ ดงันี ้

 

         3A  = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3a a e a e a e e a e a e e a e e a e e e+ + + + + + +      (1) 

 

          4A = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3a a e a e a e e a e a e e a e e a e e e+ + + + + + +  

              8 4 9 1 4 10 2 4 11 1 2 4 12 3 4 13 1 3 4 14 2 3 4 15 1 2 3 4a e a e e a e e a e e e a e e a e e e a e e e a e e e e+ + + + + + + +    
(2) 

 
2.2.2 สมาชิกของ เลขคลฟิฟอรด (Components) 

สมาชิกภายใน เลขคลิฟฟอรด จํานวนหนึง่ตัวนั้น จะมีจํานวนสมาชิกขึ้นอยูกับมิติของ 

เลขคลิฟฟอรด นั้นๆ ซึง่สามารถเขียนเปนความสัมพนัธระหวางจํานวนสมาชิกของ เลขคลิฟฟอรด 

และมิติ คือ ( ) 2np n =  โดยที ่ n เปนขนาดของมิตทิีพ่ิจารณา และ ( )p n  เปนจาํนวนสมาชิกของ 

เลขคลิฟฟอรด สมาชิกของ เลขคลิฟฟอรด ประกอบดวยสองสวนดวยกัน คือ คาสมัประสิทธิ์ และ

สัญลักษณที่ใชในการกําหนดทิศทาง (unit)  

- คาสัมประสิทธิ์ของ เลขคลฟิฟอรด เปนจํานวนเชิงซอน (Complex Number) ซึ่ง

แตกตางจากเวคเตอร เนื่องจากคาสัมประสิทธิ์ของ Vector นั้นเปนเพียงจํานวนจรงิ 

(Real Number) ตัวอยางเชน (2 ) , (3 4 )i i+ +  เปนคาสัมประสิทธิ์ของ เลขคลิฟ

ฟอรด 

- สัญลักษณที่ใชในการกําหนดทิศทาง (unit) เปนสัญลักษณที่ใชในการแสดงถึงทิศทาง

ใดๆ ของ เลขคลิฟฟอรด เพือ่ความเขาใจงายขึ้น อาจเทยีบเคียงกับ unit ของ vector 

ซึ่งจะเปน the orthogonal vector แต unit ของ เลขคลิฟฟอรด นั้น ยงัมีสวนเพิ่มเตมิ

มาอีก คือ unit ที่เกิดจากการ multiplication ของ orthogonal vector เชน 1 2e e  เปน 

unit ที่เกิดจากการ multiplication ของ 1e , 2e  

นอกจากนัน้ ยังสามารถแบงกลุมของ เลขคลิฟฟอรด ใดๆ ไดตามชนิดของ unit ซึ่งจะ

สามารถใชในการอธิบายความหมายทางฟสิกสไดงายขึน้ เชน 

 

4A  = 0 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4a a e a e e a e e e a e e e e+ + + +     (3) 
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โดยที ่  

- unit เปน 1 ใชในการแสดงถงึ scalar ซึ่งจดัเปนสมาชกิที่มี Grade เทากับ 0 

- unit เปน 1e ใชในการแสดงถงึ vector ซึ่งจัดเปนสมาชกิทีม่ี Grade เทากบั 1 

- unit เปน 1 2e e ใชในการแสดงถงึ bi-vector ซึ่งจัดเปนสมาชกิที่ม ีGrade เทากบั 2 

- unit เปน 1 2 3e e e ใชในการแสดงถงึ tri-vector ซึ่งจดัเปนสมาชกิที่มี Grade เทากับ 3 
 

2.2.3 การบวกของ เลขคลิฟฟอรด (Addition) 
การบวกกันของ เลขคลิฟฟอรด มีวิธีการเชนเดียวกับการบวกกนัของ Vector ซึ่งเปนการ

บวกกนัระวางคาสัมประสิทธิ์ที่ม ีunit เดียวกัน เชน 

 3A  = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3a a e a e a e e a e a e e a e e a e e e+ + + + + + +   (4) 

3B  = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3b b e b e b e e b e b e e b e e b e e e+ + + + + + +    (5) 

3C = 3 3A B+  

        = ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 1 2a b a b e a b e a b e e+ + + + + + +  

                   ( ) ( ) ( ) ( )4 4 3 5 5 1 3 6 6 2 3 7 7 1 2 3a b e a b e e a b e e a b e e e+ + + + + + + +  

      = 0 1 1 2 2 3 1 2 4 3 5 1 3 6 2 3 7 1 2 3c c e c e c e e c e c e e c e e c e e e+ + + + + + +    (6) 

 
2.2.4 การคูณของ เลขคลิฟฟอรด (Multiplication) 

การคูณของ เลขคลิฟฟอรด จําเปนตองมีกฎการรวมของ unit ซึ่งมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

- กฎขอที่หนึ่ง คือ เมื่อ i j=  ดังนั้น 

 

 1i j i ie e e e= = −       (7) 

 

- กฎขอที่สอง คอื เมื่อ i j≠  ดังนั้น 

 

i j j ie e e e= −        (8) 

 

 ตัวอยางของการคูณ เลขคลิฟฟอรด  

 กําหนดให , ,a b c  เปน เลขคลิฟฟอรด 

  12a e= +  

  1 22 3b e e= + +  
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( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 1 1 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 2

2 2 3

2 2 3 2 3

2 2 2 2 3 2 3
4 2 6 2 ( 1) 3
5 4 6 3

c ab e e e

e e e e e

e e e e e e e
e e e e e
e e e e

= = + + +

= + + + + +

+ + + + +=

= + + + + − +
= + + +

 

 

 
2.2.5 ตัวอยางของ เลขคลฟิฟอรด 

 ในระบบสามมิติ 

3A 1 2 1 2(3 4 ) (2 ) (3) (1 2 )i i e e i e e= + + + + +  

3 1 3 2 3 1 2 3(3 2 ) ( 1 2 ) (3 3 ) ( )i e i e e i e e i e e e+ − + − + + − +    (9) 

 

 ในระบบสี่มิต ิ

4A 1 2 1 2(3 4 ) (3) (3 ) (1 2 )i e i e i e e= − + + + −  

3 1 3 2 3 1 2 3(3 2 ) (1 2 ) (3 3 ) ( )i e i e e i e e i e e e+ + + − + + +  

4 1 4 2 4 1 2 4(2 3 ) (3 4 ) (2 5 ) (2 4 )i e i e e i e e i e e e+ − + + + − + −  

3 4 1 3 4 2 3 4 1 2 3 4(3) (1 2 ) (5 8 ) (4 9 )e e i e e e i e e e i e e e e+ + + + − + +   (10) 

 

 
2.3. ผลคูณ (Product) 

ในหวันี้จะบรรยายและแสดงใหเหน็วา เลขคลิฟฟอรด สามารถใชในการวิเคราะหปริมาณ

ของสนามแมเหล็กไฟฟาไดเชนเดียวกับเวคเตอร ซึ่งเวคเตอรจะถูกบรรยายโดยการคณูที่สําคัญ 

โดยแบงออกเปน 3 ประเภท ดังนี ้

- Inner Product 

- Cross Product 

- Outer Product 

 

กําหนดให  pv และ qv  เปนเวคเตอรใดๆ ในระบบสามมิติ  

 

  x x y y z zp p a p a p a= + +v v v v     (11) 

  x x y y z zq q a q a q a= + +v v v v      (12) 
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สามารถเขยีนเวคเตอร pv  และ qv  ใหอยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด u และ v  ไดดังนี้ 

 

  1 2 3x y zu p e p e p e= + +      (13) 

  1 2 3x y zv q e q e q e= + +      (14) 

 

 

2.3.1 Inner Product 

Inner Product ในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขยีนไดดังนี ้

 

 x x y y z zp q p q p q p q⋅ = + +v v     (15) 

 

Inner Product ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด สามารถเขียนไดดังนี ้

 

 ( )
2x x y y z z

uv vu
p q p q p q

+
+ + = −    (16) 

 

2.3.2 Cross Product 

Cross Product ในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขยีนไดดังนี ้

 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )y z z y x x z z x y x y y x zp q p q p q a p q p q a p q p q a× = − − − + −v v    (17) 

 

Cross Product ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด สามารถเขียนไดดังนี ้

 
( )

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )
2y z z y x z z x x y y x

uv vu
p q p q e p q p q e p q p q e e e e

−
− − − + − = −  (18) 

 

2.3.4 Outer Product 

Outer Product ในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขยีนไดดังนี ้

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x y y x x y x z z x x z y z z y y zp q p q p q a a p q p q a a p q p q a aΛ = − + − + −   (19) 

 

Outer Product ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด สามารถเขียนไดดังนี ้
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 ( )
1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( )

2x y y x x z z x y z z y

uv vu
p q p q e e p q p q e e p q p q e e

−
− + − + − =  (20) 

 

จะเหน็ไดวา เลขคลิฟฟอรด สามารถที่จะแสดงถึงปริมาณของการ Product ทั้งสามชนิด

ไดเชนเดียวกบัเวคเตอร 
 
2.4 การหาอนุพันธ ( Differentiation) 

ในหวันี้จะบรรยายและแสดงใหเหน็วา เลขคลิฟฟอรด สามารถใชในการวิเคราะหการ

อนุพนัธของสนามแมเหล็กไฟฟาไดเชนเดยีวกับเวคเตอร โดยแบงออกเปนโอเปอเรเตอรที่สําคัญ 3 

ชนิด คือ Divergence Gradient และ Curl 

ในสวนนี้จะกําหนดคาสนามในรูปแบบของเวคเตอรและ เลขคลิฟฟอรด รวมทัง้การเขยีน

โอเปอเรเตอรในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด มีรายละเอียดดังนี ้

- สนามใดๆ 

กําหนดให  F
v

 เปนเวคเตอรใดๆ ในระบบสามมิติ และ φ  เปนฟงกชัน่สเกลาร 

 

  x x y y z zF F a F a F a= + +
v v v v     (21) 

 

สามารถเขยีนเวคเตอร F
v

 และ φ  ใหอยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด u ไดดังนี ้

 

  1 2 3x y zu F e F e F eφ= + + +     (22) 

 

- โอเปอเรเตอรของการอนพุนัธ 

กําหนดให  ∇  เปนโอเปอเรเตอรของการอนพุันธในรูปแบบของเวคเตอรในระบบสามมิติ 

เชน 

 

x y za a a
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

v v v     (23) 

 

สามารถเขยีนเวคเตอร F
v

 และ φ  ใหอยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด u ไดดังนี ้

 

  1 2 3D e e e
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

    (24) 
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 พิจารณาการคูณระหวาง โอเปอเรเตอร และ เลขคลิฟฟอรด มีรายละเอียดดังนี ้

 

 

       ( )1 2 3 1 2 3x y zDu e e e F e F e F e
x y z

φ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

1 2 3

1 2 1 3 2 3

yx z

y yx xz z

FF F
x y z

e e e
x y z
F FF FF Fe e e e e e
x y x z y z

φ φ φ

⎧ ∂⎛ ⎞∂ ∂
− + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ∂ ∂ ∂⎪= + + +⎨ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞⎪+ − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

  (25) 

 

   

2.4.1 Divergence 

จากสมการ () จะเหน็ไดวา ม ีDivergence of F
v

 คือ  

 

   ( ) 1 2 3F e e e
x y z
φ φ φ∂ ∂ ∂

− ∇ = + +
∂ ∂ ∂

v
  (26) 

2.4.2 Gradient 

จากสมการ () จะเหน็ไดวา ม ีGradient of φ  คือ  

 

   1 2 3e e e
x y z
φ φ φφ ∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

   (27) 

2.4.3 Curl 

จากสมการ () จะเหน็ไดวา ม ีCurl of F
v

 คือ  

 

( ) 1 2 3 1 2 1 3 2 3
y yx xz z

F FF FF FF e e e e e e e e e
x y x z y z

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞− ∇× = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v
  (28) 
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2.5   สมการแมกซแวล (Maxwell’s Equation) 
สมการของแมกซแวลเปนสมการที่อธิบายถงึคุณสมบัติทางฟสิกสของคลื่นแมเหลก็ไฟฟา 

ซึ่งอยูในรูปของสมการอนุพนัธอันดับทีห่นึง่ สวนใหญการทาํงานของวิศวกรนําสมการของแมกซ

แวลที่เขียนในรูปแบบของเวคเตอรมาทําการหาผลเฉลยของสมการ โดยการแปลงสมการแมกซ

แวลเปนสมการอนุพันธอันดบัที่สอง ซึ่งถูกเรียกวา สมการคลื่น(Wave Equation) 

ในหวัขอนี้จะแสดงใหเห็นถึง สมการอนพุันธอับดับทีห่นึ่งของแมกซแวลทัง้ 4 สมการ

สามารถเขยีนรวบรวมเปนสมการอนพุนัธอับดับที่หนึ่งเพียงสมการ โดยเปนไปตามแนวคิดของ 

William Kingdon Clifford ซึ่งไดอธิบายสมการแมกซแวลดวย Clifford Algebras และเรียกสมการ

อนุพนัธอับดับที่หนึ่งวา Dirac Equation โดยสมการที่ถกูเขียนขึน้นี้จะเปนการพิจารณาในตัวกลาง

ที่ไมมีแหลงกาํเนิด (Source-Free region)  

นอกจากนัน้ จะกลาวถงึผลเฉลยของ Dirac Equation ในระบบ 2 และ 3 มิติ และแสดงให

เห็นวา ผลเฉลยของสมการแมกซแวลในรูปแบบของเวคเตอร สอดคลองกับสมการ Dirac 

Equation 

 
2.5.1 สมการแมกซแวลในรูปแบบของ Clifford Algebras  

การกลาวถงึสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด อาจทาํใหเกิด

ความสับสน ดังนัน้ ในหวัขอนี้ จงึนาํเอาการอธิบายสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของ

เวคเตอร เพื่องายตอการทาํความเขาใจ สมการแมกซแวลในรูปแบบของ เลขคลฟิฟอรด รวมทั้ง

โอเปอเรเตอรที่สําคัญ คือ Dirac Operator 

 

2.5.1.1 สนามแมเหลก็และสนามไฟฟาในรูปของ เลขคลิฟฟอรด 

โดยทัว่ไปๆ สนามไฟฟาและสนามแมเหลก็ สามารถเขียนในระบบคารทีเซียน(Cartesian 

System) ซึ่งมีฟงกชันของ , , , , ,x y z x y zE E E H H H ซึ่งเปนฟงกชนัของเวลา ถูกเขียนในรูปของ

เวคเตอร E
v
และ H

v
 ในสมการ (29) และ (30) ตามลําดับ เมือ่พิจารณาในรูปแบบของ เลขคลิฟ

ฟอรด สามารถเขียนเวคเตอรทั้งสองเปน เลขคลิฟฟอรด ไดตามสมการ (31) ดังนี้  

 

x x y y z zE E a E a E a= + +
v v v v       (29) 

x x y y z zH H a H a H a= + +
v v v v       (30) 

( ) ( )1 1
2 2

0 1 0 2 0 3 2 3 1 3 1 2x y z x y zu i E e e E e e E e e H e e H e e H e eε μ= − + + + − +   (31) 

โดยที่  

 
: ( / )
: ( / )
Permittivity farads meter
Permeability henries meter

ε
μ
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2.5.1.2 ดิฟเฟอรเรนเชยีลโอเปอเรเตอรในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด 

ดิฟเฟอรเรนเชยีลโอเปอเรเตอร(Differential Operator) ที่สําคัญ ซึ่งอยูในรูปแบบของ 

เลขคลิฟฟอรด คือ Dirac Operator เปนโอเปอเรเตอรที่ใชในการหาอนุพนัธของสนามแมเหลก็

ไฟฟาในโดเมนระยะทางและเวลา มีรูปแบบตามสมการดังนี ้

 
1 1
2 2

0 1 2 3tD i e e e e
t x y z

ε μ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
    (32) 

โดยที ่

0e  เปน unit ของโดเมนเวลา 

    1 2,e e  และ 3e    เปน unit ของโดเมนระยะทาง 
 

2..1.3 การอนพุันธสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด 

จากหัวขอ 3.1.1 และ 3.1.2 ในทัง้สองหวัขอที่ผานมานัน้ สามารถนําสนามในสมการ 

(31)และโอเปอเรเตอรในสมการ (32) มาใชคํานวณรวมกัน เพื่อเขียนสมการแมกซแวลในรูปแบบ

ของ Clifford ไดดังตอไปนี้ 

 

0tD u =          (33) 

              ( )(1 1 1
2 2 2

0 1 2 3 0 1 0 2 0 3t x y zD u i e e e e i E e e E e e E e e
t x y z

ε μ ε
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + + − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

( ))1
2

2 3 1 3 1 2 0x y zH e e H e e H e eμ+ − + =      (34) 

              

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2

0 0tD u H H i E e i E eμ σ μ ε ε σ= − ∇⋅ + ∇× − ∇⋅ + ∇×  
1 1
2 2

0 0H Ei e
t t

ε μ σ μ ε∂ ∂
+ − =

∂ ∂
                 (35) 

โดยที่ ,E H : เลขคลิฟฟอรด 

 1 2 3

1 2 3

x y z

x y z

E E e E e E e

H H e H e H e

= + +

= + +
 

 

 จะเหน็ไดวา สมการ (35) เปนการอนุพนัธอันดับทีห่นึง่ ซึ่งบรรจุสมการของแมกซแวลทั้งสี่

สมการไวเพียงสมการหนึ่งสมการเทานั้น เพื่อเพิ่มความเขาใจจึงไดแสดงใหเห็นในแตละเทอมของ

สมการ (35) โดยแยกตาม grade ของ เลขคลิฟฟอรด จะไดวา 
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 Grad 1Λ : 
1 1
2 2 0EH

t
μ μ ε ∂∇× − =

∂
 ⇒  0EH

t
ε ∂∇× − =
∂

  (36) 

                  
1
2 0i Eε ∇ ⋅ =  ⇒  0E∇⋅ =    (37) 

 Grad 3Λ : 

            
1 1
2 2 0Hi E i

t
ε ε μ ∂
∇× + =

∂
 ⇒  0HE

t
μ ∂

∇× + =
∂

      (38) 

     
1
2 0Hμ ∇⋅ =  ⇒  0H∇⋅ =    (39) 

 
 

• The Fundamental solution of Dirac Equation 
จากหัวขอที่ผานมาไดกลาวถึงสมการอนพุันธอันดับที่หนึ่งหรือ Dirac Equation และแสดง

ใหเหน็ถงึการบรรจุสมการของแมกซแวล ในหวัขอนี้จงึกลาวถงึผลเฉลยของสมการดังกลาว แตอยู

ใน Frequency Domain เนื่องจากปญหาเกี่ยวกับงานวิจยันี้เปนปญหาเกี่ยว mono-chromatic 

fields ซึ่งผลเฉลยนัน้อยูในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด และเพื่องายตอการทดสอบผลลัพธที่ไดใน

เบื้องตน จึงเปรียบเทียบกับผลเฉลยของสมการ Helmholtz 

ผลเฉลยของสมการ Helmholtz ในรูปแบบของเวคเตอร คือ ฟงกชันของกรนี (Green 

Function) ซึ่งถูกใชงานอยางแพรหลายเกีย่วกับการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ทัง้ในระบบ 2 มติิ

และ 3 มิต ิ ในงานวิจัยนี้กลาวถงึ การใชกรีนฟงกชัน่ในระเบียบวิธีบราวดารี่เอลิเมนต (Boundary 

Element Method) ในระเบยีบวิธนีี้กรีนฟงกชัน่เปรียบเสมือน delta function ซึ่งเปนหวัใจสําคญั

ในการคํานวณหาสนามภายในขอบเขตจากสนามที่ขอบเขตบริเวณทีพ่ิจารณา หรือเรียกอีกอยาง

ไดวา วธิีการ Integral Method  

ผลเฉลยของสมการ Dirac Equation ในรูปแบบ เลขคลิฟฟอรด มีคุณสมบัติในการ

นําไปใชคลายกับผลเฉลยของ Helmholtz แตมีส่ิงที่แตกตางกัน คือ ฟงกชั่นของกรนีเปนผลเฉลย

ของสมการอนพุันธอันดับที่สอง สวนผลเฉลยของ Dirac Equation เปนผลเฉลยของสมการ

อนุพนัธอันดับที่หนึ่ง อยางไรก็ตาม ผลเฉลยของสมการทั้งสองนัน้ จาํเปนตองสอดคลองกับสมการ

แมกซแวล การนําไปใชงานเกี่ยวกับผลเฉลยของ Dirac Equation จะขอกลาวในหวัขอตอไป 

ผลเฉลยของสมการ Dirac Equation ในระบบ 2 มิติ และ 3 มิติ ซึง่จะถกูแสดงในสมการ 

(40) และ (41) ตามลําดับ ดงันี ้

 ( ) (1) (1)
1 0 0( ) ( )

4k
ik xF x H k x e H k x

x
⎧ ⎫⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

   (40) 
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( ) 02 4

ik x

k
x x eF x ik ie

x xx π

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= − + +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

   (41) 

โดยที ่ k
c
ω

=  คือ คาคงที่ทางเฟส (Phase constant) มีหนวย Radius per meter 

 x  คือ จํานวน เลขคลิฟฟอรด ที่ใชในการบอกตําแหนงใดๆ  

 

•  การพิสูจน Dirac Equation 
จากหัวขอ 5.1 ไดแสดงใหเห็นวา สามารถเขยีนสมการแมกซแวลใหอยูใน Dirac 

Equation ได ดังนัน้ ในหัวขอนี้ จะแสดงใหเหน็วา ผลเฉลยของสมการแมกซแวลจะเปนผลเฉลย

ของ Dirac Equation ดวยเชนเดียวกนั จงึจะใชผลเฉลยที่ไดรับการยอมรับในการพสูิจน ซึ่งเปน

ผลเฉลยของ Helmholtz Equation ในสวนแรกจะทาํการแสดงใหเห็นกอนวา ผลเฉลยของ 

Helmholtz Equation มีความสอดคลองกับสมการแมกซแวลไดจริง และหลังจากนั้นจงึนําไปใช

ในการพิสูจนกบั Dirac Equation 

สมการแมกซแวลในรูปแบบของเวคเตอร สามารถเขียนไดดังตอไปนี้ 

 

0H E
t

ε ∂
∇× =

∂

v v
     (42) 

0
HE
t

μ ∂
∇× = −

∂

v
v

     (43) 

0H∇⋅ =
v

      (44) 

0E∇⋅ =
v

      (45) 

 

• การพิสูจนผลเฉลยของสมการ Helmholtz 

Helmholtz Equation เปนสมการอนพุนัธอันดับที่สอง ซึ่งไดจากการอนุพนัธสมการแมกซ

แวล ซึ่งจะแยกออกเปน 2 สมการ โดยแยกออกตามสมการของสนามแมเหล็กและสนามไฟฟา

ดังตอไปนี้ 
2

2
0 0 2 0E E

t
μ ε ∂

∇ − =
∂

v v
     (46) 

2
2

0 0 2 0H H
t

μ ε ∂
∇ − =

∂

v v
    (47) 

 

เมื่อพิจารณาคลื่นแมเหลก็ไฟฟาเดินทางไปในทิศทางของแกน z เพียงทิศทางเดยีว จะ

ไดผลเฉลยดังตอไปนี้ 
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   0ˆ( , , ) zj z
xE x y z a E e β−=      (48) 

0ˆ( , , ) zj z
yH x y z a H e β−=     (49) 

จากสมการ (48) และ (49) สามารถแปลงใหเปนผลเฉลยของ Helmholtz wave equation 

ในรูปของ Instantaneous form ไดดังนี้ 

 

   0ˆ( , , , ) zj z j t
xE x y z t a E e eβ ω−=

v
    (50) 

0ˆ( , , ) zj z j t
yH x y z a H e eβ ω−=

v
    (51) 

 โดยที่  

   2 2
0 0β ω μ ε=       (52) 

   0 0

0 0

E
H

μη
ε

= =      (53) 

 

 - เมื่อนาํสนามไฟฟาในสมการ (50) และสนามแมเหล็กในสมการ (51) ลงในสมการ (42)  

จะไดวา 

 เทอมดานซายมือ: ( )
0[ ]j t z

xH j H e aω ββ −∇× =
v v    (54) 

 เทอมดานขวามือ: ( )
0 0 0[ ]j t z

xE j E e a
t

ω βε ωε −∂
=

∂

v v  

0 ( )
0 0

0

[ ]j t z
xj H e aω βμ

ωε
ε

−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

( )
0[ ]j t z

xj H e aω ββ −= v    (55) 

 

 จะเหน็ไดวา สมการ (54) และ สมการ (55) มีคาเทากนั ดังนั้น จึงสรุปไดวา ผลเฉลยของ 

Helmholtz Equation สอดคลองกับสมการแมกซแวล ตามสมการ (42) 

 

- เมื่อนาํสนามไฟฟาในสมการ (50) และสนามแมเหลก็ในสมการ (51) ลงในสมการ (43)  

จะไดวา  

 เทอมดานซายมือ: ( )
0[ ]j t z

yE j E e aω ββ −∇× = −
v v    (56) 

 

 เทอมดานขวามือ: ( )
0 0 0[ ]j t z

yH j H e a
t

ω βμ ωμ −∂
− = −

∂

v v  

         ( )0
0 0

0

[ ]j t z
yj E e aω βεωμ

μ
−⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

         ( )
0[ ]j t z

yj E e aω ββ −= − v   (57) 
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 จะเหน็ไดวา สมการ (56) และ สมการ (57) มีคาเทากนั ดังนั้น จึงสรุปไดวา ผลเฉลยของ 

Helmholtz Equation สอดคลองกับสมการแมกซแวล ตามสมการ (43) 

 

- เมื่อนาํสนามไฟฟาในสมการ (50) และสนามแมเหลก็ในสมการ (51) ลงในสมการ (44) 

และ (45) จะพบวา สมการจะมีคาเทากับศูนย ซึง่เปนจริงตามสมการ  

สรุปไดวา ผลเฉลยของ Helmholtz wave equation ตามสมการ (50) และ (51) 

สอดคลองกับสมการแมกซแวล 

 

• การพิสูจนของสมการ Dirac Equation 

จากขางตนแสดงถึง “Maxwell’s Equations” ในรูปแบบเวคเตอร ซึ่งสามารถแกสมการหา

ผลเฉลยไดตามสมการ (50) และ (51) ซึ่งผลเฉลยดังกลาวเปนผลเฉลยของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่

ถูกเรียกวา “Plane wave”   

ในสวนนี้ จะแสดงถึงความสอดคลองของผลเฉลยของสมการแมกซแวลในรูปแบบ

เวคเตอร และสมการอนุพันธในรูปแบบ เลขคลิฟฟอรด ซึ่งบรรจุสมการของแมกซแมกทั้ง 4 สมการ 

ซึ่งมีรูปแบบสมการดังตอไปนี้ 

 

 1 2 3 4 0jDu e e e e u
x y z c t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

   (58) 

 

สมการ (58) ถูกเรียกวา “Dirac-equation D ” ซึ่งสามารถบรรจุสมการแมกซแวลทั้ง 4 

สมการ 

เนื่องจากสมการ “Dirac-equation” ถูกเขียนบน เลขคลิฟฟอรด ดังนั้น จึงจําเปนตอง

เปลี่ยนผลเฉลยของสมการแมกซแวลในรูปของเวคเตอรใหเปนรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด และ

สามารถเขียนรูปแบบทั่วไปของสนามแมเหล็กไฟฟาในโดเมนของเวลาใหอยูในรูปแบบของ เลขค

ลิฟฟอรด ไดดังนี้ 

   4u aH jbEeσ= +     (59) 

 

โดยกําหนด ( )
1

2a μ=  

  ( )
1

2b ε=  

  1 2 3e e eσ = −  
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ดังนั้น สามารถเขียน  E field− และ H field−  จากสมการ (50) และ (51) ลงใน เลขค

ลิฟฟอรด: u  ตามสมการ (59) ไดดังนี้   

 ( ) ( )
0 0 1ˆ( , , , ) z zj t z j t z

x encodingE x y z t a E e E E e eω β ω β− −= ⎯⎯⎯⎯→ =
v

  

 
( ) ( )

0 0 2ˆ( , , , ) z zj t z j t z
x encodingH x y z t a H e H H e eω β ω β− −= ⎯⎯⎯⎯→ =

v
  

 

 ดังนั้น สามารถเขียนสนามแมเหล็กไฟฟา u ไดดังนี้ 

 
( ) ( )

0 0 2 0 0 1 4
z zj t z j t zu H e e j E e e eω β ω βμ σ ε− −= +    (60) 

 

 สมการ (60) เปนสมการที่ทําการ Encoding the vector to เลขคลิฟฟอรด 

 

การพิสูจนถึงความสอดคลองของผลเฉลยในสมการ (60) และสมการแมกซแวลในรูปของ 

Dirac Equation ในสมการ (58) ดังตอไปนี้ 

 

1 2 3 4
jDu e e e e u

x y z c t
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

       ( ) ( )( )1 2 3 4 0 0 2 0 0 1 4
z zj t z j t zje e e e H e e j E e e e

x y z c t
ω β ω βμ σ ε− −⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

       ( )( )1 2 3 4 0 0 2
zj t zje e e e H e e

x y z c t
ω βμ σ−⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

       ( )( )1 2 3 4 0 0 1 4
zj t zje e e e j E e e e

x y z c t
ω βε −⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

        

       ( )( )3 4 0 0 2
zj t zje e H e e

z c t
ω βμ σ−∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

( )( )3 4 0 0 1 4
zj t zje e j E e e e

z c t
ω βε −∂ ∂⎛ ⎞+ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 

         

( )

( )

0 0 3 2

0 0 4 2

z

z

j t z

j t z

j H e e e

H e e e
c

ω β

ω β

β μ σ

ω μ σ

−

−

= −

−
+
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( )

( )

0 0 3 1 4

0 0 4 1 4

z

z

j t z

j t z

E e e e e

j E e e e e
c

ω β

ω β

β ε

ω ε

−

−

+

−
+

 

 
( )

( )

0 0 1

0 0 1 3 4

z

z

j t z

j t z

j H e e

H e e e e
c

ω β

ω β

β μ

ω μ

−

−

=

+
 

( )

( )

0 0 1 3 4

0 0 1

z

z

j t z

j t z

E e e e e

j E e e
c

ω β

ω β

β ε

ω ε

−

−

+ −

−
+

 

 

( ) ( )

( ) ( )

0 0 1 0 0 1

0 0 1 3 4 0 0 1 3 4

z z

z z

j t z j t z

j t z j t z

jj H e e E e e
c

H e e e e E e e e e
c

ω β ω β

ω β ω β

ωβ μ ε

ω μ β ε

− −

− −

−
= +

+ + −
 

 

( )

( )

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 3 4

z

z

j t z

j t z

jj H E e e
c

H E e e e e
c

ω β

ω β

ωβ μ ε

ω μ β ε

−

−

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

   (61) 

 

 นําสมการ (52) และ (53) มาพิจารณาเพื่อแปลงพารามิเตอร จะไดวา 

 

( )

( )

0
0 0 0 0 1

0

0
0 0 0 0 1 3 4

0

z

z

j t z

j t z

jj H H e e
c

E E e e e e
c

ω β

ω β

μωβ μ ε
ε

εω μ β ε
μ

−

−

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

[ ] ( ) [ ] ( )
0 0 1 0 0 1 3 41 1 1 1z zj t z j t zj H e e E e e e eω β ω ββ μ β ε− −= − + −  

 

0=         (62) 

 

 จะเหน็ไดวา สมการอนพุนัธ Dirac-equation สอดคลองกับผลเฉลยของสมการ 

Maxwell’s Equation ในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด 
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2.7 . Singular Integral Equations 
 

สมการอินทิกรัลเปนวิธกีารหนึง่ทีม่ีการนาํมาใชอยางแพรหลาย โดยจะถูกสรางเปน

ระเบียบวิธบีราวดารี่เอลิเมนต ซึ่งเปนระเบยีบเชิงตวัเลข เพื่อใชในงานทางดานวิศวกรรมโยธา ดาน

วิศวกรรมเครือ่งกล และดานวิศวกรรมไฟฟา การนําไปใชในงานทางดานวิศวกรรมไฟฟา ซึ่ง

เกี่ยวกับการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ระเบียบวิธบีราวดารี่เอลิเมนตจําเปนตองใชผลเฉลยของ

สมการคลื่นหรือกรีนฟงชั่นซึง่อยูในรูปแบบของเวคเตอร โครงสรางของการคํานวณดวยวธิีบราวดา

ร่ีเอลิเมนตจะมีลักษณะคลายคลึงกับงานวิจัยฉบับนี ้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

ภาพประกอบ 6-1 แสดงบริเวณที่ตองการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา 

 

ในหวัขอนี้จะกลาวถงึสมการอินทกิรัลในรูปแบบของ เลขคลิฟฟอรด โดยเปนผลมาจาก

การศึกษาทฤษฏีบท Boundary Theorem ซึ่งทฤษฎีบทที่ถกูนาํมาใชงานเกี่ยวกับฟงกชัน่ของ 

เลขคลิฟฟอรด แมวาทฤษฏีบท Boundary Theorem ถูกพัฒนามาจากทฤษฎบีทของ Stoke’s 

Theorem แตถือไดวาเปนทฤษฎีบทที่มีความเปนสากล สามารถนําไปใชประยุกตกับปญหาหลาย

ปญหา  

ทฤษฏีบท Boundary Theorem เขียนเปนสมการไดดังตอไปนี้ 

 

( ) ( ) ( ) ( )v y f y d y F x dxσ
∂Ω Ω

⊗ = ∇×∫ ∫     (63) 

โดยกําหนดให 

 V    เปน finite dimensional linear space 

+

−

Ω •
•

Ω

 

n  

( )f x∈Σ  

( )f x +∈Ω  

∑  
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 ( )F x    เปนฟงกชนัที่มีโดเมน VΩ→  

( )v y เปน the outward pointing normal 

( ) : |f y F ∑=  เปนคาฟงกชนับน boundary 

( )d yσ   เปน scalar surface measure 

   

ในขางตนของการวิจยั จะเริ่มศึกษาการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา โดยเรียก

สนามแมเหลก็ 

 ไฟฟาชนิดนี้วา mono-chromatic electromagnetic field ซึ่งเปนสนามแมเหล็กไฟฟาที่มี

คาความถี่เพยีงหนึ่งคา นํามาใชกับสมการอินทกิรัล ซึง่ถกูเรียกวา Reproducing Formula สมการ

นี้ไดถูกประยกุตจากทฤษฏีบท Boundary Theorem ซึ่งไดถูกคิดขึ้นโดยนักคณิตศาสตร อยางไรก็

ตามสามารถใชกับฟงกชนับางฟงกชั่น ซึ่งตองมคีุณสมบัติเปนไปตามสนามแมเหล็กไฟฟาแบบ 

mono-chromatic 

Reproducing Formula เปนสมการอินทกิรัล ซึง่คํานวณคาฟงกชัน ( )f x ซึง่โดเมนของ x 

อยูในบริเวณภายในขอบเขตที่พิจารณา ( )x +∈Ω  โดยที่ใชคาของฟงกชัน่ ( )f y ซึ่งโดเมนของ y 

อยูบริเวณบนเสนขอบเขต Σ  สามารถเขยีนสมการไดดังนี ้ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kf x E y x n y f y d yσ
∑

= −∫     (64) 

 

ในสมการ (64) ฟงกชัน่ kE  เปนฟงกชัน่ทีม่คีวามสัมพันธกับผลเฉลยของสมการอนุพนัธ

อันดับทีห่นึง่ (Dirac Equation) kF  ซึ่งจะแสดงความสมัพนัธของฟงกชัน่ kE  และ kF  ในภายหลงั 
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2.8  การดําเนินการทางเรขาคณิต (Geometric Operations) 
 

การคํานวณคาสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบของเวคเตอร จําเปนตองมีโอเปอเรเตอร ซึ่ง

ใชในการแปลงเวคเตอรจากพิกัดหนึง่ไปยงัพิกัดหนึ่ง ในขณะเดียวกนันัน้การคํานวณในรปูแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ก็มีความจําเปนตองมโีอเปอเรเตอรในการแปลง เลขคลิฟฟอรด จากพิกัดหนึง่

ไปยังอีกพกิัดหนึง่ดวยเชนกนั นอกจากนัน้ การ projection ของ เลขคลิฟฟอรด ยังเปนอีกหนึ่ง

โอเปอเรเตอรมีความสาํคัญ ยกตวัอยางเชน การแยกสวนประกอบของสนามแมเหล็กไฟฟาบริเวณ

เสนขอบเขต ซึง่แยกออกเปนสวนประกอบ ที่มีแนวขนานและตั้งฉากกบัเสนสัมผัสกบัเสนขอบเขต 

 
2.8.1 Boundary Data Projection Operators 
 

2.8.1.1 Reflection Operator 
Refection Operator ( )Q เปนโอเปอรเราเตอรของ เลขคลิฟฟอรด ซึ่งแทนดวยสัญลักษณ 

ตามสมการดังนี ้  

    Qu nun=       (65) 

 

 โดยที่ n เปนเวคเตอรใดๆ ซึ่งถูกเขียนในรูป เลขคลิฟฟอรด 

 คุณสมบัติที่สําคัญของ Reflection Operator คือ อินเวอรของ Reflection operator ใดๆ 

เปน Reflection operator นัน้ๆ สามารถแสดงไดดังนี ้

 

    
( )2

2 2

( 1) ( 1)

Q u n nun n

n un
u

=

=
= − −

 

         Iu=       (66) 

 

 ดังนัน้     QQ I=       (67) 

 
2.8.1.2 Two Boundary Projection Operators 

Projection Operators เปนการนาํ Reflection operator มาใชในการแยกสวนประกอบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ออกเปนสองสวน โดยสวนแรก คือ สวนที่ขนานกบัทิศทางของ normal vector 

และสวนที่สอง คือ สวนที่ตั้งฉากกับทิศทางของ normal vector ซึ่งสามารถเขียนเปนสัญลักษณ

ตามสมการ (68) และ (69) ตามลําดับ ดงันี ้
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   ( )1
2

Q u I Q u+ = +      (68) 

   ( )1
2

Q u I Q u− = −      (69) 

 

 คุณสมบัติที่สําคัญของ Projection Operator มีดังนี ้

   ( )2
Q Q+ +=       (70) 

   ( )2
Q Q− −=       (71) 

   0Q Q Q Q+ − − += =      (72) 

Q Q I+ −+ =       (73) 
 

• A Vector and Field Rotation Operators 
Rotation Operator เปนโอเปอเรเตอรที่ใชเปนสวนหนึง่ของการแปลงพกิัด ซึ่งใชในการ

หมุน เลขคลิฟฟอรด จากพิกดัหนึง่ไปยังอีกพิกัดหนึง่ อยางไรก็ตามโอเปอรเรเตอรนี้ถูกสรางขึ้นมา

จาก Reflection Operator  

การหมนุของ เลขคลิฟฟอรด เปนการใช Reflection Operator ที่มีโอเปอเรเตอรสอง

จํานวน ซึ่งเขียนเปนสมการไดดังนี ้

 

    2 1 1 2u n n un nΘ =      (74) 

 
2.9  ตัวอยางการคํานวณสนามแมเหลก็ไฟฟา 

 

ในหวัขอนี้ไดแสดงถึงการใชสมการอินทิกรัล เพื่อคํานวณผลเฉลยของสมการแมกแวลล 

โดยกําหนดใหคาขอบเขตเปนสนามแมเหล็กไฟฟา ณ บางบริเวณของพืน้ผิวขอบเขต และรูปราง

ของพื้นผวิขอบเขตเปนพืน้ผวิของลูกบาศก นอกจากนัน้ เพื่อแสดงใหเหน็ถงึประสทิธิภาพ และการ

ประยุกตใชในงานทางดานแมเหล็กไฟฟา จึงแบงการทดสอบออกเปน 2 กรณตีามจดุที่ตองการ

พิจารณาสนามแมเหล็กไฟฟา ดงันี ้

กรณีแรก คือ การคํานวณสมนามแมเหล็กไฟฟาภายในบริเวณใดๆ ซึ่งมีขอบเขตปดลอม 

หรือเรียกวา Bounded Domain เชน การคํานวณสมนามแมเหล็กไฟฟาในทอนาํคลื่น เพื่อ

วิเคราะหการเดินทางของคลื่นภายในทอนําคลืน่ เปนตน 
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กรณีที่สอง คอื การคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟาบริเวณใดๆ ซึ่งไมมีขอบเขตปดลอม หรือ 

เรียกวา Unbounded Domain เชน การคํานวณสนามแมเหลก็ไฟฟาที่แพรกระจายออกจาก

สายอากาศ เพื่อใชในการออกแบบสายอากาศรูปแบบตางๆ เปนตน 

 
2.9.1  กรณีขอบเขตปดลอม Bounded Domain 

 

 
ภาพประกอบ 2.9.1 รูปรางของพืน้ผิวปดลอม 

 

 

 กําหนดใหรูปรางของพื้นผิวปดลอมเปนพื้นผิวของลูกบาศก ซึ่งเปนรูปรางพื้นฐานและงาย

ตอการทดสอบสมการอินทิกรัล ดังภาพประกอบ 8-1 พิกัดของพื้นผิวปดลอมถูกบรรยายดวยพิกัด

แบบคารทีเซียน ในที่นี้พื้นผิวขอบเขตที่กําหนดขึ้นนั้น มีเงื่อนไขขอบเขต คือ สามารถสงผานคลืน่ได

ทั้งหมด หรือ เรียกวา Perfect Transmission 

  

y 

z 

x 
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ภาพประกอบ 8-2 แสดงถึงพกิัดของพืน้ผิวขอบเขต 

  

ภาพประกอบ 2.9.2 แสดงถงึตําแหนงของพื้นผวิขอบเขตในระบบพิกดัคารทีเซียน ซึ่งเปน

พื้นผวิของลูกบาศกทีม่ีขนาดกวาง 1 เมตร ยาว 1 เมตร และสูง 1 เมตร 

 
การกาํหนด สนามแมเหลก็ไฟฟาบนพืน้ผิวขอบเขต 
สนามแมเหลก็ไฟฟาบนพืน้ผิวขอบเขตนั้น กาํหนดใหมคีุณสมบัติเปน Uniform Plane 

wave ซึ่งมฟีงกชันของสนามแมเหล็กไฟฟาสอดคลองตามสมการของแมกแวลล และมีทิศทางการ

เคลื่อนที่ของสนามเปนไปตามภาพประกอบ 2.9.3 สนามแมเหล็กและสนามไฟฟาดังกลาว ถกู

อธิบายในรูปแบบของเวคเตอร ตามสมการดังนี ้

0
j z

xE E e aβ−=
v v       (75) 

    0
j z

yH H e aβ−=
v v      (76) 

 

 โดยกําหนดใหพารามิเตอรตางๆ ดงันี ้

  0 :E The Magnitudeof Electric field  

  0 :H The Magnitudeof Magnetic field  
0

0
0

120E
H

η π= = Ω  

2 2wβ με=  
74 10 /henries meterμ π −= ×  

128.8541 10 ( / )farad meterε −= ×  
 

y 

x 

z 

(0.5,0.5,-0.5) (0.5,0.5,0.5) 

(-0.5,0.5,-0.5) (-0.5,0.5,0.5) 

(0.5,-0.5,-0.5) (0.5,-0.5,0.5) 

(-0.5,-0.5,-0.5) (-0.5,-0.5,0.5) 
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ภาพประกอบ 2.9.3 แสดงถงึทิศทางการเคลื่อนที่ของ Uniform Plane wave 

ในภาพประกอบ 2.9.3 กาํหนดให สนามแมเหล็กไฟฟามีการเคลื่อนทีม่ีทศิทางตาม

แนวแกน z โดยที่สนามไฟฟา และสนามแมเหล็กมีการเปลี่ยนแปลงตามแนวแกน x และแกน y 

ตามลําดับ ในงานวิจยันี้ไดนาํเสนอ เลขคลฟิฟอรด ซึ่งสามารถบรรยายสนามแมเหลก็ไฟฟาภายใน

จํานวนเดยีวกนัไดตามทฤษฎีที่กลาวมาขางตน ดังนัน้จึงทําการแปลงเวคเตอรของสนามแมเหลก็

และสนามไฟฟาใหอยูในรูป เลขคลิฟฟอรด ซึ่งเปนไปตามสมการ ดังนี ้

 
1 1

2 2
0 2 0 1 4

j z j zu H e e i E e e eβ βμ σ ε− −= +    (77) 

 

กําหนดใหสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของเวคเตอร  มพีารามิเตอร ดังนี ้

  0 120.0 /E V mπ=  

0 1.0 /H A m=  

1.0β =  
7

0 0

 4.7714 10f Hzβω
μ ε

= → = ×  

ผลการคํานวณดวยสมการอินทิกรลัในกรณขีอบเขตปดลอม 
ในหวัขอนี้จะแบงผลการคํานวณออกเปน 2 สวน คือ สวนแรก เปนผลการคํานวณสนาม

แม เหล็กไฟฟาที่ อยูภายในบริเวณทีพ่ิจารณา ซึ่งในสวนนี้ใชวิธกีารอินทิกรัลเชงิตัวเลขดวยวิธีของ 

Gauss-Legendre Numerical Integration และในสวนที่สอง เปนผลการคํานวณสนามแมเหลก็

ไฟฟาบนพื้นผวิขอบเขต ซึ่งในสวนนี้ใชวิธกีารอินทิกรัลเชิงตัวเลขแบบเฉพาะ โดยถกูสรางขึ้นเพื่อ

แกปญหาการเกิด Singular Integration  
 

y 

z 

x 
E
v

 

H
v

vv  
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- ผลการคํานวณภายในพืน้ผิวขอบเขต 
การคํานวณภายในพืน้ผิวขอบเขตแบงออกเปน 2 รูปแบบ โดยแบงออกตามบริเวณที่

ตองการคํานวณ เนื่องจากการคํานวณในรูปแบบทีห่นึง่เปนวิธกีารดงัเดิม ซึ่งมกีารคํานวณทีง่าย

และรวดเร็ว อยางไรก็ตาม รูปแบบดังกลาวนี้เหมาะสําหรับการคํานวณสนามแมเหล็กในบริเวณที่มี

ระยะหางจากพื้นผวิขอบเขต ในงานวิจยัไดพัฒนาการคํานวณใหมคีวามแมนยาํเพิ่มมากขึ้น ซึ่ง

พิจารณาการอินทกิรัลพื้นผวิขอบเขตดวยวิธีใหม  

ตารางที่หนึ่ง แสดงผลการคํานวณดวยรูปแบบวิธีเกา คาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละ

คอมโพแนนท ณ จุดพิกัด (0.0,0.0,0.0) ซึ่งเปนจุดภายในพื้นผวิขอบเขตที่พิจารณา  

 

ตารางที่ 2.1 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพกิัด ( x , y , z ) = (0.0,0.0,0.0) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -1.120998E-03 0.00 -1.120923E-03 0.000051E-03 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 0.00 1.121850E-03 0.000051E-03 1.121820E-03 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 16 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.324509 E-

07 
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นอกจากนั้น เพื่องายตอการพิจารณาการคํานวณจุดตางๆ ที่อยูบริเวณภายในพื้นผิว

ขอบเขต แตมีระยะที่หางออกจากพื้นผิวขอบเขต จึงแสดงคาคลาดเคลื่อนของคาสนามไฟฟาและ

สนามแมเหล็ก ตามภาพประกอบที่ 2.9.4 และ 2.9.5 ตามลําดับ 

 

 

 
ภาพประกอบ 2.9.4 แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ

เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.0x y z= ∈ − =  

 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=4 
                               N=8 
                               N=16 
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ภาพประกอบ 2.9.5 แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.0x y z= ∈ − =  

 

ในรูปแบบการคํานวณแบบที่สอง ไดทําการการพฒันารูปแบบในการคํานวณอินทกิรัล 

เพื่อเพิม่ความแมนยําในการคํานวณคาสนามแมเหล็กไฟฟา ในบริเวณที่ใกลกับพื้นผวิขอบเขตมาก

ขึ้น โดยแสดงผลการคํานวณคาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุดพกิัด 

(0.0,0.0,-0.45) ตามตารางที่ 2.2  

ตารางที่ 2.2 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพกิัด ( x , y , z ) = (0.0,0.0,0.-45) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -1.009396E-03 -4.875956E-04 -1.0091782-03 -4.87779E-04 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=4 
                               N=8 
                               N=16 
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9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 -4.879331E-04 1.010098E-03 -4.877357E-04 1.010070E-03 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 20 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 2.208687 E-

04 

นอกจากนั้น ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพื้นที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณที่หางจากพื้นผิวขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี้ 

- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.6 และ 2.9.7 

ตามลําดับ 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.8 และ 2.9.9 

ตามลําดับ 

 
ภาพประกอบ 2.9.6 แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟา โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง  
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[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 
 

ภาพประกอบ 2.9.7 แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟา โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =   
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ภาพประกอบ 2.9.8 แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็ก โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  
 

 
ภาพประกอบ 2.9.9 แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็ก โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 
ภาพประกอบ 2.9.10 แสดงถึง เปอรเซ็นคาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ 

Percents of  Error(%) 
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เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัด ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 
ภาพประกอบ 2.9.11 แสดงถึง เปอรเซ็นของคาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัด ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 

 
ภาพประกอบ 2.9.12 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กใน 

ทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพิกัด ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 

x 

y 

z 

E
v

 
H
v

Percents of  Error(%) 
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ภาพประกอบ 2.9.13 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กจากการ 

คํานวณโดยพจิารณาจุดพกิดั ในชวง [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − =  

 

ภาพประกอบ 2.9.10 และ 2.9.11 แสดงคาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาและ

แมเหล็ก ตามลําดับ ณ จุดตางตางใน [ 0.5,0.5], 0.0x y z= ∈ − = ภายในพื้นที่ผิวขอบเขต เมื่อคาคงที่

เฟสเทากับ 1.0 ( )1.0β =  นอกจกนั้น ไดแสดงทิศทางของสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาที่

คํานวณไดเพื่อเปรียบเทียบกับคาทางทฤษฏี ตามภาพประกอบ 2.9.12 และ 2.9.13  
 
- ผลการคํานวณบนพื้นผิวขอบเขต 
ผลการคํานวณแบงออกเปน 2 รูปแบบ เชนเดยีวกับการคํานวณสนามภายในพืน้ผิว

ขอบเขตที่พิจารณา โดยแสดงผลการคํานวณดวยวิธีเกา คาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอม

โพแนนท ณ จดุพิกัด (0.4,0.4,-0.5) ตามตารางที่ 2.3  

 

ตารางที่ 2.3 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพกิัด ( x , y , z ) = (0.4,0.4,-0.5) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

x 
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z 

E
v

 
H
v
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4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -9.837685E-04 -5.374352E-04 -9.881857E-04 -5.296345E-04 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 -5.378072E-04 9.844496E-04 -5.293926-04 9.891320E-04 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 75 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.319742 E-

05 

 

นอกจากนัน้ เพื่องายตอการพิจารณาการคํานวณจุดตางๆ ทีอ่ยูบริเวณภายในพืน้ผวิ

ขอบเขต จึงแสดงคาคลาดเคลื่อนของคาสนามไฟฟาและสนามแมเหล็ก ตามรูปภาพประกอบ 

2.9.14 และ 2.9.15 ตามลําดับ 

 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=50 
                               N=75 
                               N=100 
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ภาพประกอบ 2.9.14 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ

เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.5x y z= ∈ − = −  

 

 
 

ภาพประกอบ 2.9.15 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ 0.4,0.4], 0.5x y z= ∈ − = −  

 

ในรูปแบบการคํานวณแบบที่สอง ไดทําการการพฒันารูปแบบในการคํานวณอินทกิรัล 

เพื่อเพิม่ความแมนยําในการคํานวณคาสนามแมเหล็กไฟฟา ในบริเวณที่ใกลกับพื้นผวิขอบเขตมาก

ขึ้น โดยแสดงผลการคํานวณคาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุดพกิัด 

(0.45,0.45,-0.45) ตามตารางที่ 2.4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     จํานวนของสวนประกอบยอย 

                               N=50 
                               N=75 
                               N=100 
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ตารางที่ 2.4 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการคํานวณของสนามแมเหลก็ไฟฟาในรูปแบบของ 

เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพิกัด ( x , y , z ) = (0.45,0.45,-0.5) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 0.00 0.00 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 -9.837685E-04 -5.374352E-04 -9.838481E-04 -5.369226E-04 

7 0.00 0.00 0.00 0.00 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 -5.378072E-04 9.844496E-04 -5.367456E-04 9.847531E-04 

11 0.00 0.00 0.00 0.00 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 0.00 0.00 0.00 0.00 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 0.00 0.00 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 20 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 8.137671E-

04 

 

นอกจากนัน้ ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพืน้ที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณทีห่างจากพื้นผวิขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี ้

- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.16 และ 2.9.17 

ตามลําดับ 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพ ในภาพประกอบ 2.9.18 และ 2.9.19 

ตามลําดับ 
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ภาพประกอบ 2.9.16 แสดงถึง คาจริงของสนามไฟฟา โดยพิจารณาจดุพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.17 แสดงถึง คาจินตภาพของสนามไฟฟา โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  
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ภาพประกอบ 2.9.18 แสดงถึง คาจริงของสนามแมเหลก็ โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.19 แสดงถึง คาจินตภาพของสนามแมเหล็ก โดยพจิารณาจุดพกิดัในชวง 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  
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ภาพประกอบ 2.9.20 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณ

เทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาจุดพกิัดในชวง [ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.21 แสดงถึง คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการ

คํานวณเทียบกับคาทางทฤษฎี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  
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ภาพประกอบ 2.9.22 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กจากทฤษฎี 

โดยพิจารณาจุดพิกัด ในชวง , [ 0.5,0.5], 0.5x y z∈ − = −  

 
ภาพประกอบ 2.9.23 แสดงถึง ทิศทางของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กจากการ 

คํานวณโดยพจิารณาจุดพกิดั ในชวง , [ 0.5,0.5], 0.5x y z∈ − = −  

 

- ภาพประกอบ 2.9.20 และ 2.9.21 แสดงคาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาและ

แมเหล็ก ตามลําดับ ณ จุดตางตางใน [ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  และภาพประกอบ 2.9.22 และ 
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2.9.23 แสดงทิศทางของสนามแมเหลก็ไฟฟาตามคาทางทฤษฏีและคาที่คาํนวณได ในบิรเวณ 

[ 0.5,0.5], 0.5x y z= ∈ − = −  ภายในพืน้ที่ผวิขอบเขต เมื่อคาคงที่เฟสเทากับ 1.0 ( )1.0β =  
 
 
2.9.2  กรณีไรขอบเขตปดลอม Unbounded Domain 
 

• รูปรางของขอบเขตปดลอม 
 กําหนดใหรูปรางของพื้นผิวปดลอมเปนพื้นผิวของลูกบาศก ซึ่งเปนรูปรางพื้นฐานและงาย

ตอการทดสอบสมการอินทิกรัล ดังภาพประกอบ 8-1 พิกัดของพื้นผิวปดลอมถูกบรรยายดวยพิกัด

แบบคารทีเซยีน ในที่นี้พื้นผิวขอบเขตที่กําหนดขึ้นนั้น มีเงื่อนไขขอบเขต คือ สามารถสงผานคลืน่ได

ทั้งหมด หรือ เรียกวา Perfect Transmission 
 

• สนามแมเหลก็ไฟฟาบนพืน้ผิวขอบเขต 
สนามแมเหล็กไฟฟาบนพื้นผิวขอบเขตนั้น กําหนดใหมีคุณสมบัติเปนคลื่นที่แพรจาก

สายอากาศแบบ Short Dipole Antenna ซึ่งมีฟงกชันของสนามแมเหล็กไฟฟาสอดคลองตาม

สมการของแมกแวลล และมีทิศทางการเคลื่อนที่ของสนามเปนไปตามภาพประกอบ 8-24 

สนามแมเหล็กและสนามไฟฟาดังกลาว ถูกอธิบายในรูปแบบของเวคเตอร ตามสมการดังนี้ 

 

0 0
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2 2 1cos sin

4 4

r r

i r i r
r

E x y z E r E a E a
I l I l ie a e a

r i r r i r r
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π ωε π ωε
− −

= = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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θ φ
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π

−

= =
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v  (76) 

 

โดยกําหนดใหพารามิเตอรตางๆ ดงันี ้

  0 :I คากระแสไฟฟาบนสายอากาศ 

:l ความยาวของสายอากาศ 
2 2wβ με=  

74 10 /henries meterμ π −= ×  
128.8541 10 ( / )farad meterε −= ×  
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ภาพประกอบ 8-24 แสดงถึงทิศทางการแพรของคลื่นจาก Short Dipole 

Antenna 

 

ในงานวิจัยนี้ไดนําเสนอ เลขคลิฟฟอรด ซึ่งสามารถบรรยายสนามแมเหล็กไฟฟาภายใน

จํานวนเดียวกันไดตามทฤษฎีที่กลาวมาขางตน ดังนั้นจึงทําการแปลงเวคเตอรของสนามแมเหล็ก

และสนามไฟฟาใหอยูในรูป เลขคลิฟฟอรด ซึ่งเปนไปตามสมการ ดังนี้ 

 
1 1

2 2
0 2 0 1 4

j z j zu H e e i E e e eβ βμ σ ε− −= +    (77) 

 

กําหนดใหสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในรูปแบบของเวคเตอร  มพีารามิเตอร ดังนี ้

  0 1.0I A=  

0.04l meter=  

1.0β =  
7

0 0

 4.7714 10f Hzβω
μ ε

= → = ×  

 

• ผลการคํานวณดวยสมการอินทิกรลัในกรณีไรขอบเขตปดลอม 
ในหวัขอนี้จะแบงผลการคํานวณออกเปน 2 สวน คือ สวนแรก เปนผลการคํานวณสนาม

แม เหลก็ไฟฟาที่อยูบนพืน้ผิวขอบเขตทีพ่ิจารณา ซึง่ในสวนนี้ใชวธิีการอินทิกรัลเชิงตัวเลขแบบ

เฉพาะ โดยถกูสรางขึ้นเพื่อแกปญหาการเกิด Singular Integration และในสวนทีส่อง เปนผลการ

คํานวณสนามแม เหล็กไฟฟา ณ จุดใดๆ ภายนอกพืน้ผวิขอบเขตที่พิจารณา ซึ่งในสวนนี้ใชวิธกีาร

อินทกิรัลเชิงตวัเลขดวยวิธีของ Gauss-Legendre Numerical Integration  

y 

x 

Short Dipole Antenna 
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- ผลการคํานวณบนพื้นผิวขอบเขต 
ตารางที่ 2.5 แสดง คาของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุดพิกัด 

(0.0,0.0,0.5) ซึ่งเปนจุดบนพื้นผวิขอบเขตที่พิจารณา  

 

ตารางที่ 2.5 แสดงการเปรียบเทียบผลการคํานวณของสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปแบบ

ของ เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพิกัด (x, y, z) = (0.0, 0.0, 0.5) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 1.995495E-08 -5.783769E-09 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 -7.958784E-19 8.721495E-19 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 0.00 0.00 2.179766E-12 -2.235344E-13 

7 0.00 0.00 -5.555669E-13 -6.975199E-13 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 0.00 0.00 -4.155675E-09 1.490264E-10 

11 0.00 0.00 -4.152881E-09 1.505832E-10 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 6.378859E-05 -2.319890E-06 6.088075E-05 -2.298323E-06 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 7.284301E-19 -4.014142E-19 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 16 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.324509 E-

07 

 

นอกจากนัน้ ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพืน้ที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณทีห่างจากพื้นผวิขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี ้
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- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-25 และ 8-30 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-31 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-32 และ 8-37 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-38 

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-25  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน x  โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 

 



โครงการวิจัยรวมฯ ปงบประมาณ 2549                         399                           จัดทําเมื่อ 30 กันยายน 2550 

 
ภาพประกอบ 8-26  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน x  โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-27  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน y  โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-28  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน y  โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-29  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน z  โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

[ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-30  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน z  โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-31  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณเทยีบกับ

คาทางทฤษฏี โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-32  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x  โดยพจิารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-33  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x  โดยพิจารณาจุด

พิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-34  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y  โดยพจิารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-35  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y  โดยพิจารณาจุด

พิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-36  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z  โดยพจิารณาจุดพิกัด

ในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-37  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z  โดยพิจารณาจุด

พิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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ภาพประกอบ 8-38  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการคํานวณเทียบ

กับคาทางทฤษฏี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง [ ]0.5,0.5 , 0.5x y z= ∈ − =  
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- ผลการคํานวณภายนอกพื้นผิวขอบเขต 
ตารางที่ 6 แสดงผลการคํานวณของสนามแมเหล็กไฟฟาในแตละคอมโพแนนท ณ จุด

พิกัด (0.0, 0.0, 1.0) ซึ่งเปนจุดภายในพืน้ผิวขอบเขตทีพ่ิจารณา  

 

ตารางที่ 6 แสดงการเปรียบเทียบผลการคํานวณของสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปแบบของ 

เลขคลิฟฟอรด ณ จุดพิกัด (x, y, z) = (0.0, 0.0, 1.0) 

คาจากทฤษฎี คาที่ไดจากคาํนวณ ลําดับของ 

เอลิเมนต คาจริง คาจินตภาพ คาจริง คาจินตภาพ 

1 0.00 0.00 2.560184E-08 -7.430476E-09 

2 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 0.00 0.00 0.00 0.00 

4 0.00 0.00 -1.729587E-19 7.087929E-19 

5 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 0.00 0.00 1.717288E-12 -5.796173E-13 

7 0.00 0.00 -1.975344E-13 -7.381077E-13 

8 0.00 0.00 0.00 0.00 

9 0.00 0.00 0.00 0.00 

10 0.00 0.00 -1.100098E-12 -9.769422E-13 

11 0.00 0.00 1.064373E-12 -1.337422E-13 

12 0.00 0.00 0.00 0.00 

13 9.861020E-06 -2.149289E-06 1.948187E-05 -4.276311E-06 

14 0.00 0.00 0.00 0.00 

15 0.00 0.00 0.00 0.00 

16 0.00 0.00 9.816814E-19 -4.773527E-19 

*เมื่อใชจํานวนของสวนประกอบยอยเทากบั 16 ขนาดของคาความคลาดเคลื่อนมีคา 1.324509 E-

07 

 

นอกจากนัน้ ไดแสดงคาของสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดตางๆ ที่มีระยะใกลกับพืน้ที่

ขอบเขตมากขึ้น รวมทั้งบริเวณทีห่างจากพื้นผวิขอบเขตดวย โดยแบงการแสดงคาของสนามทั้ง

สองดังตอไปนี ้
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- คาของสนามไฟฟาทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-39 และ 8-44 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-45 

- คาของสนามแมเหล็กทัง้สวนจริงและสวนจินตภาพตามแนวแกนของ x y และ z ดังใน

ภาพประกอบระหวาง 8-46 และ 8-51 ตามลําดับ และแสดงคาความคลาดเตลื่อนของสนามไฟฟา

ที่คํานวณไดเทียบกับคาทางทฤษฎีดังแสดงในภาพประกอบ 8-50 

 

 
ภาพประกอบ 8-39  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน  x โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 
ภาพประกอบ 8-40  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน  x โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-41  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน  y โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 

0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-42  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน  y โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-43  แสดงถงึ คาจริงของสนามไฟฟาตามแนวแกน z โดยพิจารณาจดุพิกัดในชวง 

0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-44  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามไฟฟาตามแนวแกน  z โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-45  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่ไดจากการคํานวณเทยีบกับ

คาทางทฤษฏี โดยพิจารณาจุดพิกัดในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-46  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-47  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน x โดยพจิารณาจุดพกิดั

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-48  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-49  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน y โดยพจิารณาจุดพกิดั

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 

 

 
ภาพประกอบ 8-50  แสดงถงึ คาจริงของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z โดยพิจารณาจุดพิกัด

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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ภาพประกอบ 8-51  แสดงถงึ คาจนิตภาพของสนามแมเหล็กตามแนวแกน z โดยพจิารณาจุดพกิดั

ในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  

 

 

 
ภาพประกอบ 8-52  แสดงถงึ คาความคลาดเคลื่อนของสนามแมเหลก็ที่ไดจากการคํานวณเทียบ

กับคาทางทฤษฏี โดยพจิารณาจุดพิกัดในชวง 0.0x y= =  และ [ ]0.6,7.0z∈  
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2.10 สรุปผลการคํานวณ 
ในสวนของผลการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดพิกัด ที่อยูภายในพืน้ที่ทีพ่ิจารณา

นั้น สามารถคํานวณไดอยางถกูตอง ซึ่งเมื่อพิจารณาตารางที่ 1 ถึง 5 ซึง่แสดงแตละสวนของ

จํานวน เลขคลิฟฟอรด จะเห็นได เห็นไดวา สวนประกอบที่บรรจุสนามแมเหล็กและสนามไฟฟา 

สามารถคาํนวณไดอยางถูกตอง และนอกจากนั้น ในสวนประกอบอืน่ๆ นัน้ มีคาเขาใกลศูนย ซึ่ง

เปนไปตามคาทางทฤษฏี ทัง้นี้ภาพประกอบ 8-3 ถึง 8-12 แสดงใหเหน็วาคาความคลาดเคลื่อน

ของสนามแมเหล็กและสนามไฟฟา ณ จดุพิกัดที่อยูภายในพืน้ที่ทีพ่ิจารณา ความคลาดเคลื่อนที่

เกิดขึ้นนัน้ เปนไปตามทฤษฏีของการอินทกิรัลเชิงตัวเลข คือ เมื่อทําการเพิ่มจํานวนสวนประกอบ

ยอยของการอินทกิรัล จะทําใหผลการคํานวณมีคาถกูตองเพิม่มากขึ้น  

ในสวนของการคํานวณสวนที่สอง เปนการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดพิกดั ที่อยู

บนพืน้ผิวขอบเขต ผลจากการคํานวณใหคาถูกตองใกลเคียงกับคาทางทฤษฎี โดยพิจารณาไดจาก

ผลการคํานวณในตารางที ่ 6 ถงึ 10 ซึ่งแสดงแตละสวนของจาํนวน เลขคลิฟฟอรด มีลักษณะ

เดียวกนักับผลการคํานวณในสวนทีห่นึง่ ในภาพประกอบ 8-13 ถงึ 8-22 แสดงใหเห็นวาคาความ

คลาดเคลื่อนของสนามแมเหล็กและสนามแมเหล็กไฟฟา ณ จุดพิกัดที่อยูบนพื้นที่ทีพ่ิจารณา 

ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นนั้น เปนไปตามทฤษฏีของการอินทกิรัลเชงิตัวเลขเชนเดยีวกนั และเมื่อ

คํานวณจุดพิกดัที่มีระยะหางจากพื้นผวิขอบเขตนอยลงจะมีคาความคลาดเคลื่อนเพิม่ข้ึน 

 
2.11  สรุปงานวิจัย 

สมการแมกซแวล เปนสมการที่สามารถบรรยายความสัมพันธของสนามแมเหล็กไฟฟา ซึ่ง

ผลเฉลยของสมการนี ้ จงึเปนประโยชนในงานทางดานวศิวกรรมอยางมาก อยางไรก็ตาม การหา

ผลเฉลยของสมการแมกซแวลโดยตรงยังเปนเรื่องที่ยากมาก เนื่องจากสมการแมกซแวลเปน

สมการอนพุนัธอับดับที่หนึง่ ปจจุบันนี้การแกผลเฉลยของสมการดังกลาว จึงจาํเปนตองประยกุต

เปนสมการรูปแบบอื่น ตัวอยางเชน สมการแฮมปโฮทต สมการศักย เปนตน ซึง่ลวนแลวลวนเปน

สมการอนพุนัธอันดับที่สอง ทาํใหผลเฉลยของสมการไมสามารถคํานวณคาสนามแมเหล็กและ

สนามไฟฟาในเวลาเดียวกนัได งาน วิจัยนี้อาจกลาวไดวา เปนกาวแรกของการคํานวณ

สนามแมเหลก็ไฟฟาที่สอดคลองกับสมการของแมกซแวลโดยแทจริง เนื่องจากสามารถคํานวณคา

สนามทัง้สองในเวลาเดียวกนัได  

อยางไรก็ตาม ในอนาคตงานวิจัยชิน้นี ้สามารถประยุกตการคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา ใน

งานทีม่ีซับซอนมากขึ้น เพื่อใชงานในทางดานวิศวกรรมไฟฟา 
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