
บทห h

โม เมนคของ I  และ J

ไห x ( p ) ,p  = 1 / 2/ 5 / . . . /  I1 / Y (q ) , q = 1/ 2, 3 / • • • •  / O'/
z ( r )  , r  = 1, 2,  3, .......... .. R , พ (ร) , ร = 1/ 2 , 3 , . . .  / ร เป็นพัว

แปรสุมฅอเนองท!มขนฅอกน ( in d epen d en t co n tin u o u s rondom v a r ia b le s )
และมการกระจายอยาง เคยวกัน

นิยามตอไปนึจะซวยไหการแสคงการหาคาโมเมนตของ I , J  และ P ro d u ct 

moment ของ I  กับ J  สะควกขน

นิยามท่ี «> ถา P f  p ,  q y q! r  4  V ,  ร f  ร  เรากลาววา l ( p , q / r ,  ร)
มึความพัม™ธ RJ+ กับ l ( p  , q , V , ร )

๒.9 ความสไงพันธุบางประการระหว่าง l ( p .  จ. r .  ร) กับ l(p ) .q , r .  s' )
แส■ ะ I ( p t q , r ,  ร) พับ J (p  ,  g  ,  V  ,  ร )

ขอพังเกค ถา l(p , q, r, ร )  มความพัม™ธ F& กับ l(p/ / q  , r  , ร7
จะไถ้ว่า I(p/ q ,  ะ , ร )  และ l(pX ,q ,ะ 1'S ) ไมขืนตอmi
นิยามท่ี b ถ้า (i) P = P , q  = q  , r -  V , ร ^  ร ,
หรือ ( i i ) P = p , q  = q , r  j- V , ร = ร
หรือ ( i l l ) P = V  , q i  q  , r = r  , ร = ร
หรือ (iv) P i  p / q = q , r = r  , ร = ธ
เรากลาวว่า I (p, q, r ,  ร) มความพัม™ธ RI กบ I (p , q  , r / ร )
นิยามท่ี ฅ ถ้า (l) P = V , q = q  , V 4- r , ร 4 /ร
หรือ ( i l) P •/ p, q i  q , V - V , ธ = /ร
หรือ ( i i i ) P = P J q f  q , ะ - ะ ,  ร  4 ร''
หรือ (iv) P f  P, q = q / ะ j- ะ ,  ร = /ร



ฟ่

เรากลาววา I ( p ,  q , r ,  ร) มความส้มพ้นธ R2 กับ I ( p' , q , Y  ,  ร )
นิยามม่ี ๔ อ้'า ( i) P = V , q *  q , Y  4  r' , ร = ร
หรอ ( i l ) P พ้ p/ > q = q , r  -  Y , s f  s'
1รากลาววา l ( p ,  q , r ,  ร) มความส้มพ้นธ R2 กับ l ( p X , q  , r  , ร )
นิยามม่ี £ อ้า ( i) P = V  , q / q ) r  4 r  , ร f  g/
หรอ ( i i ) P f  p/ , q = q > r  f  Y  , ร t  *
หรอ ( l i i ) P f  v> q f q7 , r  = /  , ธ 4  ร '

ห!อ (iv) P f  V , q 4 q7 , V 4  V, ร /= ร
เรากล่าววา 1  (p , q, r ,  ร) มความส้มพ้นธ R3 กับ l(p / >q7 , /  ,B/  )
นิยามม่ี b อ้า P = p/ , q q  , r  = r  , ร = ร' เรากล่าววา

ï(p  , q, r ,  ธ) มความส้มพ้นธ Ro กับ l(p 7 , q7 , r  , ร' )
นิยามม่ี ฟ่ พ ้ P 4 p> q / q, Y  4  Y  } ร  4 • ร' เรากลาววา

1 (p, q, r ,  ธ) มความส้มพ้น-ธ r h กับ J (p7 f q7 , r  , รฯ
ขอส้ง 1 กฅ

V f
อา 1 (p, q> r ,  ร) มความส้มพ้นธ r4 กับ j ( p  , q  , Y  , ร  )

เราจะไล่วา i(p , q, r ,  ร) และ J (p7 , q  , r  , ธ7 ) ไมขืนฅอกัน
นิยามม่ี d อ้า ( 1) P * P , ? = q7 , r  = r  ,  ร  4

/ธ
หรอ ( i i ) P = p7 , q = q,  Y 4  r  ,  B  -

/ธ
หรือ ( i i i ) P = J? , q f q ,  Y = Y s = /ธ
หรือ (iv) P 4  V ,  q  = q7 , r  = r  , ร » รx
เรากล่าวว่า 1 (p , 1q, r ,  ร) มความส้มพ้นร ท  ก ั1 J ( p , q  , / , / )

นิยามม่ี & อ้า ( i) P = p7 , q = q ,  Y  4  Y  ,  ร i  ร/
หรือ ( i i ) P ะ/' P , q 4 q, r  = Y ,  ร = ร
หรือ ( i i i ) P 4 V y q =*■ q', Y f  Y , ร = ร/
หรือ (iv) P = P , q 4 q ,  Y = Y , ร 4 4



I รากราววา I (p, q, V ,  ร) ปีก,วามล้มพ้นิธ r2  ก้บ J (p ,q , T  , ร )

นิยามท 90 ถา ( i )  p = p > q t q' ’ r  t
IIพv■น ร

หรือ ( i i )  p ^  Vf Q = q/ , r  = r  t S f /ธ
เรากลาววา I  (p , q , r ,  ร ) มความล้มพ้นธ v2 ถ้บ J  ( V y q7 ; r  , ร )

นิยามที่ ค ้า ( i ) P = Vf q i 4f  r J  r , ร i  ร

หรือ ( i i ) P f V, q = q ; r f  r ,  ร T  ร
หรือ ( i i i ) P / Vf q 4 q t r = r  ,  ร t  s'
หรือ ( iv ) P i Vf q f q; r f  r  , B /= ร
เรากล ่าวว ่า 1 (p , q , r ,  ร) มความล้มพ้นธ r 3 นับ J  (p7 > % >r , ร )
นิยามท่ี «h ค้า p = P, q y “ q y r  = r  ,  a • /ร

เรากลาววา I  (p , q , :r ,  ร ) มความล้มพ้นธ rO นับ J  (p ,,q , r  , ร )

b .b  ไมเมนคและ Produc t Moment ของ l(p , Q, r , ร ) นับ 
J ( p' , g , r , ร )

นกบกบน]ท่ี 9
(b .b .e) E ( i  (p, q, r , ร ) )  = g
j W  เนองจาก I (p , q, r, ร) มค่าเป้น 0 หรอ 1 เพราะฉะนนเทไค้ 

E ( l ( p ,  q , r ,  ร) )=  o .p  ( i  (p , q , r ,  ร) = o) + l . p ( l ( p , q , r ,  ธ) = l )
= p (l (p, q, r ,  ร) = 1 )

โกยอานัยการแจงนับ เราพบวา

« กภาคขนวก ก,



๙

p ( l ( p , q , r , s )  = 1 ) = g

กังน,น

E ( l ( p , q , r , ร) ) = g

Lemma »
(๒.๒.๒) E ( l ( p , q , r ,  ร) l ( p ' , q , r , ร' ) )  = p ( l ( p , q , r , ธ) = 1 ,1 ( p',q , r , ร' )= l)

(๒.๒.๓) E ( p ( p , q , r , ธ) J ( p ',q ^ r ,  ร '')) = p ( l ( p , q , r , ร) = 1, J  ( p', q', TC, é  )= l)

พุสุจฺน เนอง^าก l ( p , q , r , ร) และ l ( p , q , r , ร ) ฅ ่างมค่า เทากับ 0 หรือ 1 

เพราะฉะนน เราไค ้วา

E ^ p ^ r , ธ) I  (p', q', r ,  ร ))
= 0 .0  p ( l ( p , q , r , ร) = 0 , l ( p ,  q ,  V, ร )  = 0 

+ 1 . 0. P ( l ( p , q , r , ร) = 1 , I  ( p ' ,  q ,  r ,  ร ) 
+  o . l . p  ( l ( p , q , r , ธ) = 0 , I  ( p ' ,  q,  r ,  ร ) = 
+  1 . 1 . P  ( l ( p , q , r ,  ร  )  =  1 ,  l ( p ' ,  q ,  V ,  ธ  )  =

= p ( p ( p , q , r , ร) = 1, I  (p , q', V, ร )  = 1 ) 

เนืองจ 'าก l ( p , q , r ,  ธ) และ J(p^ q,  V,

)
= 0 )
1 )
1 )

ร ) ฅางมีคาเทากับ 0 หรือ

เพราะฉะบน เราไค ้ว ่า
1

E ( l ( p ,  q , r ,  ร) J  (p', q,  r ,  ธ ) )
* 0 .0  p ( l ( p ,  q , V, ร) = 0 , J  (p , q,  r ,  ร )  = 0 )
+ 1 .0  p ( l ( p ,  q,  T,  ร) = 1 ,  J (p , q,  V, ร )  = 0 )
+ 0 .1  p ( l ( p ,  q , r ,  ธ) = 0 , J  (p,  q', r ,  ร )  = 1 )
+ 1 . 1  p ( l ( p ,  q , r ,  ร) = 1 , J  (p , q', r ,  ธ )  = 1 )
= P (p (p , q , r ,  ร) = 1 , J {p,  q,  r ,  ธ )  = 1 )
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หกษกบหห่ี ๒
(๒.๒.๕)

r

E ( ï ( p ,  q , r ,  ร) I  (p', q , r ,  ร ) >

i~  เม่ึ'อ l ( p ,  q , r ,  ร)มกวามส้มพ้นธ Ri; กับ l(p ',  q', 
L  Lมอ I ( p ,  q , r ,  ร) มความส้มพ้นธ R1 กับ l ( p ,  q',
ig  เมี่อ l ( p ,  q , r ,  ร) มความกัมพนธ R2 กับ l(p ',  q ,

เมอ I ( p ,  q, r ,  ธ) มความส้มพ้นธR2 กับ l ( p ,  q',
เมึ่อ I ( p ,  q , r ,  ร) มึความส้มพ้นธ R3 กับ l ( p ,  q,

\  เมอ I ( p ,  q , r ,  ร) มความส้มพ้นธ์ R0 กับ q,

เทแบ่งการพ้เจนหฤษฎบทห ๒ Tilปืน lemma ยอย  ๆ กังน
Lemma ๒ กา l ( p ,  q , r ,  ธ) มความฝ็มกันธ RE rill l(p ^  q , r ,

r*
h
h
i ,
r ,
r ,

B ) 
B ) 
B ) 
B ) 
ร ) 
B )

ร ) แล้ว
(๒.๒.๕) E ( l ( p ,  q , r ,  ร) l ( p ,  q , T,  ธ ) ) = ig

พ้เจน เนี่องจาก I ( p ,  q , r ,  ร)มึความกัมกันอ RL กับ l ( p ,  q , r ,  ร' )
กังนน เราไควา

E ( l ( p , q , r , ธ) x(p^ q , r ,  ธ ))  = E ( l ( p , q , r , ร ) ) ,  E ( l ( p ,  q', r ,  ร ))  

จาก (๒.๒.*) เราไล ้
E ( l ( p ,  q , r ,  ร) l (p ',  q , r , ธ ) )  = 5 * 5

■ y

Lemma 0) ถา l ( p ,  q , r ,  ธ) มความสมพ,นธ R1 กบ l ( p ,  q,  r ,  ร ) แคว
(๒.๒.b) E ( l ( p ,  q , r ,  ธ) l (p ',  q,  r ,  ร ) )  = Yü

พเจน จาก (๒.๒.๒) เราไค

E ( l ( p ,  q : ) r ,  ธ) l(p X, q , r ,  ร ))
= p ( l ( p ,  q , r ,  ร) = 1 , l (p x, q,  r ,  ร )  = 1 )
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โกยอากัยการแจงน้บ เราพบว่า

p(l(p, q , r ,  ร) = 1 , l ( p ,  q, T, ร )  = 1 ) = ~

ค้งนน่ E ( l ( p ,  q , r ,  ร) . I (p /, q,  r ,  ธ ) )  = ~

Lemma £  ถ้า l ( p , q , r ,  ร) มึกวามล้มพนธ R2 กบ l ( p ,  q,  r ,  ธ ) 

(๒.๒.ฟ่) E ( l ( p , q , r , ธ) . l(p ', q,  r ,  ธ ) )  = —ๅ

พ้สูจุน จาก (๒.๒.๒) เราไกว ่า
E( l ( p , q , r , ร) l (p ',  q7, r ,  ร ) )  = p ( l ( p , q , r ,  ร) = 1 , l(p ',

■ h
Lemma ๕ กก I ( P ,q , r , ธ) มกวามส้มพ้นธ R2 กับ l ( p ,  q , r ,  ร )

(๒.๒.ci) E ( l ( p , q , r ,  ธ) l ( p /, q,  r ,  ธ ) )  = ~

พสุจน จาก (๒.๒.๒) เราไค ้วา

E ( I (p ^ q ^ r ,ร) l(p ', q , r ,  ร ))  = p ( l ( p , q , r , ธ)= 1 , l ( p ,  q

-

การกานวผ p ( l ( p , q , r , ร) = 1 , l ( p ,q y r ,6  ): = 1 )ชงใชไ 
กง Lemma «ง และการกานวผ p ( l ( p , q , r , ร) = 1 , <j(p^qy V, ร) 
ชงโซไน Lemma eL กง Lemma นน หาไค้โกยการแจงนับ
แลคงฅ้วอย่างการแจงนับและคานวผกา p ( l ( p ,q , r , s ) =  1 , l ( p '  q , r ,  
ภากฆนวก ค. แสกงฅํวอยางการแจงนับและกานวโรกา p ( l ( p ,  q , r ,  
J (p', q, r ,  ร )  = 1 )

แลว

q , v ,  ร )= l)

แลว

r ,  s )= l )

น Leeama en

= 1 )
ภากยนวก ข.

ร ) = 1 ) 
ธ )  = 1 ,



Lemma b ถา l ( p , q , r , ร) มความส้มพ้นธ R3 กับ I ( p ,  q,  r ,  ร ) แล้ว

E ( l ( p , q , r , ร ) I  (p , q , r ,  ธ ) )  = ~(๒.๒. <£)
น ุเว ุน ุ 'วาก (๒.๒.๒) Iราไล ้ว ่า

E ( l ( p , q , r ,  ร) l(p ', q ,  V ,  ร ) )  = p ( l ( p , q , r , ร) = l , l ( p ' , q r ,  ร )

h

Lemma ฟ ล้า l ( p , q , r ,  ธ) มลวามกัมพํนธ R0 กัย l { t f , q , r ,  ร ) แล้ว
(๒.๒.*๐) E ( l ( p , q , r , ร) I(p ', q , r ,  s ) )  = g

นุสูวฺนุ 'วากสูฅร (๒.๒.b) Iราไล ้ว ่า

E ( l ( p , q , r , ร) l ( p ,  q,  r ,  ธ ))  = E ( l ( p , q , r , ร ))
= l 2 . R ( l ( p , q , r , ร) = 1 )
= E(l(p,q, r ,ธ) = l)

นุฤนุฎนุนุนุ_๓ 

(๒.๒.**)

( 56
! 0

=  i  °

E ( l ( p , q , r , ร) J(p^  q , r ,  é ))é ))
rh กับ j ( p , r , ร )
r i กับ J (p', q', r , ร )

r2 กับ j(p» r , 4  )
' / r2 กับ j ( p ,  กั, r , ร )

r3 กับ J (pไ q'> r , ร' )
pG กับ J ( p , é )

lemmo ย่อย  ๆ รกังน,

• กับ J (pไ <(> r ,  £O แลว
(๒.๒.*๒) E ( l ( p , q , r , ร) j ( p ,  q , r ,  ธ ))



พ ส ูจ ฺนุ เพราะวา l ( p , q , r ,  ร) มความส์มฟ้นธ rO กับ j ( p '  q,  V ,  B  )

เทราะฉะใทนราไควา

E(l(p,q,r,ธ) J(v, q, r, ร ) )  = E(l(p,q,r,ร)).E(j(p/, q, r, ร ) )  

จาก (๒.๒.9) เราไควา
E(l(p,q, r, ร) j(p, q ,  โ ' ,  ร ) )  = 5 • g= k

Lemma ๔ ถา l ( p , q , r ,  ร) มความไมพนธ r l  กับ j ( p ,  q,  V, ร ) แล้ว 

(๒ .๒ .<>๓) E ( l ( p , q , r , ร) - j ( p /, q ,  V ,  ร, ))  0

รสูจุน จาก (๒.๒.๓) เราไค ้ว ่า

E ( l ( p , q , r , ร) j ( p ,  q,  r ,  ร ) )  = p ( l ( p ,q , r , s ) = l ,« j ( p ',  q,  T,  ธ )= l)
= O

Lemma 9๐ ค้า l ( p , q , r ,  ร) มกวามกัมพันธ์ r2  กับ j (p ',  q,  r ,  ร ) แล้1 
(๒.๒.9๔) E(l(p,q,r,ร) j(p, q̂  r, ธ ) )  = 0

พสูจุน จาก (๒.๒.๓) เราไค วา

E(l(p,q,r,ธ) j ( v ,  q, r, ร )) = p(l(p,q,r, ธ) = l,j(py, q7, r, ร'/ ) = l)
= 0

Lemma 99 ค้า l ( p , q , r , ร) มกวามพัมพันธ์ r 2 กับ j(p ',  q,  r ,  É )  แลว 

(๒.๒.9๔) E ( l ( p , q , r , ธ) j (p ',  q,  V, ธ ) )  =

พิสูจุน จาก (๒.๒.๓) เราไควา
E(l(p,q,r, ธ), j(p', q ,  V ,  ธ ))= p(l(p,q,r, ธ)=1, j(p') q ,  V ,  ร '  )= l)



Lemma »๒ ถา I ( p ,q,r, ร) มึความสไมพันธ r3 กบ J ( p ,  q, r, ร' ) แล้ว 
(๒.๒ .»b) E ( l ( p > q , r , ร ) . j ( ] £  q,  / ,  ร ' ) )  = Yซ

พิเจุน จ*เก (๒.๒.๓) เราไล้ว่า
E(p(p,q,r,ร) j(p', q', r, ร' )) = p(l(p,q,r,s)=l, j(p, q, r, ธ )=l)

= 7<5 * I
Lemma *๓ ถา l(p ,q ,r ,E ) มความสมพนธ rO กบ j(p) q, r, ร ) แลว 

(๒.๒.®ฟ) E(l(p>q,ะ,,ธ). j(p', q ,  V, ร ) )  =0

พิสู?น าาก (๒.๒.๓) เราไล้ว่า
E(l(p,q,r, ร). j(p, q ,  V ,  ธ )) = p(l(p,q,r,ธ)=1, j(p', q ,  r ,  ธ' )=l)

= 0

๒.0 ม้ช์รมเลขคผิค และ ความแป?ปรวนของ I และ J
หุฤษุฏบหฺห ๔
(๒.๓.*) E(l) = -  ?QBSโ ว่ ริ รสูจนํ าาก (*.*๒) เราม

I = Z l(p,q,r,ร)

โคฃหยลบวกข้างบนนเร็รนยลบวกของ I(p, q, V ,  ธ) สาหรบทุก  ๆ คา ของ
p,q,r, ธ ซ๋ึงรวมหง์เน PQBS เหอม

เพราะฉะนน
E(l) = E( Z I (p,q,r,ธ)}

= 2 (<E(l(p,q,r, ร)))
= PQRS X E(l(p,q,r,ธ))



1
6

ไกย (๒.๒.5-) เท ไ ค ้ว ่า
E ( l )  = POPS X

= ~ POPS
, 4  6ทุกษฏ์บห V) (ะ

(๒.®.๒) R( I 2 ) = -12! — - PQRS I" 17 -  I l  (P+Q+R-R3) + ^7 (PS + QR)
+ 2๐ (PQ + RS + PR + QS)
+ (PQR + QRS + PRS + PQS) + 35 PQRS I

พิสูจน์ เทราะวา
I  = î  I  (p , q , r ,  ร)

เท ไ ค ้ I 2= (Z I  (p , q , r ,  ร ))2

= Z  ̂ ( l  * l(p,q,r, ธ) l(p', q ,  r ,  ร ))
' (p) ^ไคย,ทุ Z l ( p , q , r , ร) i(p ') q ,  r ,  /  ) เป๋นขลบวกของ เทอม

l ( p , q , r , ร) l ( p ,  q ,  V ,  ë )  ภายใฅเงอนไข (k) ฅอไปน์

( 1 )
( 2 )
(3)
ผ
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

!  _  _  /P = P )  q = น ่ r  = r ,  
P f  P , q s  q , r  = r  ,

P = P > q /  q) r  = r ,
P = P) q = q ,  r  f  r,
P = P'y q = q,  r  = Vf
P /  จ, q /  q , r  -  r ,
P = P \ q = q , r /  / ,
P /  p", q = q ,  V  f  V ,

P = P, q /  าไ r  = V,

ธ = s 
ธ = ร 
ร = ธ 
ร = ธ 
ร / ร ' 
ร 1  ร'
ธ / ธ f
ร - ร /
ธ /  ธ

oor>576

I lfr$CMG>51



( 10) P t V, q = q , r = r , B 3S /ธ
(ท ) P = p 'y q J. 4, r t r', ร = ร'
( 12 ) P P, q T 4, r i/ r'y ธ = /ร
(13) P 1T น ั q i 4, r = T, ร 1T

rg

( ฬ P /T V, q = Q; r /Y r , ร เ* ร,
(15) P ะ= ท q J.r qly r ÀT r , ร r

/ร
( 16) P /3C/ V, q /3/ 4, r JT r', ธ t ธ

จากการนับจานวนเทอมในแฅละ 2 l ( p , q , r ,  ร) I ( p ,  q,  r ,  ร )
และใช้ยลลํพธจากทฤษรบหหื่ ๒ เราไกวา

E ( I2 )
=  PQRS . i

+ โ ( P - l )  PQRS + (Q _ l )  PQRS + ( R - l )  PQRS + (S -l)P Q fls j

+ [  ( P - l ) ( Q - l )  POES + ( R - l ) ( S - l )  PQRS + ( P - l ) ( R - l )  PQRS
+ ( Q - l ) (ร - l )  PQRS 1 i --i 20
+ f ( P - l ) ( S - l )  PQRS + ( Q - l )  ( R - l )  PQRS ]  i -  

+ [ " ( p - l )  ( Q - l )  ( R - l )  PQRS + ( Q - l ) ( R - l ) ( S - l )  PQRS 

+ ( P - l ) ( Q _ l ) ( S - l )  PQRS + ( P - l ) ( R - l ) ( S - l )  PQRS 1 ~

+ ( p - l ) ( Q - l ) ( R - l ) (ธ - l )  PQRS . i g

= - 4 -  PQRS โ  17 -  11 (P + Q + R + ร ) + บ-7 (PS + QR)
1260 L

+ 26 ( PQ + RS + PR + QS ) + (PQR + QRS + PRS + PQS ) + 35 PQRS



ทฤแปีบหท b
(๒. e n .  en)  E ( บ )

JL
1260

POPS i - 9 + 5 (p +Q,  + r + s )i—
+ 13 (PS + or) -  (PQ + RS + PR + o s)
-  17 (PQR + ORS + PRS + PQS)+ 35 PQRS

9C1

พิสู^น์
บ  = Z I  ( p , q , r ,ธ) . Z j ( p x, q , r ,  ร )

= 2  ̂ (z l(p,q,r,ร) J(p̂  q', r ,  ร' ))
ใกยห z ^  l ( p , q , r , ร) J  (p , q , r ,  ร ) เป็นนลบวกของ เทธม

l ( p , q , r , ธ) j(p ',  q", V ,  ร ) ภายใต ้ เง ี่อนไข (k) เซนเกยวก้นก้บ์ในการ 
พิลูจนของทฤษฎบหท «ะ

จากการนบจานานเทอมในแคละ ï  l ( p , q , r , ร) j (p ',  Q ,  V ,  ธ )

และใช้ขลลไพจากทฤษรบทท ท เราไกวา 
E (I J )

= PQRS f o + o + o + i ^  (Q_l)(R_l) + ( P - l ) ( S - l ) ]
+ L  j (P - l) (Q - l) (R - l)  + (Q -l)(R _ l)(S -l)
+ ( P - l ) ( R - l ) ( S - l )  + ( P - l ) ( Q - l ) ( S - l ) j  
+ i_  (P - l) (Q ~ l) (R - l) (ร- l )  ]

1 - 9 + 5 (p + Q + R + ร) + 1 3  (PS + OR)
-  (PQ + RS + PR + o s)
-  17 (PQR + QRS + PRS + PQS) + 35  PQRS I

1260 PQRS



ห{ไษ■ อบหหึ ฟ
(๒ .๓.๕) Var (I) = PQRS I 17 -1 1 (P+Q+R+s)+ E7(PS4QR)

1260
+2 6 (pQ + RS + PR + os)

+ (PQR + QRS + PRS + PQS) ]
(๒.«ท.(ะ) Cov ( IJ )  = ~  POPS (-9 +5 (P+Q+R+s) + 13 (PS+QR)1260 L

PQ+RS+PR-+QS) -  17(PQR+QRS+PRS+PQS)
พิลจุน เพราะวา

Var (I) = E (I2) -  j E (i)
เพราะฉะนน ใคย (๒.๓.*) และ (๒.๓.๒) จะไค

Var(l) = 11260 PQRS 17 -  11 (P -tQ+R+S) + E7(ps + QR) 
+ 26 (PQ + RS + PR + QS )
+ (PQR + QRS + PRS + PQS) + 35 PQRS ig (FORS)

1260 PQRS 17 -  11 ( P + Q  + R + S )  + น7 (PS + OR)
+ 26 (PQ + RS + PR + os)
+ (PQR + QRS + PRS + PQS) ]

เพราะวา Cov (บ ) = E(IJ) -  E (I) . E (J)
เพราะ1ฉะบ่น โคย (๒.๓.*) และ (๒.๓.๓) เราจะไควา

Cov ( บ )  = PQRS โ - 9 + 5  ( P + Q  + R + S )  + 1 3  ( P S + Q R )1260 L.
(PQ + RS + PR + QS) -  17 (PQR + QRS + PRS + PQS) 

+ 35 PQRS ไ - —  (PQRS)2J 36



9

1260
PQRS - 9 + 5  (p + 0, + R + ร) + 13 (PS + or)

/■ ฆ ท  T3C 1 โะไว X  V T  f - D O T )  X. n w  +

๒. ๔ Central Moment รเอง i และ _J
ให ้
(๒.๔.*) ï (p, q, r, ร) = l(p,q,r,ธ) - E(l(p,q,r,ธ))
และ
(๒.๔.๒) j(p,q,r,ธ) = j(p,q,r,ร) - E (j(p,q,r,ธ))
หฤษถึบทห d
(๒ .๔.en) E ( î ( p , q , r , ธ) î  (p7) q ,  V ,  ร ) )

f  0 Ijjfl I(p,q,r, ร) มืความล้มพน'ร RE กับ l(p, q', V, ร )
—  เมอ l ( p , q , r ,  ร)มืความล้นพันธ์  R1 กับ I(ก ั ,  q ,  V ,  ธ )
i -  เ ม ี ่ อ  I(p,q,r, ร ) มความกัมพันธ R2 กับ I(p, q, V ,  ร )

‘ — - เ ม ื ่ อ  l(p,q,r, ธ) มืความล้มพ ั น ธ ์  R2 mJ l(p', q ,  r, ร )

เมือ l(p,q,r, ร)ม ืความล้มพนธ R3 ก้บ l(p'> q ,  T ,  ร )

JL น'เอ I(p,q,r, ร)มืความกั'พ่ฒธ R0 กับ l(p', q ,  r ,  ร’)
v 36

2สจน เพราะวา

E ( î ( p * q > r ,ร) ï ( p ;  q ,  r ,  ร ) )  = E ( l ( p , q , r , ร ) ! (p ,  q ,  V ,  ร  ) )

- E(l(p,q,r,ธ)). E (l(p', q, V ,  ร' ) )

และจาก (๒.๒.9) เราไควา
E ( ï ( p , q , r , ธ) I  ( J ,  q ,  V,  ร ) )  -  E ( l ( p , q , r ,  ร) l ( p ,  q ,  r ,  ธ ))  -  ใ7

ใคยใช้' (๒.๒.๔) กังไทนราไค (๒.๔.๓)



ทฤษf)Uใ-!ห ๔
b o

(๒.๔.๔) E ( : t ( p ,q , r ,  ร) J  (p , q ,  V ,  ร  ) )

พิส1?น

0 เมอ l ( p , q , r , ร)มืความพัมพันธ r4  พับ j ( p ,  q ,

-  — เมือ l ( p , q , r ,  ร)มืความพัมพ้นธ r l  พับ j ( p ,  q ,3๐
-  —  เมอ l ( p , q , r ,  ร)มืความพัมพนธ r2  พับ j ( p ,  q ,

36  ̂  ̂  ̂ ร

-  ^  เมือ l ( p , q , r , ธ) มืความพัมพันธํ r2/ พับ j ( p ,  q ,

-  1-!?-0 เม'0 I ( p , q , r , ร) มืกวามพัมพ้นธ์ r3  พับ j ( p ,  q ,

-  ig  เมือ I ( p , q , r , ร) มืความส์มพ้นธ rO พับ j (p ',  q',

เพราะวา

r ,

r ,

r',

r',

ร ) 

ธ )

8 ) 
8 ) 

ร่, ) 

8 )

E(î(p,q,r,ร) J (p, q ,  V,  ธ )) = E(l(p,q,r,ร) J ( p ,  q ,  V ,  ร')) 
- E(l(p,q,r,ร)),E (j(p, q ,  V,  ธ ))

และโคย (๒.๒.9) เราไค
E (l(p ,q >  r ,  ร) j ( p ,  q ,  r ,  ธ ) )= E ( l ( p , q , r , ร) J  ( โ ) , < i , r , é  ) ) -  —■

โคยใช ้ (๒.๒. o r , )  พังนนเ ท ไค (๒.๔.๔)
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