
บทหึ ff)

การแจกแจงของ I  และ J

๓ . 9  ฟืมคของ Sequence ของ D is t r i b u t io n  F u n c tio n s

นิยามห 9 ๓  ถา F^(x)y F g (x ), ................. Ill'น cu m u la tiv e  d i s t r i b u t i o n
fu n c t io n  (c . d . f . ) ของ sequence ของฅวแปรสุม (x  , x 2 , ...................)
และถา

lira  M x )  = F (x)

ลาห รบใ: กกา X จงเป็น-จุกหึ F มกวามฅอเนือง เรากล่าวว่า (XpXg,............... )
1 V

ม d i s t r i b u t i o n  fu n c tio n  ล ูเขาหา F(xO (co nv erg es in  d i s t r i b u t i o n  
to  F (x ) )
หถษทบทหึ yp กาหนคไห F 1(x ) ,  F g (x ) , ..............................  เป็น sequence
ของ d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n  ขงม ^  ( t ) ,  ( ^  ( t ) , . . . . . ..............  เป็น

c h a r a c t e r i s t i c  fu n c t io n s  ถา sequence I Fn (x)} | เขาหา d i s t r i b u t i o n
fu n c t io n  F (x) แลวส์0าหรบทุกคา t  sequence y ( ^ ( t ) I  ย อ ม ล เข าห า 

ลิมิฅ (^ ( t )  'ธง เป็นVโ3กซ้นหึคอ เนืองหึ t = 0  และ'ในท า ง กลบก้น ถาลาหรบ 
ทุกกา t  sequence \ ^ f ๆ 0 c "t ) I ลูเขาหาลิมฅ ว่^ ( t )  ชงเป็นหึโงกชนฅอเนิอง

หึ t  = 0 แลว sequence ^ F n (x) I  ยอมลูเขาหา d i s t r i b u t i o n
fu n c t io n  F (x ) ไม่ว ่าจะ เป็นกรรไคในลองกรผึน สิมิฅ ( เ > ( t )  คอ 
c h a r a c t e r i s t i c  fu n c tio n  ของสิมิฅ d i s t r i b u t i o n  fu n c tio n  F (x)

9  ลาหร้บการพิลูจนของหฤษฎบทหึ 9๐ นื ยูอานอาจหาคูไคจากหนิงสือ 
M ath em atica l M ethods o f  S t a t i s t i c s  ซอง H arold  Cromer (P r in c e to n

9/
U n iv e r s i ty  P r e s s . )  หนา ๔b — 4พ



หฤษฎีบหห

1

ลมมฅว ่า

b s e q u e n c e ของ

ถ า A p X ^ , ........................ .. ) ม d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ล ูเซ า ห า  F ( x )

แล วยอ ม ไค วา / /  ก ือใมIมนดอ้นค้บท r  ของ F ( x )  และในทางกลบก ้น ถ า

ค า / I  ,  V  = 1, 2 , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  เป ็นโมเมนฅอบค!เท r  ของ c .  d .  f .  F ( x )  ไค
c .  d .  f .  หนีง แล วยอม ไค วา F ( x )  กอลิมฅ c . d . f .  ของ (X X ........... )

น ิยามห *๔ ถ ้า  X เป ็นฅ ้วแปรลุ่ม ช ี่งม c .  d .  f .

1 X -  i  (x  -  A ) 2 / ^
(«ท.9 . 9) F ( x )  = - ~ z r ■ /  /  e  d x

ร/2rt <$ -oo
เร า ก ล า ว ว า  X มการแวก แวงป ก ฅ

เร า อ า ว แ ล ค ง ไ ค ว า  ค า  p a r a m e t e r และ ^ à ใน  ( m .* .* )  

ค ือม ้ซรมเลขคผ ิฅ  และความแปรปรวนของส ิวแปรล ุ่ม  X

ทฤษฎีบทท 9๒๓ C h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  ของก ารแช ุกแวงป ก ฅ ซึงม

ม ้ชส ิม เลขครฅ A  และความแปรปรวน ร ) ^  คอ

( f i t )  ,โ !  -  ร A

๒ ลาหร!การพิสูวนของทฤษฎีบทท -59 ฆูอานอาวหาคูไควากหน่ไเสือ
M a th e m a t i c a l  S t a t i s t i c s  ของ S a m u e l s . W ilk s  (New Y o rk . J o h n  W ile y  
a n d  S o n s  I n c .  ) หนา ’̂น1'*'

๓ ลาห!การพิลูวนของทฤษฎีบทท 9๒ ขอานอาวหาคู'ใค'วากหนีง์สือ 
M a th e m a t i c a l  S t a t i s t i c s  ของ S a m u e l s , W ilk s  (New Y o rk . J o n n  W ile y



ben

นิยามห ึ 0๕ ถ า ( X p  Xg) เน ินฅ ้วแปรสุม1ธงม j o i n t  c u m u la t iv e

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n

F(u,v) = - 1- / J . น ! \ e
2 n  -3» -OÜ

-  ^ Q(x ,x 2)
d x 1d x 2

ใคยท 
(»)

m a t r i x
1ร 'ป  m i , j  -  e n t r y  ของ i n v e r s e

: l l ^ j l !

5 ( * 1. * = ป 1 ( x 1-  / i , ) 2 + ป 15■ (:

+ น 151(* 2  -  A )2

แ ล ว เร า ก อ า ว ว า  ( x ^ ,  Xg) ม ก าร แ ว ก แ ว ง เน ิน  b i v a r i a t e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  

เร า อ า ว แ ล ค ง ไ ก ว า ค า  ( / น ิ 3 x )  และ 11 ; I! กสือม้ซรมเลขคณิต

และ c o v a r i a n c e  m a t r i x  ‘ปี'อง (X ^ ,X 2 ) ตามลาคบ

V1 ถบฏบกน 0๓ C h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  b i v a r i a t e  n o rm a l
d i s t r i b u t i o n  ซงมมซณิมเลขคณิต ( ^  I ,  A j )  และ c o v a r i a n c e  m a t r i x

๕ ลาหรบการพลวนของทฤบฎึบทหึ 0๓  ขอานอาวหาค ูไควากห'นงส ือ

M a th e m a t i c a l  S t a t i s t i c s  ของ S a m u e l s . W ilk s  (New Y o rk . J o h n  W ile y  
an d  S o n s  I n c . )  หนา 0๖ 0



๓.๒ 'โม เมนตของ L in ea r F u n c tio n  ข'กง I  แสะ' J

เพี่อความสะควกในการหาคาโมเมนฅของ l in e a r  fu n c tio n  ของ I  
และ J  เราจะใชส0JÜเลกษผ L(p, q , r ,  ร) เขยนแทน l in e a r  fu n c tio n
ใโว  ๆ ไปของ î  (p , q , r , ร) กับ J  ( p ,q , r ,  ร) คือ กา «  และ 3 เป็น 
จานวนจ?งสองวานวนใค  ๆ เราให

(๓.๒.®) L ( p ,q ,r ,  ร) = a  I  ( p , q , r , e )  + 3 ใ ( p , q , r , ร)

และ
(๓.๒.๒) L = Z L ( p , q , r , ร)

โกยห Z เป็นยลบวกของ L ( p ,q , r ,  ร) หึ P  =  1 ,  .................................  P,
q = -̂) ••••••■ •> Q ) r = 1 , ...... • ร = 1 ) ••••••••, ร
'ธงมอยูรวมหงสิน PQBS เทอม

นยามห 9b ให ้ ร เป็น เขหใก  ๆ ข อ ง  L ( p ,q , r ,  ร) ถกบุก L ( p ,q , r ,  ร ) 3

บ( P» ก  ร )  ทอยูในIธทรม บ1( P1, q 1, r  1, £1) ,  • • • • ^ บ'( Pjç» qjç» Sjç )
ใ น เซท ร ชง L ( p , q , r , ธ ), L (p ^ ,q  1, r  1, ร 1) ฃนฅอ ก้น L ( p y Q j , r j , S j) y  

L ( p  1 , q J + 1 , r  1 , ร J + 1  )  ข น ต ่ อ ก ั น  j  =  1 , ........................ ,  K  -  1 ,  แ ล ะ

L ( p K ^ W SK ^  L (p  r ,  6 ) ^ อก~น เ ร า กต่r วว1า s  1^น
dep end en t s e t
นิยามห 9ฟ ให้เซท ร . ,  j  = บ, • « • • • • , U j  เป็นเซทของ L(p, q , r ,  ร)
ซึงบุก L (p 1, q 1, r ± ,  ร1) ในเซห ร 1 และบุก L ( p y q k, r y  รk )
ในเซท ร k ไมขนตอกัน โกยหึ 1 ^  i  < k ^  11 เรากลาววา
เซท S j ,  j  =  1 , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , น ? เป็นเซห1ธงไม่เนตอก้น



๒!ะ

Lemma »๔ ไห P = an, Q, = bn, R = en , s  = dn ถา N เป้นจ’านวนาธ
จ?! L ( p , q , r , ร) , P = 1 , . . . . . ,  P, q = 1, • • •# > , Q, r  = 1, • » • • • • , R ,
ร = 1, .........., ร ,เป ็น  dependen t s e t  ร . ,  j  = 1 , .................. น 9'รงโมฃนฅอ
กัน ใ?!ยให้ S j ป?ะกอบ?เวย L ( p ,q , r , ร) t j  ค้า

ใกยหึ

I ( i )  t j  // 2 ทุกคาของ j
(ค .๒.๓) < ( i l )  t .  7' 3 อย่างน้อยหนงค่าของ j

( i l l )  t^ + .............. + t u = m
เราจะไค ้ว ่า

(๓.๒.๕ )  N ^  0 (ท

ทิปจุน ให

7m-1 
2

ใ?เยห

ร ,  = { L(e 1, « 1, V =1) ร Y 1+ 1 4 1 * T .}

แล;
T, 1 + t ,  j - 1 j

J = 1, . . . . . . .  น , i  — 1, • • • • • .  , m
จาก ( i )  ( i i )  ของ (๓.๒.๓) 1?าไ?!

2u + 1 {- t + "t

และจาก ( i i i )  ของ (๓.๒.๓) เราไ?!
2น + 1 ^  m

กังนน
. m -  1น £ — —(๓.๒ .เะ) 2



bb
!4เนองจาก เซทร . เป็น d ependen t s e t  หมี L ( p ,q,r,ธ) อ g ฯ ฅว

ด้งน่น จานวนของ P, q , r ,  ร ในเซห S j  จะค้องซากนอยางน้อย t  ■-  1 ก 
จากจานวนทงหมค Et ,  ด้ว เรา'จงมีเซท ร , หมีจานวนของ
กน ไคอยางมาก -  ( t .  -  1) 
เราไค ้วา จานวนวิธจกเซห

J! 1 p, q , r ,  ธ กางๆ
ธ ง เห าฒ  3 t j+  1 ด้ว เพราะฉะมีน

มีฃนาค 0 (ท5t j + 1) ค้งน้น้ จานวนวิธแบงเร า เค ว า  จานวนวธ่จกเซท ร ,  ม่ขนาค 0 (n j  ) คงนน จานวน
j

L (p , q , V ,  ร) หมีหงหมก m ฅวออกเมีน dependent s e t  ร . ,
1 = า . . ๆ ๆ  «K.i'l 11ร?11<!ท1ทก111ท eiMfiสิ11 าเ 0 (ท j  )'j  = 1, ............ , น, ซงไมขนฅอก้นมีใคหงสิน

1 3๓ + น ,0 (ท ) วธ
จาก (๓.๒.๕) เราไค ้

3๓ + น

ชง เหาก้บ

0 (ท ) 4
ÏÏ1-1 3m + ——

0 (ท 2 )
ด้งน้น์ 7m -  1

N ๆ 0 (ท 2 )

จากmนอมป้ฅทกลายก้นของ ï  (p , q , r ,  ร) และ J  (p , q , r, ร)
เราไค วา E( î ( p , q , r , ธ) I  (p;, q, V ,  s ) ; ก้บ E ( j ( p , q , r , ร) j ( p ,  q , r ,  ร  ) )  
มีกาเหาก้น เพอกวามละกากเราจะใซ ' 6 เขยนแทน e x p e c ta tio n  หงลองมี
และจะใซ ร  เขยนแทน E ( ï ( p ,q > r ,ร) J  ( p ,  q , V f  ร' ) )

หกบกบหห <๔
(๓. b .  b) E ( L ( p ,q ,r ,  ร) E( P, q , V ,  ร ))  = (a 2* p2 ) + 2 a  P O

พิสูจูน ใกย («.๒.*)
E(L(p>q,r,s) L (p;, q, V ,  ร  ))
= E ;~{a l ( p , q , r , ธ) + P j(p,q,r, ร ) )  [ a  l(p7,qใ r ,ร ) + p j ( p , q , r , ร ) |  I 

= E [ a 2!  (p,q,r,ร) i(p, q, T ,  ร ) + p2j(p,q,r,ธ) j(p, q ,  V ,  ร )
+ aP  l(p,q,r,ธ) j(p, q ,  V ,  ร' ) + a p i  (p, q ,  r ,  ธ ) j(p,q,r,ร) I



= O ^ E ( ï ( p ,q , r ,ร) ï ( p ,  q ,  V ,  ธ ))+  P ^ J ^ p ,  q ,  r ,  ร) j (  p', q ,  V ,  ร  ))
+ aPE (l(p,q,r,ร) j ( p ,  q, r ,  ธ' ))+ aPE ( î ( p', q, V ,  ร ) j(p,q,r, ร)) 

= q!2 3' + P2 ข' + a + ap ร
= (</+ P2) ข'’ + 2 ap &

หฤษฏ 11หห • & 1ห P = on, Q = ta ; R = en และ s = dn 
จะไค้วา

A  (L) .  (2k)!
]  A l

22gQ (ô + P2) - ap j j ท̂ (abed)
k -j 71c(abc + bed + abd + acd) j + o (ท ) 

2k
พลจุน y k  2 R( L) = 2 E ( Ti" L ( p ^ q  1, r y  ร 1))

= 2 E ( ไ' r^ Pi ,<ij / 1V Si ^  + 2  E ( ‘'{โ' L ( p ^ q ^ r 1, ร1))

+ z ( 5 )  E (จ ุโ , U p ^ q ^ r 1 , ร 1 ) )

โกยห
z^  ̂ เป็นผลบวก e x p e c ta t io n  ของผลคูพระหวาง L(p, q , r ,  ธ) 

2k ฅ้ว ธงอาจแยกไค้เป็น d ependen t s e t s  ธงไมขนฅอกัน โกยฅองมอยางนอย 
หนง dependen t s e t  หึหึ L(p, q , r ,  ร) อยเห ึยงฅวเกยว

(2 ) ช I
2 เป็นนลบวก e x p e c ta t io n  ของนลคูผระหวาง L(p, q , r ,  ร)

2k ฅ้วธงอาจแยกไค้เป็น d ependen t s e t s  ธงไมฃีนฅอก้น โกยททุกd ependen t 
s e t s  ม L(p, q , r ,  ร) อยู b  ฅว

z ^  เป็นฆลบวก e x p e c ta t io n  ของผลคูพระหวาง L(p, q , r ,  ร) 
2k ฅ้วชงอาจแยกไคเป็น d ependen t s e t s  ชงไมขนคอก้น โกยหึทุก dependen t 

s e t  ฅองหึ L(p , q , r ,  ร) อยางน อย ๒ ฅว และหึ d ependen t s e t



1 I ๒๘
อย่างน้อยหนงเซหหมี L(p, q , V ,  ร) ๓ ฅ้ว

เนองจาก TT L(p ,q  , r . ,  ธ ) ใ น  z^  ̂ มี L(p, q , r ,  ร)
I I V  \1 ^ 1  1 |'ไ ไ ' ^  1  1  1  I ^

อยูอยางนอยหนงฅ้วมีไมขนก้บ L(p, q , r ,  ธ) çrงอน  ๆ เพราะ'ฉะนน
E ( TT L ( p ^ q . ^ r y ร1) )  = 0

ค้งนน
(๓.๒.๘) z^  ̂ E ( fj-’ L(p , q  , r  , ร . ) )  = 0i = l  i  i  i  i

เนองจาก z (2) เฟ้นยลบวก'ธง p = 1, ......................... an ,
q = 1, ..................... , bn , r  = 1, ............... .. en และ ธ = 1 , .........., dn

ภายใฅเงอนไขทเราอาจแบง L(p, q , r ,  ร) 2k ฅ้วออกเฟ้น
dependen t s e t s  ซังไมขน?ไอกน ทม L (p , q , r ,  ร) เซหละ ๒ ฅว
เพราะฉะนน จานวนวิธึแบง L (p , q , r ,  ร) 2k ฅ้วออกเฟ้น เข’ท  ๆ ธะ ๒ ฅ้ว

มีอยูหง์สิน k ไเธึ ฅ้งนน เรา'ได

z ^  E ( L  ( p ^ q ^ r ^ s j )

' เ น ้y  z < l i l  | i E(L<P2 1 -1’ 92 i - l ’ r 2 1 - l 'S2 1 - l>L(P2 i 'q2 i ' r 2 l ’ S2 i ) )

ใคยท Z เปนขกบวก ชง P  = 1, ..................... , on, q  = 1, bn,
r  = 1, ................... ,  en ,  ร = 1, ................. ,  dn เนองจาก

I  U p ^ q ^ r 1 , ร 1 ) ,  L ( p 2 , q 2 ,  r 2 ,  ร 2 ) J . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

i L^P2 k - l ,q 2 k - l , r 2 k - l ,S 2 k - l^  L^P2 k 'Q2 k 'r 2 k 'S2kH



ฅางก็ เป็น dependen t s e t s  ชงไมฃนฅอก้น ก่งนนบา'ใค้วาแฅ่ละเหอม'ใน
P j, q 1# r \ ,  ร1 ฅองมึคาซ่าทนรวมหงเนอยางนจย k คู่ ใค ้ k x

เฟ้นซ่านวนกูซืง P i ซ่าก้น kg เฟ้น'ซ่าน-วนคูซง q 4 ซ่าก้น เฟ้นซ่านวนคู่
'ชง r ±  ซ่าก้น kj  ̂ เฟ้นซ่านวนค'ธง ร 1 ซ่าก้น โคยหึ่

(« .๒ . *0 Z k > k
( i ï i  \ '  ทแคละ เหอมใน ZU 1 มคา'ในรูป

น ( i X l j q ^ r  1, ร1) ( L ( l ,q 2, r 2 , G2) )  j 1 I_E(L(p # 1, r y  ร5 ) L(p^, 1, r ^ ,  ร^) ) : 

|_E(L(pj_,q,_, 1, ร ^ )L (Pg ,q ^ , 1, Sg) ) _j j_E(L(Py,qy, ry ,  l )k (p g , r Q y  -0 ) J

วากหฤษฎบทท d  และหฤษฎ!เทห่ึ ระ เราไควา 7 f  มคาเฟ้น และ ร  มค่าเฟ้น
-  L  คงนน์โคยหฤษฎมหห่ี V Ï  เราไค ้

I E(L( l , q  1, r  1, ร1) L( l , q g, r 2 , ร2 ) )1 1 [ e (L (p  , 1 , T y  G5 ) L (P]+, 1, ร^) ) j

[ e (L (p ^ y  s ^) k (pg.> Qgj -ซ่ sg) ) j ! E (j-โ pyj Qy, r y , l )  L(pg, Qgj r Q y -0 ) j
มค่า เท่าก้บ

เพราะฉะนน์ 
( i i )  k

---- ( a2 + 62) - ~ ~  a. (3
1260 630

Z  k i  1=1 1

z 11
*  r  ,  2 k - k - ,  2 k - k p  2 k - k ^  2 k - k h )

= Z (อท) 1 (bn) 2 (en) ^ (dn) k  I X1 ' ' ‘ ^ (en)
Z  k jliée  ̂+ ท - J-3 pJ = 1 ไ

ไทยหิ่ z"* เฟ้นฆลบวก1ธง k ^ ,k 2 , k ^ ,k ^  แปรคาไปฅามเงอนไข ( « . b . ๔)



๓0

เขยน ¥Z =
*'

kx+k2+k5+k4 ะ= k k̂ +k2+k5+k̂ ) k
เพราะวา

k1+k2+k3+k4= k
( 0 ท ) 21' ' 1' 1 ( . ท ) 211' 1'2  น ) 21' - 1' 5  น ) 2k-k4 \ x

1 น-ท +̂ รา -V. 1260 «"'I
8k-k (abed) k-k̂  k-kp k-k-z k-k4 I x

a ๖ <2 k~k3 k-kjj. j

k l +k2+k3+kk= k

1 17- (๙ 2 + g2 ) -  7 —  a  3 
1260 630 J

= { 44-- (a!2 + 3s ) -  —■~  a  3 } ท (abed) (abe+bed+obd+oed) 1 1260 6 )̂0 /
นล:

V V y V  k

= o (ท71k)
ค้งนน เท ไ ค วา

/ , 2 k -k . 2 k -k o . 2k-k 2k-k4 l(on) (bn) ^(en) 5 (dn) J x
k
I  k.

ü  (0 ? + p 2 )  -  6 * “ s r  ไ

l} ^ 1E(L (p2 i - l ' q2 I - l ' r 2 i - l » B2 i - l ) L (p 2 i^ q2 i ^ v s 21))

= I —7~ (o ^ +  32 ) -  et 3] ท * ( a b e d )  (o b e + b e d + a b d + a e d )  ] + 0 (ท )•1260 630 J L J



ถ')9
IV!ทะฉะนน

Z E ( fT^ L (p^q 1, ly  ธ1))

(2k)j
X  ■ -  (๕ +  ร2 ) -  - ฐ - a  3 k โ 7 k / Nk /jji (ab cà) (obc+ bed

(  7k+ ๐ (ท )
2^ kl ^  i-260 ' 1 63e

+ abd + acd)

โกย Lemma «>๔ เราไควา วานวนว,สืแบง L (p ,q ,  r ,  ร) 2k คัวออกเป็น 
dependen t s e t s  ชงไมฃึนคอก้น โกยหหฺก d ependen t s e t s  ฅองบึ
_  1 V ค้ “ V 4 ,4
L(p, q , r ,  ร) อยางนอย ๒ คัว และมอยางนจยหนง dependent s e t  ทม
L (p, q , r ,  ร) ๓ คัว มีอยูท้ํง์สัน 0 ( ท 2 ) ชงIทาก้ม o (n 7k)

เพราะฉะนน

(๓ .๒ .99) Z E ( <ff L  (p_^,q1, 1̂ , รi ) ) = o (ท7k )

โกย (๓ .๒ .2) , (๓.๒.9๐) และ (๓ ,๒ .9?>) เราไกวา
lk โ 7ki / \ (2k)!

A & w  * t F2.. 111 l î ! o ( a ? + e ? )  -  6! “  e j  I " ' ' น ^ ) '

(abc + bed + abd + acd) ,  7k + ๐ (ท )

หกบทบทท çb 7 ห P = an , Q = bn , R = c ท
วะไค้ว ่า

A i  ( l ) = 0 (ท/  2k+l
1  (2k+ l)

(๓,๒,9๒) a  )
2k+l

พลวน M  (L) = s E ( <fT J 7 2k+l 1: 1 E(p >ÇL J r \ , ร1))

และ S = dn

( l )  2k+ l (2) 2k+l
= 2 E ( E (p ^ ,q 1, r \ ,  ร1))  + £ E ( โก้ L(p 1^ 1^ 1, ร1))



โคยห

z (2) เป็นยลบวก e x p e c ta tio n  ของยลคณระหวาง L (p , q , V ,  ร)
v  A ไ . * .  J  4

2k + 1ฅว ธงแยกโคเป็น dependent s e t s  หไมฃนฅจกน โคยVเทุก dependent 
s e t s  ฅองม L (p , q , V ,  ร) อยางนอย b  ฅว

Z*'1 '1 เป็นยลบวก e x p e c ta t io n  ฃองุยลกูผระหวาง L (p , q , r ,  ธ)
2k + 1 ฅ้วซีงแยกเป็น dependent s e t s  ทใมฃืนฅอก้น โคยฅองมอยางนอยหนง
dependen t s e t  ท่ึม L(p, q , r ,  ร) ฅวเคยว

2k+i .(1)เนืองจาก _5แ L(p ,q  , r . , ธ ,) ไน z v ม L ( p , q , r ,  ร)
1 V  ไ ^ ,  '  y  À  ^  ^  "  พ .

อยางนอยหนืงฅ้วทใมขืนอยูก้บ L(p, q, r ,  ร) ฅ้วอน ๆ คงนน เ รา'ใ ค'วา

( ๓ . ๒ .จ ๓ )  Z E ( ''ก" L (p  ,q  , r  , ร . ) )  = 0»1=1 i  i  i  i
โคย Lemma 9๔ เท ไ ค ว า  จานวนวิธึแบง L(p, q , r ,  ร) 2k + 1 
ธอกเป็น d ependen t s e t s  ขืงไมขืนฅจกนโคยททุก d ependen t s e t s
ม L(p, q , V ,  ร) อยางนอย ๒ ฅ้ว และมอยางนอยหนืง dependent s e t
นม L(p, q , r ,  ร) มากกวา ๒ ฅ้วมอยหงสิน 0 J ( ^ )  ธง เทาก้บ์โน ! «

ฅว 
ค้อง

เพราะ'ฉะนืน์

( ๓ . ๒.?>๔) Z E ( c  L (p ±, q ± , r 1 , ร  1 )) = o ( ท 2
1  (2k+ l)

)

ค้งนน เราไค วา y A 2k+l

i= l  

(L) (ท g (ek+1) )O



c n a i

๓ . ๓  ฟ้มฅของกาโ พ จ กแจงปกถ

ทโเบฏบหท <9ฬ ไห P = an , Q = bn , R = cn.q ร = dn 1195 F (x)
1ปน d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n ข อ ง ---------- เรา '1?ะไควา

V v ar (L)

(๓.๓.'?)

พฟ้า'น

lim  F (x) -  ะ -. / d t
v 2 x  - r f i

( L -  E (L) 1
A " = E  ( พ — #  J )

E ( \ L -  E ( L ) ) ^  )
f v l  น )  ไ r

น (L)
4v\-
a

เมอ m
i Ai(L)}

= 2k ไคยทฤษฎบทท <๕ เราไคว ่า

V- ’ r r z  [ c ?  + 0s ) — -— -  CC 0 เ  เท ( a b e d )  (n b e + b e d + a b d + o e d )  r+o(n^ v)2 k j - 1260 630 J L “  j

^  { j—ไน- (o p  + 3s ) -  — - -  ex 0 I jn ^ a b e d  (a b e + b e d + n b d + a e d )  j + o ( ท ) ; ’
1-1260 630 Jjl -i j1-1260

(2 k )  ]
2 k  k!

630 j

+ o ( 1 )

กังนน

(๓. ๓.b ) / #
' พเ

Iมอ m = 2k + 1

๓ + o น )
2 5 ( 5  ) !

ไคยทฤษฏบหห เราไควา



๓๔

A ï ( 2 k + l)
o (ท 2 )

2k+l W a 2* P2 )1260 630

ไ โ 7 . \ 7 . -11 2k+ l
g  P ท abed (abc+bcd+abd+acd)+ o ( ท )  H  2JL J ]

= O ( 1 )
ค้งนน
(๓.๓.๓) 1= 0 ( 1 )
จาอ (๓.๓,๒) นละ (๓.๓.๓) เราไค

m

* < = > !
lim  A m

l  0
ค้งน้ํน โคยทฤษฎบทท เราไควา

1

เมอ m เป้นเลขจานวนเฅมคู

เมอ m เป้นเลขจานวนเฅึมคี่

lim  F (x) I 2 d t
-  00

en และ ร = dn

V v a r  (1 )

ทูฤษูภบูทท 9 d  ให P = an, Q = bn, R =
V I  I  -  E (1 )เราจะไควา ลมิฅของ j o i n t  d i s t r i b u t i o n  fu n c tio n  ของ . .  2 -

ก้บ '  £ ( }

«ร ุ™ ' ใ ;  [น) ม่เน C .  « . r .  พ ง  
’ n -Jvo r [ a  ( I  -  E ( I ) )+  (3 (J _ E (J ) )J

โคยนยามของ c h a r a c t e r i s t i c _ f u n c t io n  เราไกวา
[ g  ( I  -  E ( l ) ? + P (J  -  E ( J ) ) ]  t

เป้น b iv a r i a t e  norm al d i s t r i b u t i o n
a  ( I  -  e ( i ) ) + p (J  -  e (j ) )

(
'ท( t )  = E ( V V a r [a  ( i - E ( l )  ) + P (J_E (j Y)]

โ ค ยทฤษฎบหท 90 , ทฤษฎบทป้ «>๒ และ ทฤษฏบหท่ึ çtf 

lim  ( t )

ราไค,ว ่า
t-
2e



เไ('•ราะวา F ( บ, V)  เป็น j o i n t  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ข■ อง

y  คบ P  : 1 ห ร ^ ( t  ,  t  ) เป้น c h a r a c t e r i s t i c
V Va r  ( I )  f v â r l ^ j )  T*  1 2

I  -  E ( I )  J  _ E ( J )
f u n c t i o n  ของ —Ï ■ — กบ ะ:. - . : . : —

V V a r  ( I )  V v a r  ( j )

เ ท ไ ก ว า

' / I  ( t p  t g )  = E (

- I  -  E ( I )  า t.1 + ,  j - J - 1
LA/ Va r  ( I ) LV"var ( J )  J

, r I  -  E ( I )  J -  E ( J ) ๅ
L ท  1 ท ่ )

โ ก ย ท  ฟ้7 

เขยน

= E ( e

 ๆ ป ้ ^  คอ v a r i a n c e  ของ I  และ J ฅ า ม ล า ก ้ บ -

V u  พ  -  E <
' เ ^ 1 ( I - E ( I ) ) +  ( J - E ( J ) ) 1

= E ( 
เ ร า จ ะ ไ ก ว า

lift (I- E(D) * k  (j- E(J)ijÆr[^1(l-E(l))H-, ,̂(J-E(J) ) j
V v ar  เ ท  ( l - E ( l ) )  + Jj £  ( j - E ( j ) ) j  )

^ ( อ , 12 ) -  ร ( e 1Xt )
ใ น  เมอ

i-1 (I-E(I)) + ,Jg (J-E(j))yON V-m_________ ________
y  Var  [ ร ู -  ( i - E ( l )  ) + ร ู ( J - E ( j ) ) ]

X



! '-F
( ‘'ไทไ • r

\ V ; - -  „ 0'''* ต . .

แล;

ก้งนน

t  = V Vor f i  (I  -  E (I}) + ^ £  (J -  E ( J ) ) ]

l in  çp ( t  1, 10 ) = lim E ( iXt e )

= e

= e

= e

ฯ ^ ' ^ » ^
1 r *
2 1 นา /  + % d  * * * ■ % ■ < ? -11 - i l  22 ^ . ) % : } 12 J

= e -  a [  * ï  ♦  1 2  A 1 V a ]/ <1 « J t

[ใ]"ใ'น < 5 ^  ออ c o v a r i a n c e  ของ I  fill J

ถาไห (j5 เม่น c o r re la t io n  c o e f f ic ie n t  ระหวาง I และ J
ทลาวทอ

.01
4 k %

1 ! .2 , .2( t ,  + + 2 P -fc1-ช2 )2 ' 1 2
Lราวะไค

( ๓ . ต . < f )  i  ( t - j ^ t g )  =

'ธง เ^น c h a r a c te r is t ic  func tio n  ข'อง b iv a r ia te  normal d is t r ib u t io n
วะเหนไควา L û  ( t  , t 0) ธง เไน c h a r a c te r is t ic  func tio n  ซอง

I  -  E (I) J -  E (J)
jo in t  d i s t r ib u t io n  functio n  ของ ^ = = =  กบ ^

มสิมฅเป็น c h a r a c t e r i s t i c  fu n c tio n  ของ b iv a r i a t e  norm al d i s t r i b u t i o n



คํงนน ถ้า F (บ,V)

I  -  E (I )  ^  J  -  E (J) 
'V'V'ar ( i )  V v a r  ( j )

เทฟ่

เฟ้น j o i n t  d i s t r i b u t i o n  fu n c tio n ของ

I ราไควาสิมิฅของ F (บ, V) มีคาในรูป

lim  Fn (บ,V) = 2ît _ร 3 / / 1 ? ภ
~~ oo — oO

-  \  Q (xx,X2 )
dx-^dXg


	บทที่ ๓ การแจกแจงของ I และ J
	๓.๑ ลิมิตของ Sequence ของ Distribution Functions
	๓.๒ โมเมนต์ของ Linear Function ของ I และ J
	๓.๓ ลิมิตของการแจกแจงปกติ


