
การควบคุมคงทน

ใน บ ท น ี้จะกล ่าวครอบ คล ุม ถ ึง  ป ัญ ห าท ี่เก ิดข ึ้น กบ ระบ บ เช ิง เส ้น  ป ัญ หาท ี่เก ิดข ึ้น อาจท ำให ้ระบ บ  
ข าด เส ถ ียรภ าพ และไม ่ม ีส ม รรถ น ะต รงต าม ต ้องการได ้ ป ัญ ห าน ี้เก ิด จาก ค วาม ไม ่แน ่น อ น  เราจะอธ ิบาย  
ค วาม ห ม าย ข องค วาม ไม ่แน ่น อน แล ะการส ร ้างแบ บ จำลองค วามไม่แน ่นอน เพ ื่อว ิเค ราะห ์เส ถ ีย รภ าพ แล ะ
สมรรถนะของระบบ และน ิยาม เสถ ียรภาพ คงท น และสม รรถน ะคงท น  การว ิเค ราะห ์เส ถ ียรภ าพ ค งท น และ  
สมรรถน ะคงท น จะเป ็น พ ื้นฐาน ในการออกแบ บ ต ัวควบค ุม  เพ ื่อ ให ้ระบ บ สาม ารถท ำงาน อย ่างม ีป ระส ิท ธ ิภาพ  
แม ้ระบ บ ม ีความ ไม ่แน ่น อน  ใน ห ัวข ้อส ุด ท ้าย เป ็น การออกแบ บ ต ัวค วบ ค ุม เอช อ ิน ห ิเน ิต ี้ ซ ึ่ง เป ็นต ัวควบค ุมท ี ่
ป ระก ัน เสถ ียรภ าพ และส ม รรถน ะข องระบ บ ท ี่ม ีความ ไม ่แน ่น อน

2.1 ปัญหาทีเกิดข้ึนกับระบบเชิงเส้น
ในการสร้างแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ของระบบเชิงเส้นเพ่ือการออกแบบตัวควบคุม ไม่สามารถ 

จำลองระบบให้ตรงกับระบบจริงไต้ไม่ว่าการจำลองทางคณิตศาสตร์จะมีความแม่นยำมากเท่าใด การจำลอง 

ระบบต้องเกิดความแตกต่างระหว่างแบบจำลองกับระบบจริงเสมอ ความแตกต่างน้ีอาจทำให้ระบบไม่

มีเสถียรภาพหรือสมรรถนะตามต้องการได้ นอกจากน้ีการเปล่ียนแปลงสภาวะการทำงาน การสึกหรอ 

ของอุปกรณ์ หรือความคลาดเคล่ือนของอุปกรณ์วัดและตัวกระทำท่ีไม่ละเอียดพอ ก็เป็นสาเหตุท่ีอาจทำให้ 

ระบบไม่มีเสถียรภาพและสมรรถนะตามต้องการเช่นกัน สาเหตุต่างๆเหล่านี้รวมเรียกว่า ความไม่แน่นอน 

(uncertainty) ตังรูปที, 2.1 ตัวควบคุมท่ีสามารถควบคุมระบบให้มีเสถียรภาพและสมรรถนะตามท่ีต้องการ 

แม้ระบบมีความไ ม ่แน่นอนจะเรียกว่า ตัวควบคุมคงทน (robust controller)

พ

A,► ^3 —
—  A, _ ^

r A2 —►

รูปที่ 2.1: ระบบเชิงเส้นที่มีความไม่แน่นอน

Z
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2.2 ก ารส ร ้า งแ บ บ จ ำล อ งค วาม ไม ่แ น ่น อ น  [1, หน ้า 253-269]

ความไม่แน่นอนท่ีเกิดข้ึนกับระบบสามารถแบ่งได้เป็น 2 กลุ่มดังน้ี

1. ความไม่แน่นอนเซิงพารามิเตอร์ (Parametric uncertainty) เกิดจากการเปล่ียนแปลงค่าพารามิเตอร์ 

เน่ืองจากสภาวะการทำงานของระบบมีการเปล่ียนแปลง

2. ความไม่แน่นอนจากการละเลยส่วนพลวัต (บทm10delled dynamic uncertainty) เกิดจากการละเลยพล 

วัตของแบบจำลองในบริเวณความถ่ีสูง

รูปท่ี 2.2: การรวมความไม่แน่นอน

เราสามารถรวมความไม่แน่นอนท้ังสองส่วนข้างต้นให้เป็นความไม่แน่นอนแบบกลุ่มก้อน (lumped 

uncertainty) ดังรูปท่ี 2.2 เพ,อใช้ออกแบบตัวควบคุมได้สะดวกข้ึน โครงสร้างของความไม่แน่นอนมีหลายรูป 

แบบ อาทิเซ่น ความ.ไม่แน่นอนเซิงการบวก (additive uncertainty) ตังรูปท่ี 2.3 และโครงสร้างความไม่แน่ 

นอนเซิงการคูณ (multiplicative uncertainty) ดังรูปที 2.4

รูปท่ี 2.3: ระบบท่ีมีความไม่แน่นอนเซิงการบวก

เม ื่อ  G  ค ือฟ ังก ์ช ัน ถ ่าย โอน ท ี่ม ีค วาม ไม ่แน ่น อน , Go ค ือ ฟ ังก ์ช ัน ถ ่าย โอ น  ณ สภาวะปกต ิ, w a ค ือฟ ังก ์ช ันน ํ้า  
หนักความไม่แน่น อน ซ ึ่งสอดคล ้องกับ เฃ;01 > maxG |G -  Gol



H

รูปที, 2.4: ระบ บ ท ี่ม ีค วาม ไม ่แน ่น อน เช ิงการค ูณ

เม ือ  G  ค ือฟ ังก ์ช ัน ถ ่าย โอน ท ี่ม ืค วาม ไม ่แน ่น อน , Go 
ห น ักค วาม ไม ่แน ่น อน ท ี่ส อดคล ้องก ับ  เพ;il >  m axG

ค ือฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน  ณ สภาวะปกต ิ, Wi
G —GoGo

ค ือฟ ังก ์ช ัน นํ้า

การออกแบบตัวควบคุมส่วนใหญ่จะเลือกใช้โครงสร้างความไม่แน่นอนเชิงการคูณ เน่ืองจากรูป 

แบบน้ีสามารถอธิบายลักษณะทางกายภาพได้ดีกว่าโครงสร้างความไม่แน่นอนแบบอ่ืน ฟังก์ชันถ่ายโอนท่ีมื 

ความไม่แน่นอนเชิงการคูณ สามารถเขียนเป็นสมการได้ตังน้ี

G = G0(1 + พ;<A),VA < 1 (2.1)

วัตถุประสงค์โดยท่ัวไปของการควบคุมคือ การออกแบบตัวควบคุมท่ีทำให้ผลตอบของระบบมีเสถียรภาพ 

และสมรรถนะตามที,ต้องการด้วยการปัอนกลับ หากแบบจำลองทางคณิตศาสตร์มีลักษณะที,ตรงกับระบบ 

จริง เราจะสามารถออกแบบตัวควบคุมให้สอดคล้องกับวัตถุประสงค์การควบคุมได้ แต่โดยท่ัวไปความไม่ 

แน่นอนทำให้ลักษณะผลตอบของระบบมีสมรรถนะท่ีเลวลง หรือบางคร้ังทำไห้ระบบขาดเสถียรภาพ ตังน้ัน 

เราจำเป็นต้องกำหนดเง่ือนไขเพ่ือประกันว่าระบบจะมีเสถียรภาพและสมรรถนะในขอบเขตท่ียอมรับได้ เรา 

นิยามเสถียรภาพและสมรรถนะของระบบตังน้ี

เสถียรภาพทีระบุ (Nominal Stability: NS) หมายถึงการประกันว่าระบบ ณ สภาวะปกติ (ไม่มีความไม่แน่ 
นอน) มีเสถียรภาพ

เสถียรภาพคงทน (Robust Stability: RS) หมายถึงการประกันว่าระบบมีเสถียรภาพ สำหรับทุกค่าความไม่ 
แน่นอนท่ีมีขอบเขตจำกัด

สมรรถนะที,ระบุ (Nominal Performance: NP) หมายถึงการประกันสมรรถนะของระบบ ณ สภาวะปกติ (ไม่ 

มีความไม่แน่นอน)

สมรรถนะคงทน (Robust Performance: RP) หมายถึงการประกันสมรรถนะของระบบท่ีมีเสถียรภาพคงทน 

และสำหรับทุกค่าความไม่แน่นอนท่ีมีขอบเขตจำกัด

2.3 ก ารว ิเค รา ะห ์เส ถ ีย รภ าพ ค งท น  [1, หน ้า 270-276]

เป็นท่ีทราบกันดีว่าเสถียรภาพของระบบเป็นส่ิงสำคัญท่ีสุดสำหรับการควบคุม เน่ืองจากระบบท่ี 

ขาดเสถียรภาพจะไม่สามารถทำงานได้ตามท่ีต้องการ อาทิเช่น การติดตามสัญญาณเข้า หรือการขจัด 

สัญญาณรบกวน เป็นต้น โดยท่ัวไประบบจะมีความไม่แน่นอน ซ่ึงเป็นสาเหตุให้ระบบขาดเสถียรภาพ เราจึง 
กำหนดเง่ือนไขเสถียรภาพคงทน ต ัวควบคุมท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขตังกล่าวจะทำให้ระบบมีเสถียรภาพทุก



9

รูปที่ 2.5: ระบ บ ควบ ค ุม วงป ิดท ี่ม ีความ ไม ่แน ่น อน

ค ่าค วาม ไม ่แน ่น อน ได ้ เม ื่อพ ิจารณ าเส ถ ียรภ าพ ข องระบ บ วงป ิด ท ี่ม ีค วาม ไม ่แน ่น อน ใน ร ูป ท ี่ 2.5 สมมติให ้ 
ฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน วงรอบ  ณ สภาวะปกต ิ L  ม ีเส ถ ียรภ าพ  จ าก เก ณ ฑ ์เส ถ ีย รภ าพ ไน ค ว ิส ต ์ (Nyquist stability 
criterion) ฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน วงรอบ ต ้องไม ่ล ้อม รอบจ ุด  ( - 1 ,0 )  กำห น ด ให ้ฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน วงรอบ ท ี่ม ีค วาม ไม  ่
แน ่นอน ม ีค ่าด ังน ี้

Lp  =  G K  (2.2)

โดย G  ค ือฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน ข องระบ บ ท ี่ม ีความ ไม ่แน ่น อน ใน ส ม การ (2.1) เง ื่อ น ไข เส ถ ีย รภ าพ ค งท น ค ือ

RS O  Lp ไม ่ล ้อม รอบ จ ุด  ( - 1 , 0 )  (2.3)

Im

รูปที่ 2.6 แสดงกราฟ ข องระบ บ วงเป ิด ท ี่ม ีความ ไม ่แน ่น อน  ระยะท างจากจ ุด  ( - 1 ,0 )  ไป ย ังฟ ังก ์ช ัน  
ถ ่ายโอน วงรอบ ค ือ  ระยะท างท ี่แส ด งถ ึงข อบ เข ต ส ่วน เผ ื่อ เส ถ ียรภ าพ  (stability margin) ของระบบ ณ สภาวะ  
ปกติ ม ีข น าด เท ่าก ับ  |1 +  L ( j ü j ) I น อกจากน ี้วงกลม ร ัศ ม ี \ w i { j o j ) L ( j u j ) \  ท ี่จ ุดศ ูน ย ์กลาง L ( j u j )  หมาย  
ถ ึงความ ไม ่แน ่น อน  ณ ความถี' UI ห าก พ ิจ ารณ าเส ถ ีย รภ าพ ข องระบ บ ท ี่ม ีค วาม ไม ่แน ่น อน  จะได ้ว ่าในแต ่ละ  
จ ุดบ น วงกลม ต ้องไม ่ล ้อมรอบ จ ุด  ( - 1 , 0 )  จ าก ค ว าม จ ร ิงน ี้ เราส าม ารถ แส ด งได ้ว ่า เง ื่อ น ไข เส ถ ีย รภ าพ ค งท น  
เที ย บได ้ก ับ  เง ื่ อนไข ดัง น ี้

RS ฬ IK L Ilo 0 < 1 (2.4)
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โดยที่นอร์มอนันต์ (infinity norm) มีนิยามดังนี้

im io o  =  sup |A '(jw )|

ข้อสังเกต สำหรับฟังก์ชันวงรอบที่มีเฟสไม่ตํ่าสุดและฟังก์ชันวงรอบที่ไม่มีเสถียรภาพ ไม่สามารถวิเคราะห์ 

เสถียรภาพได้จากการพิจารณาการล้อมรอบจุด (-1,0) ในกราฟไนควิสต์ อย่างไรก็ตามเสถียรภาพคงทน 

ของระบบที่ไม่เสถียรจะมีเงื่อนไขเสถียรภาพคงทนเซ่นเดียวกับระบบที่เสถียรดังอสมการที่ (2.4) [22, หน้า 

53]

2.4 ก ารว ิเค ราะห ์ส ม รรถ น ะค งท น  [1, หน ้า 276-281]

รูปที, 2.7: แผน ภ าพ กรอบของระบ บ ควบ ค ุม วงป ีด  เม ือระบ บ ถ ูกรบ กวน

การว ิเคราะห ์สม รรถน ะของระบ บ  เราพ ิจ ารณ าจ าก การรบ กวน ข องส ัญ ญ าณ  ๘2 ด ังร ูปท ี่ 2.7 ห าก ๘2 
ม ีผลต ่อระบบน ้อย ห ม ายค วาม ว ่า เราส าม ารถ ข จ ัด ส ัญ ญ าณ รบ กวน ได ้ด ี น ั่นค ือ  สมรรถนะของระบบด ี เรา 
จ ึงพ ย ายาม ให ้ฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอ น จาก  ๘2 ไป ย ัง Z 2  ม ีค ่าจ ำก ัด  โด ย การอ อกแบ บ ต ัวค วบ ค ุม ไห ้ส อ ด ค ล ้องเง ื่อ น  
ไข สม รรถน ะท ี่ระบ ุด ังอสม การ (2.5)

NP ไไ>f <  1. Vw (2.5)

โดยท ี่ ร  ค ือฟ ังก ์ช ัน ค วาม ไว  (1 +  L )_1 , Wp ค ือฟ ังก ์ช ันน ํ้าหน ักสมรรถนะ, 7  ค อ ค ่าด งท ี่บ วกท ี่แส ด ง  
สมรรถนะของระบบ พ ิจารณ าระบ บ ท ี่ม ีค วาม ไม ่แน ่น อน  จะได ้เง ื่อนไขสมรรถนะคงทนด ังน ี้

RP ไÿ <  1, VSp, Vw ( 2 .6)

โดยท ี่ Sp  =  (1 +  L p ) ~ l เม ือ พ ิจ าร ณ าก รณ ีเล ว ท ี,ส ุดจะเท ียบ เง ื่อน ไขส ม รรถ น ะคงท น ได ้ก ับ เง ื่อน ไขด ังน ี้

+  \WiT \  <  1, Vw (2.7)RP O
Wr. ร + \wiT\ < 1 (2.8)



2.5 วิธีการควบคุมเอชอินฟันิตี้ [2, บทที่ 8 J

รูปที่ 2.8: ระบบควบคุมวงปิด เมื่อแทนการรบกวนด้วยความไม่แน่นอน

จากรูปที, 2.7 เมื่อเปรียบเทีf Iบสัญญาณ ๘1 ที่มาจากความไม่แน่นอน A กับสัญญาณรบกวน ๘2 

และสัญญาณ Z \ เป็นสัญญาณเข้าความไม่แน่นอน A กับสัญญาณสมรรถนะ 22 เราอนุมานได้ว่าระบบ 

มีความไม่แน่นอนในลักษณะป้อนกลับ Ap ดังรูปที่ 2.8 โดยที่ความไม่แน่นอน Ap มี 22 เป็นสัญญาณ 

เข้า และ ๘2 เป็นสัญญาณออก ผลลัพธ์ที่สำคัญจากการอนุมานนี้คือ เงื่อนไขสมรรถนะคงทนสำหรับระบบ 

ในรูปท่ี 2.7 เทียบได้กับเงื่อนไขเสถียรภาพคงทนสำหรับระบบในรูปที่ 2.8 ซึ่งมีความไม่แน่นอนทั้ง A 

และ Ap จากการอนุมานนี้ เราสามารถเขียนปัญหาการออกแบบคัวควบคุมคงทนเป็นปัญหาการควบคุม 

เอชอินหิเนิต้ี นั่นคือ เราจะออกแบบคัวควบคุมคงทนที่ทำให้การรบกวนของ ๘1 และ ๘2 มีผลต่อระบบน้อย 

ที,สุด การกำหนดปัญหาข้างด้นนี้ สามารถเขียนเป็นสมการสถานะได้คังนี้

X A B 1 ร 2

Z = Cr D u D \2

y .
c 2 A n CS 1 

CN
Q

k Z2
T

, พ =  d ,

(2.9)

เมื่อ X คือคัวแปรสถานะของระบบ, 2 = เ2] 22

การวิเคราะห์ความไม่แน่นอนของวิธีการควบคุมเอชอินฟันิตี้ จะรวมความไม่แน่นอน A และ Ap 

เป็นความไม่แน่นอนหนึ่งคัวแบบไร้โครงสร้าง1 จากนั้นจะคำนวณคัวควบคุมเพื่อทำให้ระบบสอดคล้องเงื่อน 

ไขเสถียรภาพคงทนและสมรรถนะคงทน หาก 7 เป็นค่าคงที่บวกใดๆท่ีทำให้เราสามารถคำนวณคัวควบคุม 

ที่มีเสถียรภาพได้แล้ว คัวควบคุมดังกล่าวทำให้ขนาดสูงสุดของฟังก์ชันถ่ายโอนจากสัญญาณรบกวนรวม พ 

ไปยังสัญญาณออกรวม 2 มีค่าน้อยกว่า 1 ซึ่งสามารถเขียนเป็นเงื่อนไขได้คังนี้

ภ ||(*zu/|loo <̂ 1 (2.10)

G  Z W  —

โดยที,
พ {T W iK S

นุ± 005 นุ± 3

'หมายเหตุ อนึ่งการรวมความไม่แน่นอน A และ Ap เป็นความไม1แน่นอนแบบไร้โครงลร้าง จะทำให้เกิดความอนุรักษ์เนึ่องจาก 

ผลของการเชื่อมต่อ (coupling) ระหว่าง du Z2 และ ฟ้2, 21
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การออกแบ บ ต ัวค วบ ค ุม ให ้ฟ ังก ์ช ัน ถ ่ายโอน จาก  d 2 ไป ย ัง Z2 ม ีขน าดต ํ่าท ี่ส ุดและย ังท ำให ้ระบบ ส อดคล ้องก ับ  
เง ื่อนไขสมรรถนะคงทนต ังสมการ (2.7) ท ำได ้โด ยการลดขน าด ของ 7  ให ้ต ํ่าท ี่ส ุด  ต ังน ั้นว ัตถ ุประสงค ์ของว ิธ ี 
การค วบ ค ุม เอช อ ิน ฟ ัน ิต ี้จ ึง เป ็น ต ังน ี้

โดยท่ี ||G«to||oo < 1

การคำนวณตัวควบคุมด้วยวิธีการควบคุมเอชอินฟันิตี้จำเป็นต้องมีข้อสมมติฐาน เพื่อม่ันใจว่าเรา 

จะสามารถคำนวณตัวควบคุมให้ระบบมีเสถียรภาพและสอดคล้องกับเงื่อนไขสมรรถนะคงทนได้ โดยสมมติ 

ฐานตังกล่าวได้แก่

1. (A ,B 2) สามารถทำให้มีเสถียรภาพได้ (stabilizable) และ (A,c2) สามารถตรวจจับได้ (detectable) 
ซึ่งสมมติฐานข้อนี้ มีไว้เพื่อประกันว่าเราสามารถสังเคราะห์ตัวควบคุมที่มีเสถียรภาพได้

2. £>12 มีอันดับสดมภ์เต็ม (full column rank) และ £>21 มีอันดับแถวเต็ม (full row rank) หาก 

ระบบสอดคล้องกับสมมติฐานข้อนี้แล้ว จะได้ว่าตัวควบคุมที่สังเคราะห์ได้จะมีอันดับพหุนามของเศษ 

น้อยกว่าหรือเท่ากับอันดับพหุนามของส่วน

สมมต ิฐานข ้อ 3 และ 4 ม ีไว ้เพ ื่อป ระก ัน ว ่าต ัวควบ ค ุม ท ี่ส ัง เคราะห ์ได ้จะไม ่ม ีการต ัดก ัน ของข ั้วและศ ูน ย ์ท ี ่
แกน จ ิน ตภ าพ อ ัน เป ็น เห ต ุให ้ระบ บ วงป ิด ข าด เส ถ ียรภ าพ ใน  ห ากระบ บสอดคล ้องก ับ ข ้อสมม ต ิฐาน ข ้างด ้น  เรา 
จะส ัง เค ราะห ์ต ัวค วบ ค ุม ได ้จ ากส ม การร ิกค าต ิเก ี่ย ว เน ื่อง  2 สมการ (Two coupled Riccati equations) ต ังน ี้

m in  7K (2.11)

A  — j  น} I  B 2 
Cl £>12

ม ีอ ัน ต ับ ส ด ม ภ ์เต ็ม ท ุกค วาม ถ ี น}

A  -  j u l  B i  
c2 £ > 2 1

ม ีอ ัน ต ับ แถ ว เต ็ม ท ุก ค วาม ถ ี น}

P Â  +  Â T P  +  C T C  - P ( B 2B T  - B xB j ) P  =  0 

Â Q  +  Q Â T +  B É T - Q { C 2T C 2 - F T F ) Q  =  0

/จ{ P Q )  -= m a x , |A i(P < 5 )| <  1

Â  =  A  — B 2 D j 2 c '1

CTC =  CT (£ -£> 12!)?2) Cl
Â  =  A  +  B i { I - D T D 2i ) B T P - B i D T C 2

B B t  =  B i  ( £ - £ > 2 !i D 2i ) B i T c2 =  c2 +  D 2i B y P  
F  =  DT2C i +  B T  P

X =  Âx + (BiDTi +QCT)y
น =  (£>12 C l +  B j p ) x

โดย X  ค ือต ัวแป รส ถาน ะข องต ัวค วบ ค ุม
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2.6 สรปุ

ปัญหาที่เกิดขึ้นกับการออกแบบตัวควบคุมสำหรับระบบเซิงเส้นคือ การที่แบบจำลองทางคณิตศาสตร์กับ

ระบบจริงมีความแตกต่างกันหรือระบบมีความไม่แน่นอน ดังนั้นเราจำเป็นต้องออกแบบตัวควบคุมคงทนที่ 

ทำให้ระบบสอดคล้องกับเงื่อนไขเสถียรภาพคงทนและสมรรถนะคงทน เพื่อการประกันว่าตัวควบคุมที่ออก 

แบบสามารถนำไปใช้กับระบบที่มีความไม่แน่นอนไต้จริง หัวช้อสุดท้ายเป็นการเสนอการออกแบบตัวควบ 

คุมเอซอินฟันิตี้สำหรับระบบที'มีความไม่แน่นอน โดยตัวควบคุมที่ออกแบบได้สามารถประกันเสถียรภาพ 

คงทนและสมรรถนะคงทน ในการกำหนดฟังก์ชันนั้าหนักความไม่แน่นอน จะพิจารณาจากความแตก

ต่างของลักษณะของระบบที่เกิดขึ้นจริงกับแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ สำหรับการกำหนดฟังก์ชันนั้าหนัก 

สมรรถนะ จะกล่าวต่อไปในบทท่ี 4
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