
บทท่ี 3

การวิเคราะห์และสังเคราะห์ผิว

เน ื่องจ าก ค วาม อน ุร ักษ ์ท ี่เก ิด จากการออกแบ บ ต ัวค วบ ค ุม เอช อ ิน ท ี)น ิต ี้ จะท ำให ้ต ัวควบ ค ุม ไม ่ส าม ารถ  
ปร ับปร ุงสมรรถนะของระบบให ้ด ีได ้ ใน บท น ี้จะเสน อการว ิเคราะห ์ม ิว  (/^-analysis) และส ังเคราะห ์ม ิว  
(/i-synthesis) เพ ื่อล ด ค วาม อน ุร ักษ ์จากการไม ่ค ำน ึงถ ึงโค รงส ร ้างค วาม ไม ่แน ่น อน  ห ัวข ้อ แรกจ ะเป ็น การ  
แน ะน ่าเม ท ร ิกช ์ท ี่ส ำค ัญ ต ่อการว ิเคราะห ์และส ังเค ราะห ์ม ิว  ห ัวข ้อท ี่ส องจะเป ็น การว ิเค ราะห ์เส ถ ียรภ าพ ค ง  
ทนและสมรรถนะคงทนของระบบ MIMO และ SISO จากน ั้น จะเสน อการส ังเคราะห ์ม ิว  เพ ื่อ ก าร อ อ ก  
แบ บ ต ัวควบ ค ุม ม ิวท ี่ม ีความ อน ุร ักษ ์น ้อยกว ่าต ัวค วบ ค ุม เอชอ ิน ท ี)น ิต ี้

3.1 เม ท ร ิก ซ ์ถ ่าย โอ น ส ำห ร ับ ก ารว ิเค ราะห ์แ ล ะส ัง เค ราะห ์ต ัวค วบ ค ุม  [1, ห น ้า  291-302]

รูปที, 3.1: แผน ภ าพ กรอบแส ดงโครงส ร ้าง P  สำหร ับ เง ื่อนไขสมรรถนะคงทน

รูปที, 3.1 แสดงระบบควบค ุมซ ึ่งป ระกอบด ้วยเมทร ิกซ ์ถ ่ายโอน  P  ม ีส ัญ ญ าณ เข ้า  3 ส ัญญ าณ
ค ือ  ส ัญ ญ าณ  ( il  เป ็น ส ัญ ญ าณ รบ กวน ท ี่เก ิดจากความ ไม ่แน ่น อน  A  ซ ึ่ง เป ็น ค วาม ไม ่แน ่น อน ม ีค ่า เป ็น  

A j 0 “
A = 1 d-2 ค ือส ัญ ญ าณ รบ กวน ภ ายน อก และส ัญ ญ าณ ควบค ุม  น ท ี่ม าจ าก ต ัวค วบ ค ุม  K

โ 0  A n_
ส ำห ร ับ ส ัญ ญ าณ ออกม ี 3 ส ัญ ญ าณ ได ้แก ่ Zi เป ็น ส ัญ ญ าณ เข ้าความ ไม ่แน ่น อน , 22 เป ็น ส ัญ ญ าณ ออกของ  
ระบบและ y  ค ือส ัญ ญ าณ ท ี่ว ัดได ้และเป ็น ส ัญ ญ าณ เข ้าต ัวควบ ค ุม  จากร ูปท ี่ 3.1 เราจะส ร ้างค วาม ไม ่แน ่น อน  
เส ม ือน  A P  ม ิต ิใด ๆ  ส ัญญ าณ  Z-2 เป ็น ส ัญ ญ าณ เข ้าและส ัญ ญ าณ  d 2 เป ็น ส ัญ ญ าณ ออกข องค วาม ไม ่แน ่
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นอน A p  ความไม่แน่นอนนี้สร้างขึ้นเพื่อวิเคราะห์ลมรรถนะของระบบ หรือการแปลงรูปแบบปัญหาจาก 
สมรรถนะคงทนเป็นเสถียรภาพคงทน โดยการรวมความไม่แน่นอนเสมือน A r  เข้ากบ A เป็นความไม่แน่
นอน À ซ ึ่งม ีค ่าเป ็น  À = A 0 

0 A P เราสามารถเข ียนแผนภาพกรอบได้ใหม่เป ็นดังรูปท ี่ 3.2

รูปที่ 3.2: แผนภาพกรอบแสดงโครงสร้าง P  สำหรับเงื่อนไขเสถียรภาพคงทน

จากรูปที่ 3.2 เม ื่อรวมต ัวควบคุม K  เข ้าก ับเมทริกซ ์ถ ่ายโอน P  จะได้เมทริกซ์ถ่ายโอน N  ซึ่งสอดคล้องกับ 
แผนภาพกรอบดังรูปที่ 3.3 เมท'ริกซ์ถ่ายโอน N  ม ีค ่าเป ็น

N  = P n + P 12K ( I - P 22K r l P21

รูปที่ 3.3: แผนภาพกรอบแสดงโครงสร้าง N  A



1(1

จากรูปท่ี 3.2 เมื่อเราพิจารณาเฉพาะความไม่แน่นอน A ท่ีเกิดขึ้นจริง จะได้เมทริกซ์ถ่ายโอน M สอดคล้อง

กับรูปท่ี 3.4 กำหนดให้ N  เป็นเมทริกซ์สัดส่วนสัมพันธ์มีค่าเป็น 

แน่นอน A เมทริกซ์ถ่ายโอน M จะมีค่าเป็น

N\\ N12
7V21 N-22

เม่ือพิจารณาเฉพาะความไม่

M = Nu (3.ท

รูปที 3.4: แผนภาพกรอบแสดงโครงลร้าง MA

3.2 ก ารว ิเค ราะห ์เส ถ ีย รภ าพ ค งท น แ ล ะส ม รรถ น ะค งท น ส ำห ร ับ ระบ บ  M IM O  [1, หน ้า  
303-325]

เน่ืองจากเมทริกซ์ถ่ายโอน M พิจารณาความไม่แน่นอนที'เกิดข้ึนจริงกับระบบ ดังน้ันเราสามารถ 

วิเคราะห์เสถียรภาพคงทนได้จากเมทริกช์ถ่ายโอน M  หากกำหนดให้ M  และ A เสถียร เง่ือนไขเสถียร 
ภาพคงทนของระบบคือ

RS 44 d e t(/-M A ) ไม่ล้อมรอบจุดกำเนิด (3.2)

44 แ/ + MAIloo > 0, Vw,VA (3.3)

44 บิ(M)â(A) < 1, Vüj,VA (3.4)

โดยท่ี บิ(-) คือค่าเอกฐานมากที,สุด หาก â(A) < 1 เม่ือพิจารณากรณีเลวท่ีสุดจะได้ว่า

RS <̂  บิ{M) < 1, Vw (3.5)

จากรูปที' 3.4 เม่ือนำเมทริกช์ปรับมาตราส่วาเ D และ D~l เพ่ิมลงในโครงสร้าง MA ดังรูปที' 3.5 ระบบ 

ยังคงเป็นระบบเดิมที'มีเมทริกซ์ถ่ายโอน M  ใหม่และความไม่แน่นอนใหม่ เม่ือเราพิจารณาเสถียรภาพของ 

ระบบ พบว่าเสถียรภาพของระบบเหมือนเดิม ดังน้ันเราสามารถเขียนเง่ือนไขเสถียรภาพคงทนใหม่ได้เป็น

RS 4= บิ{DM D~X) <  l,Vw A = D AD ~l (3.6)

คุณสมบติการปรับมาตราส่วนดังกล่าวจะเป็นพ้ืนฐานความเข้าใจในการพิจารณาโครงสร้างความไม่แน่นอน 
เพ่ือการสังเคราะห์ตัวควบคุมมีวต่อไป



17

NHW UNCERTAINTY

NEW M

รูปท่ี 3.5: การปรับมาตราส่วนด้วยเมทริกซ์ปรับมาตราส่วน

3.2.1 ค่ามิว (Structured Singular Value, /x)
ค่ามิวเป็นฟังก์ชันท่ีใช้สำหรับการกำหนดเง่ือนไขเสถียรภาพคงทนและสมรรถนะคงทน ซ่ึงคำนึงถึง 

โครงสร้างความไม่แน่นอนโดยเรานิยามค่ามิว ดังนี้ 

นิยามค่ามิว

กำหนดให้ M  เป็นเมทริกช์ถ่ายโอนเซิงซ้อนและ A เป็นความไม่แน่นอนเม่ือ <r(A) < 1 ซ่ึงสอด 

คล้องกับรูปท่ี 3.4 จะได้ว่า

P =  (mm{fcm|det(7 -  kmM A) =  0,â(A) < l } ) -1 (3.7)

เพ่ือความเช้าใจค่ามิวย่ิงข้ีน เราจะกล่าวถึงคุณสมป้ติของค่ามิวบางประการดังน้ี 

คุณสมบ?เของค่ามิว

1. แ(aM) = \a\p,(M)

เม่ือ a คือค่าสเกลาร์จริง (real scalar) หรือค่าสเกลาร์เซิงซ้อน (complex scalar)

น่ันคือ ความสัมพันธ์ระหว่างการคูณด้วยค่าสเกลาร์และค่ามิวเป็นความสัมพันธ์เซิงเส้น

2. หาก A = 61 เม่ือ 6 คือค่าสเกลาร์เซิงซ้อนจะได้ว่า

Ma (M )= p(M) (3.8)

เมื่อ P คือขนาดค่าเจาะจงมากท่ีสุดของเมทริกซ์ M  หรือ p = max; |A;(M)|

3. ถ้า A เป็นความไม่แน่นอนแบบไร้โครงสร้างหรือท่ีมีค่าทุกองค์ประกอบ (full block) จะได้ว่า

MA ( M)  =  â { M) (3.9)
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4. ค ่าม ิวจะถ ูกจำก ัดขอบเขตด้วยค ่าเจาะจงมากท ี่ส ุด (spectral radius) และค่าเอกฐานมากทีส ุด (maxi
mum singular value) ชงสามารถเขยนเปนอสมการโด้ดงน

p{M)  <  p a {M)  <  â{M)  (3.10)

จากคุณสมปติข้อ 2 และข้อ 3 จะได้ว่าค่าม ิวที่ต ํ่าส ุดได้มาจากความไม่แน่นอนที่ม ีโครงสร้างทแยง 
มุม (diagonal martix) และค่ามิวที่ส ูงสุดได้มาจากความไม่แน่นอนแบบไร้โครงสร้างหรือมีค่าทุกองค์ 
ประกอบ

5. พ ิจารณาเมท'ริกซ์ บ ที่ม ีโครงสร้างเหมือนกับ A ได้ว่า

Pa {MU) = p a {M) = p a {UM)  (3.11)

6. จากข้อ 5 ถ้าพ ิจารณาเมทริกซ์ปรับมาตราส่วนซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขสมมาตร A D = D A  จะได้ว่า

Pa (DM)  =  PA (MD)
Pa { DMD~ 1) — p a {M)  (3.12)

นั่นคอ การปรับมาตราส่วนด้วยเมทริกซ์ท ี่สอดคล้องกับเงื่อนไขสมมาตรไม่ม ืผลต่อค ่าม ิว

7. พ ิจารณาขอบเขตค่าม ิวก ับเมทริกซ ์ปรับมาตราส ่วน จะได้ว่า

P A ( M ) < â ( D M D - 1) (3.13)

จากคุณสมปติข้อ 6 และ 7 เราจะนำไปประยุกต์ใช้ในการสังเคราะห์ดัวควบคุม

3.2.2 ท ฤ ษ ฎ ีเส ถ ีย รภ าพ ค งท น

กำหนดให้ M  เป็นระบบปกติและ A เสถ ียร ซึ่งสอดคล้องรูปที่ 3.4 หากระบบ M A  เสถ ียร สำหรับ 
ทุกค่า ct(A) <  1 จากเงื่อนไขเสถียรภาพคงทนใน (3.4) และคุณสมปติค่ามิวในข้อที่ 3 และ 4 จะได้ว่า

RS O  MA(M(jw)) < 1, Vu; (3.14)

3.2.3 ท ฤ ษ ฎ ีส ม รรถ น ะค งท น

กำหนดให้ N  สอดคล้องกับรูปที, 3.3 และระบบสอดคล้องกับเงื่อนไขเสถียรภาพคงทนแล้ว เรา 
นิยามเงื่อนไขสมรรถนะคงทนได้ดังนี้

RP O  pÀ{N(jui))  <  1, Vu> (3.15)

สรุปเงื่อนไขสำหรับเสถียรภาพและสมรรถนะคงทน เม ื่อพ ิจารณ าด ้วยค ่าม ิวด ังน ี้
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1. NS N มีเสถียรภาพภายใน

2. NP <า> â(N22) < 1, Vw และสอดคล้องกับเง่ือนไข NS

3. RS Ma (M) < 1 และสอดคล้องกับเง่ือนไข NS

4. RP O fj,^(N) < 1 และสอดคล้องกับเง่ือนไข NS

3.3 การวิเคราะห์เสถียรภาพคงทนและสมรรถนะคงทนสำหรับระบบ SISO
พิจารณาเสถียรภาพคงทนและสมรรถนะคงทนของระบบควบคุมดังรูปท่ี 2.8 แสดงระบบควบคุม 

ท่ีมีสัญญาณอ้างอิงหน่ึงสัญญาณและสัญญาณควบคุมหน่ึงสัญญาณ น่ันคือความไม่แน่นอนรวมของระบบมี

ค่าเป็น Â = 

เป็น

A
0

0

A P.
โดย A มีมิติเป็น 1x1 และเมทริกซ์ถ่ายโอนท้ังสามของระบบจากหัวข้อ 3.1 มีค่า

0 0 W i

WP ท  
7 G °

ÎÜE. ^ G o

Go 1 - G o  _
_  W iT  W iK S

. ^G oS  à -ร
M = W iT

เง่ือนไขเสถียรภาพคงทนของระบบ SISO คือเง่ือนไขในอสมการ (3.14) และเง่ือนไขสมรรถนะคงทนของ 

ระบบ SISO คือเง่ือนไขในอสมการ (3.15) พิจารณาค่ามิวในเง่ือนไขสมรรถนะคงทนของระบบ SISO

จากคุณสมบ้ติของค่ามิวข้อท่ี 2, 3 และ 4 จะได้ว่า

=  /*À
W iT  W iT

1'^ ร ^ ร

(3.16)

\ w iT \  ■เ ^ ร = A*Â(พ) < â (N ) (3.17)

จากอสมการ (3.17) หาก â(N) มีค่าน้อยกว่าหน่ึง จะทำให้ค่ามิวของ N  น้อยกว่าหน่ึงด้วย ดังน้ันหากเรา 

ออกแบบตัวควบคุมเอซอินหิเนิต้ีท่ีสอดคล้องเง่ือนไขสมรรถนะคงทนแล้ว ตัวควบคุมมิวจะสอคคล้องเงื่อน 

ไขสมรรถนะคงทนเช่นกัน แต่ในทางกลับกันไม่เป็นจริง

3.4 การสังเคราะห์มิว ( f i  synthesis) [1, หน้า 335-343]
วิธีการสังเคราะห์มิว เป็นการคำนวณตัวควบคุมให้สอดคล้องกับเง่ือนไขเสถียรภาพคงทนและ

สมรรถนะคงทน ด้วยการพิจารณาโครงสร้างความไม่แน่นอน เมทริกช์ปรับมาตราส่วนเป็นเมทริกซ์ท่ีใข้ใน
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การลดความอนุร ักษ์ของการสังเคราะห์ต ัวควบคุม การสังเคราะห์ม ิวคือการนำวัตถุประสงค์การควบคุมใน 
(2.10) รวมเมทริกซ์ปรับมาตราส่วน วัตถุประสงค์การควบคุมของการสังเคราะห์ม ิวจะเป ็นตังน ี้

min min ||Z?À’’£)_1 lloo (3.18)

ปัจจุบ ันยังไม่ม ีการคำนวณวิธ ีใดที่สามารถสังเคราะห์ต ัวควบคุมได้จากวัตถุประสงค์ต ังกล่าวโดยตรง 
อย่างไรก็ตามในทางปฎิยัต ิ วิธีสำหรับการสังเคราะห์ตัวควบคุมมิวที่ใช้ในปัจจุบ ัน คือ การวนรอบดีเค 
(DK- iteration) ซ ึ่งรวมการส ังเคราะห ์ต ัวควบคุมเอชอ ินฟ ัน ิต ี้และการวิเคราะห ์ม ิวเข ้าด ้วยก ัน การคำนวณ 
จะเริ่มจากการคำนวณขอบเขตบนของค่าม ิวต ังในอสมการ (3.13) และเปลี่ยนแปลงเมทริกช ์ปรับมาตรา 
ส่วนไปเรื่อยๆ จนกระทั่งการวนรอบไม่สามารถลดขนาดขอบเขตบนของค่าม ิวหรือลดได้น ้อย

3.4.1 ข ั้น ต อ น ข อ งก ารอ อ ก แ บ บ ต ัว ค ว บ ค ุม ด ้ว ย ก ารว น รอ บ ด ีเค

การส ังเคราะห ์ต ัวควบคุมด ้วยการวนรอบเริ่มจากการกำหนดค่าเร ิ่มต ้นของเมทริกซ ์ปรับมาตราส ่วน 
โดยทั่วไปจะกำหนดให้เมทริกซ์ปรับมาตราส่วนมีโครงสร้างเสถียร จากนั้นจะวนรอบเพ ื่อคำนวณตัวควบคุม 
ซึ่งประกอบด้วย 2 ขั้นตอน ต ังน ี้

1. ขั้นตอนเค (DT-step) เป ็นการสังเคราะห ์ต ัวควบคุมด ้วยวิธ ีการควบคุมเอชอินฟ ัน ิต ี้โดยให ้เมทรืกช ์ปรับ 
มาตราส่วนม ีค ่าคงท ี่ ว ัตถุประสงค์ของการสังเคราะห์ตัวควบคุมในขั้นตอนนี้ค ือ

min | |£ W £ r 1||0O (3.19)

2. ขั้นตอนดี (D-step) เม ื่อได้ต ัวควบคุมตังขั้นตอนเคแล้ว เราจะหาเมทรืกซ์ปรับมาตราส่วนใหม่เพ ื่อ 
คำนวณในรอบต่อไป โดยวัตถุประสงค์ในขั้นตอนนี้คือ

min ||D7VZ)“ 1||00 (3.20)

เม ื่อได้เมทริกซ์ปรับมาตราส่วนใหม่แล้ว ให้กลับไปขั้นตอนเคเพื่อสังเคราะห์ตัวควบคุมใหม่ 
การวนรอบจะหยุดเม ื่อขอบเขตค่าม ิวในแต่ละรอบมีขนาดใกล้เค ียงก ันหรือม ีค ่าน ้อยกว่าหนึ่ง

ปัญหาของการวนรอบดีเคคือ ในขั้นตอนดีและขั้นตอนเคต่างก็เป็นการคำนวณเพื่อหาค่าที่เหมาะ 

สมที่สุดแบบนูน (convex optimization) แต่การรวมขั้นตอนทั้งสองเข้าด้วยกันไม่ได้ให้คำตอบที่เหมาะสมที่ 

สุดสำหรับปัญหา (3.18) ตังน้ันคำตอบที่'ได้อาจลู่เข้าสู่คำตอบเฉพาะท่ี (local solution) และวิธีนี้ไม่ประกัน 

การลู่เข้าของคำตอบ บางกรณีอาจลู่เช้าช้าหรือบางกรณีไม่ลู่เช้าเลย [33] ซึ่งอาจมีสาเหตุจากการคำนวณ 

เซิงเลข ทางหนึ่งท่ีช่วยให้การคำนวณลู่เช้าสู่คำตอบคือ การเพิ่มค่ามิวระหว่างการคำนวณซึ่งอาจช่วยแก้ 
ปัญหาได บ้้างในบางกรณี ตังน้ันการคำนวณเซิงเลขเพ่ือให้ได้คำตอบวงกว้าง (global solution) และประกัน 

การลู่เข้าของคำตอบยังเป็นปัญหาเปิดที่ได้รับความสนใจในระยะเวลา 5 ปีที่ผ่านมา [34]

การส ังเคราะห ์ต ัวควบคุมด ้วยทารวนรอบดีเคน ี้ จะทำให้อ ันดับของตัวควบคุมมีค ่าเท ่าก ับอันตับของ 
ระบบบวกด้วยอันดับของฟังก์ช ันนั้าหนัก และบวกกับสองเท่าของอันตับของเมทรืกช์ปรับมาตราส่วน ซึ่ง 
ต ัวควบคุมม ิวจะม ีอ ันต ับส ูงกว่าต ัวควบคุมเอซอินฟัน ิต ี้ ต ังน ั้นข ้อเส ียอ ีกข ้อของวิธ ีการส ังเคราะห ์ม ิวหรือว ิธ ี 
การวนรอบดีเค ค ือ ตัวควบคุมที่ออกแบบได้มีอันดับสูง
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3.5 สรุป

ในบทน ี้ได้กล่าวถึงการวิเคราะห์เสถียรภาพและสมรรถนะคงทนของระบบ MIMO และ SISO เพ่ือ 

การสังเคราะห์มิวจากวิธีการวนรอบดีเค เมื่อพิจารณาข้อดีข้อเสียระหว่าง วิธีการควบคุมเอชอินพินิตี้และ 

วิธีการสังเคราะห์มิว วิธีการควบคุมเอชอินพินิตี้เป็นตัวควบคุมที่มีความอนุรักษ์สูง ทำให้ไม่สามารถปรับ 

ปรุงสมรรถนะของระบบให้ดีได้ ต่างจากตัวควบคุมจากวิธีการสังเคราะห์มิวซึ่งคำนึงถึงโครงสร้างความไม่ 

แน่นอนของระบบ ทำให้ตัวควบคุมมิวมีความความอนุรักษ์น้อยกว่าและปรับปรุงสมรรถนะของระบบให้ดี 

ข้ึนด้วย อย่างไรก็ตามตัวควบคุมมิวจะมีอันดับสูงกว่าตัวควบคุมที่ได้จากวิธีการควบคุมเอซอินพินิตี้ ใน 

การนำไปประยุกต์ใช้จริงหากตัวควบคุมมีอันดับสูง อาจทำให้เกิดปัญหาเชิงเลขขณะนำไปใช้จริงกับระบบ 

ได้ แนวทางการแก้ปัญหานี้อาจทำได้ด้วยการลดอันดับของตัวควบคุม เพ่ือทำให้การคำนวณสะดวกข้ึน 

สำหรับกรณีที่ระบบควบคุมที่มีอันดับตํ่า ตัวควบคุมจากวิธีการสังเคราะห์มิวจะมีอันดับไม่สูงเกินไป วิธี 

การสังเคราะห์มิวนำจะเป็นวิธีที่เหมาะสมกว่าวิธีการควบคฺมเอชอินพินิตี้
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