
เ ท ค น ิ ค ก า ร ห า ค ่ า เ ห ม า ะ ส ํ ม ท ี ่ ส ํ ค  

Linear Programming

L i n e a r  P rog ram m ing  เป ็นเทคนิคทารหาค่าเหมาะส ํมท ี ่ส ํดสำหร ับ 

ปัญหาที่มี ออปเจกฑีพ่ป ังกร ัน และส ํมการเง ื ่อนไขเป ็นป ังก ็ร ่นท ี ่ เป ็น เข ีง เล ัน  โดย 

ส ํมการเง ื ่อนไขน ั ้น เป ็นแบบเท่าก ับ หร ือไม่ เท่ากับก็ได ้

1. ร ูปแบบมาตรฐานของ L i n e a r  P rog ram m ing

ลักษณะปัญหาทาง L i n e a r  P rog ram img  จะ เข ียนในร ูป  

ม าตรฐาน  โดยจะเป ็นการหาค ่าต ั ๋ าส ํดของออปเจกฑ ีพ ่ป ังก ็ร ่น ส ํมการเง ื ่อนไข 

ทั ้งหมดจะเป ็นแบบเท ่าก ับ และต ัวแปรออกแบบทั ้งหมดต้องมากกว ่า - หรือ เท่ากับ 

สํนย ร ่งจากมาตรฐานข ้างด ้นสำมารถเข ียนเป ็นร ูปแบบคณ ิตสำส ํตรได ้ท ั ้ ง  แบบ

ส ํ เกลลา แล ะแบบ เวก เตอ ร  

แบบสํ เกลลา 

หาค่าตา;สํดของ

f ( x :1 , x e , . . .  , x „ )  = C AX 1 + C c x e + . . .  + c t1 x r1

โดยม ีส ํมการเง ื ่อนไข

a11x1+a12x2+ ••- + a. X1 ไท ท ะ ะ b.
a21x1+a22X2+ ••- + a„ X£ท ท ะะ: K

am1x1+a„2x2+ ••- + a X
tn ท n = ๖

tn

และ X 1., XE, .. . , xn > 0
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แ บ บ เ  ว ก เ ต อ ร

หาค ่ าต1าส ํ ดชอง  c \ x

‘โ ด ย ม ี ส ํ ม ก า ร เ ง ื ่ อ น ไ ข

a . x  = b

แล; X > 0

ร ดย X =

a =

a 1 1 a i E  * • •
a,1  ท

a £  1 a 2 E  • • *
a o£  T 1

•
*

a  ,  ■ t n  1 a m E  • • •
a t n n

2. การแปลงรห ้อย ู ่ รนร ูปแบบมาตรฐาน

รดยทั ่วรปป็ญหาทาง L i n e a r  P rog ram m ing  น ันอาจจะรม ่อย ู ่  

รนร ูปแบบมาตรฐานก ็ได ้  แด' L i n e a r  P rog ramm ing  ก ย ังส ำม า รถ ร îfกับปิญหา 

ลงกล ่าวได ้โดยการแปลงร ูปแบบของป ้ญหาน ั ้นรห ้อย ู ่ ในร ูปมาตรฐาน
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ก. เม ื ่อต ้องการหาค่าสํงสํคของออปเจกฑี 'ฟฟ้งก ็ îfน

ค่าสํงสํดของฟ้งก็ข้น f ( X x , X E, . . .  , X r1) จะมี  

ค ่าเท่ากับค่าตาสํดปีองฟ้งก็ข้น - f  (X1, x e , . . .  , XT1) ด ังน ั ้นเม ื ่อต ้องการหา 

ค่าส ํงส ํดของออปเจกที 'ฟฟ้งก็ข ้นก็สำมารถท่าได้โดย หาค่าตั ๋ าสํดของออปเจกที 'ฟ 

ฟ้งก็ข้นที ่ เป็นลบนั ้น ดังนี

หาค่าสํงสํดของ

f  = C ! X 1+C2X 2+ ••-  + c »x 1

แปลงเป ็น หาค่าตั ๋ าสํดของ

f ’ = - f  = - c  X - c  X -
1 1  Z  Z

~ c _ xท n

ข. เมอเงอนไขเป ็นแบบไม ่ เท ่าก ับ

ถ ้าเง ื ่อนไขท ี ่ต ้องการเป ็น แบบน้อยกว่า หรือ เท่ากับก็ 

สำมารถแปลง เป ็นเง ื ่อนไขแบบเท่าก ับได ้  โดยกำหนดต ัวแปรท ี ่มากกว ่าเท ่าก ับ

ส ํนฮ ์บวกเข ้าไป ที ่ งเร ียก ต ัวแปรท ี ่บวกเข ้าไปว ่า  ต ัวแปร S l a c k

เงื ่อนไขแบบน้อยกว่า หร ือเท่าก ับ

a k i x i+ a k 2x 2+ ••-  +a * - x -  < ๖ ,

แปลงเป ็นแบบเท ่าก ับได ้

ร.^. X +a_„x„+ . . .  + a _ _ x _ + x _ = ๖1_k l l  k  £  E  k  n  ท  r *  +  1  k

\ \ ' โ ! ) 0ว 0ไ 1 า 0
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ถ ้าเง ื ่อนไขท ี ่ด ้องการเป ็นแบบมากกว ่า  หร ือเท่าก ับ จะ 

แปลงร ูปโดยลบ?(มการเง ื ่อนไขด ้วย ต ัวแปร S l a c k

เง ื ่อนไขแบบมากกว ่าหร ือเท ่าก ับ

a* 1:x 1 +a RCx E+ . . .  + a „ „ x ,1 > b fc

แปลงเป ็นแบบเท ่าก ับได ้

a * 1* 1+akEx e+ ••-  + a fcrx i1 - x „ +1 = b k

โดย XT,+ 1 = ต้ว แปร S l a c k

ค. เม ื ่อต ัวแปรออกแบบน้อยกว ่าศ ูนอ

โดยทั ่วไป ค ่าของต ัวแปรออกแบบจะมากกว ่า  หรือ

เท่ากับฬูนย แต ่อาจม ีบางกรณีที ่ต ัวแปรออกแบบอาจมากกว ่า เท่ากับ หรือน้อย

กว่าศูนอก็ 'ไต้  ด ังน ั ้นถ ้าไม ่ไต ้กำหนดว ่าต ัวแปรออกแบบต ้องมากกว ่า หร ือเท่าก ับ 

ฬูนย ต ัวแปรออกแบบนั ้นอาจเป ็นค่าลบก ็ไต ้  โนกรณีน ั ้ฬามารถแปลงต ัวแปร

ออกแบบ โดยโห ้ต ัวแปรออกแบบนั ้ เท ่าก ับผลต ่างของต ัวแปรที ่มากกว ่า หร ือเท ่า 

กับศูนย 2 ตัว

ค ่ า  X ,  เ ป ็ น ต ั ว แ ป ร อ อ ก แ บ บ ท ี ่ ม ี ค ่ า เ ป ็ น ล บ ไ ด ้

แปลง X 1 = X 1 * -  X / '

เมื ่อ X 1’ , X 1" >o
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วิธี Simplex

ก า ร แ ก ้ ป ั ญ ห า  L i n e a r  P rog ram m ing  น ั น ค ื อ  ก า ร ห า  B a s i c  

F e a s i b l e  S o l u t i o n  ที ่ ท ่ าให ้อ อ ป เ จ ก ท ี ฬ ป ั ง ก ็ ร ่นม ี ค ่ า ช ุ ง ชุด ห ร ื อ ต า ช ุ ดน ั ้ น เ อ ง  

ใ น ก ร ณ ี ท ี ่ ม ี ต ั ว ฺ แ ป ร  ห ร ื อ ม ี ส ํ ม ก า ร เ ง ื ่ อ น ไ ป ี ม า ก ก ็ จ ะ ม ี  B a s i c  F e a s i b l e

S o l u t i o n  ม า ก ด ้ ว ย  ก า ร ท ี ่ ต ้ อ ง ห า  B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ท ุ กชุดแ ล ้ ว  

พ ิ จ า ร ณ า ห า ช ุ ด ท ี ่ ใ ห ้ ค ่ า อ อ ป  เ จ ก ท ี ' ฟ ป ั ง ก ็ ร ่ น ม ี ค ่ า เ ห ม า ะ ส ์ ม ท ี ่ ช ุ ด น ั ้ น  จ ง เ ป ็ น ก า ร แ ก ้

ป ั ญ ห า  L i n e a r  P rog ram m ing  ท ี ่ ย ุ ่ ง ย า ก  แ ล ะ เ ส ื ย เ ว ล า ม า ก

วิธี  S im p le x  เป ็นการแก ้ป ัญหาด้วยการหา B a s i c  F e a s i b l e  

S o l u t i o n  เปนชุด ๆ โดย B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  แต่ละชุดที ่หาได้ 

จะให ้ค ่าออปเจกท ี ,ฟปังก็ร่นที ่คืปีนเรื ่อย ๆ จนได้ค่าเหมาะสํมที ่ช ุด

1. S im p l e x  A l g o r i t h m

วิธี  S im p l e x  จะเร ิ ่มด ้วยการจ ัดออป เจกที 'ฟปังก็ร่น และ 

ส ่มการเง ื ่อนไขแบบเท ่าก ับ ให้อย ู ่ ในร ูปแบบ C a n o n i c a l  ท่ีมี B a s i c

F e a s i b l e  S o l u t i o n  ด ังแส ํดงในส ์มการ 4 . 1

l . X l  + o . x e+ . . .  + o .x m+a’ 1 1X111+1+ . . .  + a ’ 1>Tix ’ ii

o . x 1 + o . x B+ . . .  + o . x „ + a ’ B>B1̂ 1 x m„  . . .
*

o . x ^ o . x , 1,+ . . .  +O.Xm - f  + c ’ m+1x m+1 + . . .  + c ’ 11111X r1 = - f  ’ 0

-------- 4 .1

โดย a ’ 11, c ’ 1, b ’ 1 และ f ’ 0 เป็นค่าคงที ่  ส ่วน ( - f )  เปน

ป ั ง ก ็ร ่นป ีอ ง ต ัวแปร B a s i c  ปีอ ง ร ูปแบบ C a n o n i c a l



จาก๙มการ 4 .1  

จะได ้

x t = b» 1

f  = £ ’ 0

x t ; i = l , 2 ,  . . .  ,m จ ะ เปน  B a s i c  F e a s i b l e  

S o l u t i o n  เมื ่อ ๖ 1 > 0 ; i = l , 2 ,  . . .  ,m

ถ้า c ’  1 ; j  = m+l,m+2, . . . , n  ไนส ่มการ 4 .1  ม ีค ่าเป ็นบวก 

จะได ้  B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ที ่ เป็น O p t im a l  B a s i c  S o l u t i o n  

แต่ถ้า c*1 มีค่าเป็นลบ ค ่าธองออปเจกฑีฟฟ้งกร ่น ย ังส ่ามารถทำไห้ลดลงได้อ ีก 

โดยเปล ี ่ยนต ัวแปร Non B a s i c  x 5 ไห ้ เป ็นต ัวแปร B a s i c  และเปล ี ่ยนต ัวแปร 

B a s i c  ต ัวไดตัวหน ิ ่ งเป ็นต ัวแปร Non B a s i c

ไนกรณีที ่มี  C ’ 1 < 0 หลายตัวน ั ้นจะต ้องเปลี ่ยนต ัวแปร N o n - B a s i c  

X 1 ที่ มีค่า C ’ 1 น้อยที ่ส ํดเป็นตัวแปร B a s i c  จากส ่มการ 4 .1  ถ้าไห้  c ’ = 

เป็น C* 1 ที่ น้อยที่ส่ด และ x m เป็น X 1 จะได ้

x„ 1r»,-QII a, X b’ 1 > 01 X X s SS X

= b’p - a 0 X b’ > 0E Es ร E

X = ๖’ - a X b’ > 0m m tn s ร m

f = f ’ + C ’ X 9 C ’ < 0
-------- 4 .2

ไนส ่มการ  4 . 2  ถ ้าค ่าของ a 11. < 0 ; i  = 1 , 2 ,  . . .  , ท ถือ

ว ่า เป น  U nbounded  S o l u t i o n  แค่ถ้ามี  a 1= > 0 ค่า x = มากฑส่ดทไม่ทำ

ไห้  X 1 ทั ้ งหมดน้อยกว ่าศ ูนย แค ่จ ะทำไห ้ออป เจกm lม ีค ่าลดลงมากท ี ่ส ่ดจะเท ่าก ับ

ถ ้าไห้ x 4 = O ; i  = m+l,m+2, . . .  , ท

, i  = 1 , 2 , . . .  ,m

b ’ / a
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ไนกรณีที ่มี  a 115 > 0 หลายตัว อ ัตราส ่วน b ’ 1/ a ia ที่ น้อยที่สุด 

จะไห้ค ่า X s ที ่มีค่ามากที ่สุด ร ู ่ งจะทำไห้ออปเจกที 'ฟมีค่าลดลงมากที ่ส ุด ถ้าไห้

b ’ 1. / a1. 11 เห็น b ’ 1/ a l s  ที่ น้อยที่สุด และ x* = เห็น x = ที ่มีค่ามากที ่สุด เมื ่อ 

นำค่า x \  มาลบก ับส ่มการ 4 . 2  รู ่งจะได้ผลลั 'พธีตังนั ้

X รร ทXII

x 1

r*rpII - a 1* x  = * > 0

i  = 1 , 2 ,  . . .  , m และ i  = r

X1. = 0

x . II ๐ <* j = m+l,m+2, . . .  ท และ «
J

. Il พ

f II ►*9 I + C ’ X * •, c  x_ , c _ < 0

4 .3

จากส ่มการ 4 . 3  จะเห ็นว ่าค ่าออปเจกทีพ ่ฟ ้งก ่ถ ้นจะม ี  ค ่าลดลงเม ื ่อ 

เปร ียบกับค่าออปเจกที 'ฟฟิงก่ถ ้นไนส่มการ 4 .1  B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  

ที ่ได ้ไหม่น ั ้จะถ ูกตรวจส่อบว ่าเห็น O p t im a l  B a s i c  S o l u t i o n  หรือไม' โดย 

อ ัง เกตจาก C ’ 1 ไนร ูปแบบ C a n o n i c a l  ว ่าเห ็นบวกหมดทุกตัวหร ือไม่  จ ังถ ้า 

ไม่ การเปลี ่ ยนสุ ด B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  จะม ีป ีนอ ีกจนกว ่าจะได ้  

O p t im a l  B a s i c  S o l u t i o n  รูป 4 .1  จะแส่ดงแผนผังธ ันตอนปีอง S im p l e x  

A l g o r i t h m

2. วิธี  S im p l e x  แบบส่องเฟส ่  (Two P ha se s  o f  S im p l e x

Method)

ไนการแก้ปิญหา L i n e a r  P rog ram m ing  โดยไถ ้  s im p l e x  

A l g o r i t h m  นั ้นปีนแรกต้องจัดออปเจกทีฟฟ้งกถ้น และสมการเง ึ ่อนไป ิไห ้อย ู ่ไน 

รูปแบบ C a n o n i c a l  ที ่ส ่ามารถหา B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ได้ก่อน 

แล้ วจั งเปลี ่ ยน B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ที ่ได้นั ้ ไปยังสุดฑไห้

ค่าออปเจกที 'ฟฟิงก่ถ้น ที ่มีค่าลดลง
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รปท่ี 4.1 แสํดงแผนฝังซ้นตอนปีอง Simplex Algorithm
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ในกรณีปัญหา L i n e a r  P rog ram m ing  ม ีส ํมการเง ื ่อนไป ี เป ็น 

แบบ เท่ากับ และแบบมากกว ่าหร ือเท ่าก ับ จะท่าให ้  L i n e a r  P rog ram m ing  น 

ไม ่ม ีต ัวแปร S l a c k  และ มีตัวแปร S l a c k  ท ี ่ เป ็นลบตามลำต ับ?งจะไม ่สำมารถ 

ส ํร ้างร ูปแบบ C a n o n i c a l  ที่ให้ B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ได้

วิธี  S im p l e x  แบบสํองเฟสํ  จะสำมารถนำมาแก้ป ัญหาลักษณะ 

นีได้โดยว ิธ ี  S im p l e x  แบบส ํองเ ,ฟสํนจะแบ่งขั ้นตอนการคำนวณเป็น 2 เพ่สํ ใน  

เ 'ฝสํแรกจะสํร ้าง A u x i l i a r y  P ro b lem  ป ีนมาโดยเพ ิ ่มต ัวแปรลงไปใน

สํมการเง ื ่อนไปิท ี ่ไม ่ม ีต ัวแปร S l a c k  หร ือม ีต ัวแปร S l a c k  เป็นลบ ตัวแปรที ่  

เพ ิ ่มลงไปนเร ืยกว ่า  ต ัวแปร A r t i f i c i a l  ? งเม ื ่อเพ ิ ่มต ัวแปร A r t i f i c i a l  

เช ้าไปแล ้วจะจ ัดร ูปแบบ C a n o n i c a l  ที่ให้ B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n

ได ้แล ้ว เร ิ ่ม ใช ้  S im p l e x  A l g o r i t h m  เพิ ่อทำให้คำธอง A u x i l i a r y  

F u n c t i o n  มีค่าคำสํด ชง เ ม ื ่ อ ได ้ ค ่ า ค ำส ํ ดป ิ อ งA u x i l i a r y  P ro b lem  นัน 

จะได B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ชุดแรกปีองปัญหา L i n e a r

v P rog ram m ing  ด ้วย?งถ ือว ่าจบเฟส ํแรก ในเฬสํ ที ่ สํ องฉ้ น เมื ่อได้  B a s i c

F e a s i b l e  S o l u t i o n  ช ุดแรกแล้วกใช้  S im p l e x  A l g o r i t h m  เพอหาค่าคำ 

สํดปีองออปเจกฑืฟฟ้งกัขั ้นต่อไปจนได้  O p t im a l  B a s i c  S o l u t i o n  การ  

คำนวณปีองว ิธ ี  S im p l e x  แบบสํองเพ่สํ  อธ ิบายเป็นขั ้นตอน ได้ตังน

ก. จัดปัญหา L i n e a r  P rog ram m ing  ในร ูป

X +a _x + . . . + a,  X = bX X ÎX a

X +a X + . . . + a 0 X = b1 2 2 2 En ท

X, +a X + . . . + a X = b1 m2 E mn r*

x 1+C2X 2 + ••- + c X ’ = f

4 . 4

โดย b 1 > 0 ; i  = 1 , 2 ,  . . . , m
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ข. เหิมตัวแปร A r t i f i c i a l  y 1, y E , 

มากกว ่า  หรือเท่ากับ?เนย ร ่งจะได ้

. y . ร ํง

a 11:x 1 + a 1A  + •• -  + a 1 „ x » + y ,

a s 1:X 1 + a EEx e + . . .  + aET1 x „  + y E

๖ :

b.

a ท1x 1 + a Xtn£ B + • • • + a XTt i  ท ท + y m = b*n

c l x 1 + c XB B + • • • + C Xท n + ( - f  ) = O

4 .5

ค. เ ร ิ ่ ม เ ,ฟสํแรกสํร ้าง A u x i l i a r y  P ro b le m  (พ) 

•โดย พ เท่ากับ ผลรวมของต ัวแปร A r t i f i c a i l  ได้
*

พ = y 1 + y e + • . .  + y m

ง. หาค่า x ± > 0 ; i = l ,  2, . . . , ท  และ y 4 > 0 

i = l ,  2, . . .  ,m ที่ท่าไห้ พ มีค่าตั ้ าสํด และ เป ็นไปตามส ํมการ 4 . 5  ตังน

a X, + a„ +  •  •  • + a ,  X + y . = bI l  1 1 B B In ท 1
a X + a o X0 +  .  •  . + a„ X + y» = bB 1 1 B B B B n  ท V a B

a X + a 0x 0 +  . . . + a X + y = bml 1 tnB B m ท ท '๙' m m
C X + c x„ + •  •  • + C X + ( - f  ) ะะ 01 1 B B ท  ท
y 1 + y 2 4- . . . + y . + ( -w ) = 0

4 .6

จากส ํมการ 4 . 6  ย ังไม่ไม่ร ูปแบบ C a n o n i c a l  แต ่สำมารถแปลง

ะ, . . .  , y m เป็นต ัวแปร B a s i c  ได้ไห้ เป ็นร ูปแบบ C a n o n i c a l  ฑมี y 1,
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โดฮลบส ํมการส ํดฑ้าฮป ีองส ํมการ 4 . 6  ด ้วยผลรวมธอง m ส ํมการแรกจะได ้  

ร ูปแบบ C a n o n i c a l  ดังน

a X 111 + a X 12 2 + • • • + a, X1 ท ท + y» = b,

a X 212 + a X 2 2 2 + • • • + a„ X2 รท n + ye = ๖,
a Xml รท + a Xรท 2 รท + • • • + a Xรทท รท + = ๖รท

c.x 1 + + • • • + C Xร-» ร-» + (-f ) = 0

dlX1 + dEXe + • • • + di1X11 + ( -พ) = -wo

-------- 4 .7

เมื ่อ

d  1 =  - ( â j (  +  1 +  . . .  +  a m  1 ) 7 1 =  1 7 2 7 . . . 7 ท

-WO = - ( ๖ 1 + ๖ E + . . .  ๖111)

จาก๙มการ 4 .7  จะได ้  B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ที ่จะโล้  

หาค่าตาสํดปีอง พ โดยไ# S im p l e x  A l g o r i t h m

จ. โนการหาค ่าตาส ํดธอง พ นั้น ถ้าค่า พ ที ่ 'ได้มี ค่ามาก 

กว ่าศ ูนย ์แล ้วแสดงว ่าไม ่ม ี  F e a s i b l e  S o l u t i o n  สำหรับป้ญหา L i n e a r

P rog ramm ing  นั ้แต่ถ้าค่าตํ ๋ าส์ดที ่ได้นั ้  เท่ากับศูนย์  ร ูปแบบ C a n o n i c a l  ที่โห้ 

ผลสัพธนั ้จะโห้  B a s i c  F e a s i b l e  S o l u t i o n  ปีอง L i n e a r  P rog ram m ing  

ช ิ ่งหล ังจากน ีสำมารถต ัดส ํมการ พ และคอลัมน์ชอง y 17 y 27 . . . 7 y 111 ไปได ้

ฉ. เร ิ ่มเ'ฟสํส ํองโดยโล้  S im p le x  A l g o r i t h m  จัดรูป

แบบ C a n o n i c a l  เม ื ่อจบเฬส ํแรก เพื ่อโห้ได้  O p t im a l  B a s i c  S o l u t i o n  

ชิ ่งรปที ่  4 . 2  จะแส ํดงป ีนตอนการค่านวณด้วยว ิธ ี  S im p le x  แบบสํองเฟสํ



ร ูปri 4 .2  แส์ดง ft นตอนกๆรคำ'นๆfil วิธี  s im p l e x  แบบสํองเพ่สํ
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Non-Linear Programming

N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  เป็นเทคนิคการหาค่าเหมาะส ํมที ่ ?[ด 

ในกรท!ที่  ออปเจกทีพ่ปังก็ปัน และส ํมการเง ื ่อนไข เป ็นฟ้งก ็ป ันที ่ไม ่ เป ็นเปังเส ํน 

สำหร ับ N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  นจะแบ ่ง เป ็น  2 แบบ ดามลักษณะธอง 

ปิญหา คือ N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  แบบไม ่ม ีส ํมการเง ื ่อนไข และแบบ 

ม ีส ์มการเง ื ่อนไช

1. N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  แบบไม่ม ีส ํมการเง ื ่อนไช

การแก้ปัญหา N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  แบบ'ไม่มี๙มการ 

เง ื ่อนไซ คือ การหาค ่าต ัวแปรออกแบบ (X) ที ่ 'ทาให้ออปเจกที 'ฟปังก็ปันปังเป็น 

ปังก ็ช ั ่นไม่ เป็นเปังเสํนม ีค ่าส ํงส ํด หร ือตาสุด เทคนิคการแก้ปัญหา N o n - L i n e a r  

P rog ram m ing  แบบไม ่ม ีส ํมการเง ื ่อนไข สำมารถแบ ่งออกได ้  2 ป ระ เภท  ตาม 

ลักษณะการคำนวณ คือ ประ เภท  G r a d i e n t  Method  และ D e r i v a t i v e

F r e e  Method

G r a d i e n t  Method  จะม ีฑั ้ งการคำนวณ และหาอนุปันธย่อย 

ซองออปเจกที 'ฟปังก็ปัน ส่วน D e r i v a t i v e  F r e e  Method  จะม ีแต ่การคำนวณ 

ออปเจกที 'ฟปังก็ปันอย่างเดียว แต่การแก้ปัญหาทั ้ง 2 ประเภทนํ ้จะมีช ั ้นตอนทั ่ว ๆ 

ไปที ่คล้ายกัน คือ จะกำหนดจ ุดเร ิ ่มต ันป ังถ ือว ่าเป ็นจ ุดที ่ด ีส ํดเร ิ ่มต ัน แล ้วเคลื ่อน 

จุดที ่กำหนดให้นไปยัง จุดที่,ให้ค่าออปเจกที 'ฟปังก็ปันที ่ดีปีน รูปที่ 4 . 3  สำมารถ

แสํดงปีนตอนฑัว ๆ ไป ของการแก้ปัญหา N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  แบบ 

ไม ่ม ีส ํมการเง ื ่อนไซ

จากรูปที ่  4 . 3  การแก้ปัญหาทั ้ง 2 ประเภทม ีที ่ เหม ือนก ัน คือ 

จะเร ิ ่มต ้นด ้วยการกำหนดจ ุด X 1 เพื ่อเร ิ ่มชั ้นตอนการแก้ปัญหา ส่วนที ่จะแดกต่าง 

กันก็ คือ ว ิธ ีการส ํร ้างจ ุดใหม ่  X 1+1 จาก x t และการฑดส ํอบว ่า จ ุดใหม่แเป ็น 

จุดที่ดืที่ สํด หรือไม,
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รูปที่  4 . 3  แสดงขั ้นตอนการแก้ปญหา N o n - L i n e a r  

P rog ram m ing  แบบ,ไม ่ม ีสมการเง ื ่อน1 ข

2. N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  แบบม ีสมการเง ื ่อนไข

N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  แบบม ีสมการเง ื ่อนไข คือ การ  

หาค ่าต ัวแปรออกแบบ (X) ที ่ทำไห้ออปเจกที 'ฟฟ้งก้ขั ้นที ่ เป็นปังก์ขั ้นไม่ เป็นเข้ง

เส้นมีค ่าเหมาะสมที ่ส ุด และค ่าต ัวแปรออกแบบนจะต ้องทำไห ้สมการเง ื ่อนไขที ่

กำหนดเป ็นจร ิงด ้วย เทคนิคไนการแก้ปัญหา N o n - L i n e a r  P rog ram m ing

แบบมีเง ื ่อนไขนมีหลายเทคนิค ข ั ้ งจะแบ ่งเป ็นประเภทใหญ่ได ้  2 ป ระ เภท  คือ 

ประ เภท  F e a s i b i l i t y  Check  และ M o d i f i e d  O b j e c t i v e  F u n c t i o n  

F e a s i b i l i t y  Check  นันจะคล้ายกับ การแก้ปัญหาแบบไม่มี  

สมการเง ื ่อนไข แต ่จะเพ ิ ่มข ั ้นตอนการตรวจสอบสมการเง ื ่อนไขว ่า เป ็นจร ิง  หรือ 

ไม ่ เข ้าไป ส่วนวิธี  M o d i f i e d  O b j e c t i v e  F u n c t i o n  จ ะไข ้ก า ร รวมสมการ  

เง ื ่อนไขเข ้าไว ้ไนออปเจกที 'ฟปังก ้ข ั ้น แล ้วสร ้างเป ็นปัญหาแบบไม่ม ี เง ื ่อนไข
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เฑคนิคการหาค่าเหมาะสํมฑสุดธอง R osenb rock

1. แบบ'1 ม่ม ีสํมการเงื ่อน'ไช

การแก้ปิญหา N o n - L i n e a r  P rog ram m ing  แบบไม่ม ีส ํมการ 

เง ื ่อนไชชองเทคน ิค R o s e n b ro c k  จะไช้สำหร ับหาค่าตั ้ าส ุดชองออปเจกฑีพ่

ฟ้งกชั ้น f ( X )  โดยจะเป็นลักษณะ D e r i v a t e  F r e e  Method  คือ ไม่ต ้องหา 

อนุ ,พันธย่อยชอง f ( X )  เพี ่อกำหนดทิ?(ทางการเคลื ่อนที ่  เทคนิคชอง

R o s e n b ro c k  นจะเปล ี ่ยนท ิศทางการเคล ื ่อนท ี ่ด ้วยการหม ุนระบบโคออร ิ ่ต ิ เนต

โดยจะต ้องกำหนดทิศทางการเคลื ่อนที ่ เร ิ ่มต ้นไห้  ส ่วนระยะทางไนการเคล ื ่อนท ี ่  

เม ื ่อกำหนดไห ้ตอนเร ิ ่มต ้นแล ้วจะม ีการกำหนดระยะทางการเคล ื ่อนท ี ่ต ่อไปด ้วยต ัว 

เทคนิ คเอง

ก. ป ีนตอนการคำนวณ

1. ก ่อนจะเร ิ ่มหาค'าต ั ๋ าส ุดจะต้องกำหนด ร ะ ย ะ ก า ร  

เคลื ่อนที ่ เร ิ ่มต้น และทิศทางการเคลื ่อนที ่  เร ิ ่ มต ้นชองต ัวแปรแต ่ละต ัวก ่อน คือ

ร 1, ร 2 , ร 11 = เวกเตฮร ิ ่ชองท ิศทางการเคล ื ่อนท ี ่

A ±, A 1., . . . , h T1 = ระยะทางไนการเคล ื ่อนท ี ่ไปไน

ทิศทาง ร 1 , i  = 1 , 2 ,  . . . ,ท 

ท = จำนวนต ัวแปร

2. เริ ่มชั้นตอนแรกโดยการกำหนดจุดเริ่มต้น <x°) 

โดยไห้กอว่า จุดเริมต้นนันเปนจุดท่ีดท่ีสุดจุดแรก

3. เร ิ ่มการเคล ื ่อนท ี ่จากจ ุดเร ิ ่มต ้น ( Xe ) ไปตาม 

ทิศทาง ร 1 ด ้วยระยะ  J\ x จะได้จ ุดไหม, ( X 1 ) §งเป ียนเป ็นศมการไต ้ด ัง 'น

X1 = x° + A1. ร 1
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4. เปร ียบเทียบค่าออปเจกที 'ฟฟ้งก์ข้น ร ะ ห ว ่า ง จุด

เก่า แ ล ะ จ ุ ด ใ ห ม ่  ถ้า n x 1 ) < f ( x ° )  จะถ ือว ่า เป ็นการ เคล ื ่อน ที ่ ที ่ส ำ เ ร ็จ  ให้  

จุด X 1 เป ็นจุดท่ีคืท่ีศุดจุดใหม่ และให้คูณ A 1 ด้วย a ( a >1) สำหร ับค่า a

R o s e n b ro c k  แนะนำให ้ม ีค ่าเท ่าก ับ 3 แต ่ถ ้า ในการเปร ียบเท ียบได ้ว ่า

f  ( X 1 ) > f  (X° ) จะถ ือว ่าเป็นการเคลื ่อนที ่ท ี ่ล ้มเหลวให้ค ูณ A 1. ด้วย -P  

( CKpC l )  แ ล ะ จ ุ ด ท่ีคืท่ีสํดอั งเป็ นจุดเดิม คือ x°

5. ให ้ดำเน ินการตามข ้อ 3 และ 4 ในลักษณะ 

คล้ายกันในทิศทางที ่ เหลือ กล่าวคือ ให้เคลื ่อนที ่จากจุดที ่ดีที ่สํดไปตามทิศทาง ร 2

ร 0 ,  , § 11 ด ้วย ระยะ  A e , Ao , . . .  , A r1 ตามลำดับ โดยเคลื ่อนที ่ที ่ละ

ทิศทาง

6. ชั ้นตอนแรกจะสินสํดเลื ่อ การเคลื ่อนที ่ ,ในทุกทิศ 

ทางประส ํบความสำเร ็จอย ่างน ้อยหน ิ ่ งคร ั ้ ง  และประส ํบความล ้มเหลวอย ่างน ้อย 

หนิ ่งครั ้ ง แล้วคำนวณชั ้นตอนที ่สํองต่อไป โดยทีค ํทางการเคลื ่อนที ่จะเปล ี ่ยนไป

และระยะทางการเคล ื ่อนท ี ่จะต ้องกล ับไปม ีค ่า เท ่าก ับ ค ่าที ่ได ้กำหนดไว ้คร ั ้ งแรก 

สำหร ับทิศทางการเคล ื ่อนท ี ่ ÏÏดใหม่จะหาได้ด ้วยว ิธ ี  G ram -S chm id t  ดังน

กำหนดให้  P 1, P E , . . . ,  P I1 เป ็นเวกเตอร ็ป ีองท ิศทางอ ิศระโดย

1‘ =[!*., IV . . . ,1น

= [ร'1'■>1ธ!',,...,ร!;น)I A,

A2 A2 0 

A3 A3 A3 

|_ An Aท An. ..An _

-------- 4 . 8

โดย Ak คือ ผลรวมของระยะท ี ่ม ีการเคล ื ่อนท ี ่สำเร ็จ

ในแต่ละทิศทาง ร 1, i  = 1 , 2 ,  . . . , ท
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จากสํมการที ่  4 .8  P A จ ะ เป ็น เ  วกเตอร ิ ่ท ี ่ต'อเช ั ้อมระหว ่าง

จุด เร ิมต ้น และจ ุดจ ุดท้ายใน ศเตจที ่  j  ส่วน P 2 จะ เป ็นผลรวมธองระยะทางท ี ่  

ม ีการเคลื ่อนที ่  ท ี ่สำเร ็จในท ุกท ิศทางการเคล ื ่อนยกเว ้นท ิศทางแรก ( ร 1 ) ดังนั ้น ' 

Z l »  Z 2 > ••• »Zn จะศามารถศร ้า งท ิศทางการ  เคลื ่อนที ่จ ุดใหม่ได้ด้วยวิธี

G r am -S chm id t  ดังนั ้

ร ุ  1 = Q, ; i  = 1 , 2 ,  . . . ,ท

CQ 1:

โดย

Q = P  ̂1 — 1

Q = P -  E [ p T . ร^ 1 + 1  — 1+1  — 1+ 1  — T1 £ d"*’ 1 1 ] ร

i= 0 , 1 , 2 ,  . . , , n - l

7.  กำหนดให้จุดที ่ด้ที ่จุดที ่ได้จากชั ้นตอนแรกเ ป็นจุดที่  

ดีที่ จุด เร ิ ่มด้นอองชั ้นตอนที ่ส ํองต่อไปแล้ว ค’ านวณชั ้าจากชั ้นตอนที ่  1 จนกระทั ่งค ่า 

อองออปเจกที 'ฟปังก้ช ั ้นม ีการเปลี ่ยนแปลงน้อยกว่าที ่กำหนด ชั ้นตอนแผนผังการ

คำนวญวิธี  R o s e n b ro c k  แสํคงได้ดังร ูปที ่  4 . 4

2. แบบมีสํมการเง ื ่อน'ไอ

เทคนิคออง R o s e n b ro c k  ที ่ใช้แก้ปัญหา N o n - L i n e a r  

P rog ram m ing  แบบม ีส ํมการเง ื ่อนไอ จะมีลักษณะเป็น F e a s i b l e  Check  

เ ฑคนิคนั ้จะใช้หาค่าดั ้าจุด หร ิอจ ุงจ ุดอองออป เ จกทิฟ่ปังก์ชั ้นที ่ เ ป็นปังก์ชั ้นไม่ เ ป็น 

เ ร ิง เล ้น  และม ี เง ื ่อนไอแบบไม ่ เท ่าก ับ คือ
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หาค่าเหมาะลมที ่ล ุด F ( x ±r xe, ... ,x11')

โดย G k < x k < Hfc , k  = 1 , 2 ,  . . . , M

เมื ่ อ X r1.,.1, . . .  , X M คือ ฟ ้งกร ่นชองตัวแปร

X1, XE, . . .  , X11

Gk และ Hk คือ ค่าคงที ่ หร ือฟ ้งกร ่นของต ัวแปร

x 1»x e .............. x „

เทคนิค R o s e n b ro c h  แบบม ีลมการเง ื ่อนไขน ั ้จะม ืข ั ้นตอน การ  

คำนวณเหม ือนก ันแบบไม่ม ีลมการ เ งื ่อนโข แต ่จะม ืการตรวจลอบลมการเง ื ่อนไข 

และ โชนขอบเขต (Bounda ry  Zone) เพ ิ ่ม เต ิมเข ้ามา โดยโชนขอบเขตนจะ 

ก ัาหนดโห้ เท่าก ับ

ขอบเขตล ่าง Gk < X k < (Gk + (Hk - G fc) .  10_ i ) 

ขอบเขตบน Hk > x k < (Hk -  (H 11-G  11) . 10-Æ)

เมื ่อ k  = 1 , 2 ,  . . . , ท.

ก. ขั ้นตอนการคำนวณ

เทคนิค R e s e n b r o c k  แบบม ืส ์มการเง ื ่อนไขน ํ ้ควร 

กำหนดจ ุดเร ิ ่มต ้นท ี ่ เป ็นไปตามเง ื ่อนไข และไม ่อย ู ่ โนโชนชอบเขต ล่าหรับขั ้นตอน 

การคำนวณนั ้นจะ.เหมือนแบบ'ไม ่ม ืส ํมการเง ื ่อนไข นอกจากว ่า เม ื ่อดำ เน ินการกง  

การคำนวณค ่า ออปเจกฑีฟฟ้งกร ่น โห ้ดำเน ินการต ่อไปต ังน ั ้
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1. กํๅหนด,ให้ F ° เป็นค่าออปเจกที 'ฟ่ ฟ้งก์ทั ่นที ่ดี ที ่ชุด 

ในขณะน และจุดที ่ ,ให้ค ่าออปเจกทีฟฟ้งก ์ร ่นน จะต ้องให ้ชมการเง ื ่อนไขเป ็นจร ิง  

และให ้  F* เป็นค่าออปเจกที 'ฟฟ้งกทั ่นที ่ดีที ่ชุดในขณะน และจุดที ่ ให้ค่านํ ้จะต้อง 

ให ้ชมการ เง ื ่อนไข เป ็นจร ิง  และไม ่ละเม ิดโชนขอบเขต ริ ่งฑั ้ง F° และ F* จะ 

มี เท่ากันที ่จ ุดเร ิ ่มต้น

2. ถ้าค่าออปเจกที 'ฟฟ้งก์ชั ่นที ่คำนวณไต้  F มีค่าที ่ใม่  

ดีกว่า F°  (ให้ค ่าช ูงกว ่าในกรณีหาค่าต ั ้ าช ุด) หรือ ชมการเง ื ่อนไขไม ่ เป ็นจร ิง  

จะถือว ่าเป็นการ■เคลี ่อนที ่ที ่ล ้มเหลว และดำเน ินการ 'ตามเทคน ิคแบบไม ่ม ีส ํมการ 

เง ื ่อนใปีต ่อไป

3. ถ้ าจุ ด.ที ่ ให้ ค่ าออปเจกที 'ฟ่ ฟ้ งกขั ้ นF นให้ค่า 

ชมการเง ื ่อนใป ีท ี ่อย ู ่ ในโชนขอบเขต อฮปเจกที 'ฟฟ้งก์ขั ้นจะถูกเปลี ่ยนแปลงดังน

F (new) = F ( o l d )  -  ( F ( o l d )  -  F*)  ( 3 . A -  4 . A 3+2 . A3 )

เมื ่อ

A = G.. + (H_ -  G, ) .__10~* -  X .. กรณีขอบเขตล่าง

(Hk -  G J  . 1 0 " "

= X fc -  (H_ -  (( -  G_ ) . 10~A กรณีขอบเขตบน

(Hk -  G „ ) . 1 0 " A

4. ถ้าค่าออปเจกที 'ฟฟ้งกขั ้นไต้จาก จ ุดที ่ใม ่ละเมิด 

โชนขอบเขต และชมการ เง ื ่อ น ใธ  กำหนดให้  F* ม ีค่าเท่ากับ F° แล้วคำนวณ 

ขั ้นตอนต่อไปจนกระทั ่ง การ  เ ปลี ่ฮนแปลงค่าออป เจกที 'ฟฟ้งกร่นน้อยกว่าที ่กำหนด 

รปที่  4 . 5  แชดงข ั ้นตอนการคำนวณเทคนิค R o s e n b ro c k  แบบม ีชมการเง ื ่อนไข



52P ic k  B a se  P o in t  
and I n i t i a l  s t e p  S i z e s ,  ร . 

i  = 1 , 2 ,  3, , N
and E v a lu a te  O b je c t iv e  F u n c t io n

รูปท 4 . 4  แสดงแผนผ ังการคำนวณด้วยเ ')ๅคนิคออง 

R o s e n b ro c k  แบบไม ่ม ีสมการเง ื ่อนไÎI
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รูปท 4 .5  แสดงแผนผ ังการคำนวณด้วยเทคน ิคชอง 

วิธี  R o s e n b ro c k  แบบม ีสมการเง ื ่อนไธ
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