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ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

îć÷üĉß÷čêöŤǰúĉ×ĉêøĆêîćÖø 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ēÙøÜćîîĊĚđðŨîÿŠüîĀîċęÜ×ĂÜÖćøýċÖþćêćöĀúĆÖÿĎêøüĉì÷ćýćÿêøŤïĆèæĉê 
ÿć×ćüĉßćÙèĉêýćÿêøŤǰõćÙüĉßćÙèĉêýćÿêøŤĒúąüĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤ 

Ùèąüĉì÷ćýćÿêøŤǰÝčāćúÜÖøèŤöĀćüĉì÷ćúĆ÷ 
ðŘÖćøýċÖþć 2562 

úĉ×ÿĉìíĉĝ×ĂÜÝčāćúÜÖøèŤöĀćüĉì÷ćúĆ÷ 
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ĀĆü×šĂēÙøÜÜćî ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ 

ēé÷ îć÷üĉß÷čêöŤǰúĉ×ĉêøĆêîćÖø 

ÿć×ćüĉßć ÙèĉêýćÿêøŤǰ 

ĂćÝćø÷ŤìĊęðøċÖþćēÙøÜÜćîĀúĆÖ øĂÜýćÿêøćÝćø÷Ťǰéø�Ýøĉ÷ćǰĂčŠ÷÷ąđÿëĊ÷ø 

  

õćÙüĉßćÙèĉêýćÿêøŤĒúąüĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤǰÙèąüĉì÷ćýćÿêøŤǰǰÝčāćúÜÖøèŤöĀćüĉì÷ćúĆ÷ǰǰĂîčöĆêĉĔĀšîĆï

ēÙøÜÜćîÞïĆïîĊĚđðŨîÿŠüîĀîċęÜ ×ĂÜÖćøýċÖþćêćöĀúĆÖÿĎêøðøĉââćïĆèæĉê Ĕîøć÷üĉßćǰ2301499 ēÙøÜÜćî
üĉì÷ćýćÿêøŤǰ(Senior Project) 

  ĀĆüĀîšćõćÙüĉßćÙèĉêýćÿêøŤ  
  (ýćÿêøćÝćø÷Ťǰéø�Öùþèą  đîĊ÷ööèĊ)     Ēúąüĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤ 

 

ÙèąÖøøöÖćøÿĂïēÙøÜÜćî 

  ĂćÝćø÷ŤìĊęðøċÖþćēÙøÜÜćîĀúĆÖ 

 (øĂÜýćÿêøćÝćø÷Ťǰéø�Ýøĉ÷ćǰĂčŠ÷÷ąđÿëĊ÷ø) 

  ÖøøöÖćø 

                    (øĂÜýćÿêøćÝćø÷Ťǰéø�óĉöóŤđóĘâǰđüßßćßĊüą) 

 

  ÖøøöÖćø 

      (ĂćÝćø÷Ťǰéø�íĊøąđéßǰÖĉêêĉõĆÿÿø) 

 

 

 

 

88=606 Rankness

Wormsinly ideas do :
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îć÷üĉß÷čêöŤǰúĉ×ĉêøĆêîćÖø: ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ�ǰ	4QJOPVUǰ1V[[MF) Ă�ìĊęðøċÖþćēÙøÜÜćîĀúĆÖǰ:  

øĂÜýćÿêøćÝćø÷Ťǰéø�Ýøĉ÷ćǰĂčŠ÷÷ąđÿëĊ÷ø, 45 Āîšć� 

 

ēÙøÜÜćîîĊĚ öĊüĆêëčðøąÿÜÙŤđóČęĂýċÖþćüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęöĊÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤǰ n  êĆüĀøČĂ
ðŦâĀć ( )SP n ĒúąđóČęĂÿøšćÜđÖöĔĀöŠàċęÜĕéšîĈðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤđðŨîóČĚîåćîēé÷đøĊ÷ÖüŠć ( , )SP i n  ÿĈĀøĆïĒêŠúą

i n�  ēé÷ÝąöčŠÜđîšîĀćÖćøĀćÙŠć×Ăïđ×êïî×ĂÜÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤĔîÖćø
ĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  Ã�¥�̧É� i n�  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

õćÙüĉßć ÙèĉêýćÿêøŤĒúąüĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤ úć÷öČĂßČęĂîĉÿĉê����������������������������������������������������������� 

ÿć×ćüĉßć ÙèĉêýćÿêøŤǰúć÷öČĂßČęĂǰĂ�ìĊęðøċÖþćēÙøÜÜćîĀúĆÖ��������������������������������������������������������������� 

ðŘÖćøýċÖþć 2562  

 

 

� 
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# # 5933546023: MAJOR MATHEMATICS  

KEYWORDS �ǰ4QJOPVUǰQV[[MF 

 8JUDIBZVUǰ-JLIJUSBUUBOBLPOǰ�ǰ4QJOPVUǰQV[[MFǰ� 

ADVISOR : "440$�ǰ130'� Chariya Uiyyasathian, 1I�%�, 45 QQ� 

 

 This Qroject BJNTǰUPǰTUVEZǰBǰTPMVUJPOǰPGǰTQJOPVUǰQV[[MFǰXJUI n  TQJOOFSs, ( )SP n �                

We DSFBUFǰBǰOFXǰQV[[MF
ǰDBMMFEǰ ( , )SP i n , PSJHJOBUFEǰGSPNǰ ( )SP n 
ǰGPSǰFBDIǰ i n� � 'Vrthermore, 

XFǰHJWFǰBOǰVQQFSǰCPVOEǰGPS UIFǰOVNCFSǰPGǰsteQTǰJOǰan PQUJNBMǰTPMVUJPOǰPGǰ ( , )SP i n  XIFSF  

i n� � 

 

 

 

 

 

%FQBSUNFOUǰ�.BUIFNBUJDTǰBOEǰ$PNQVUFSǰ4DJFODF 4UVEFOUĴTǰ4JHOBUVSF  

'JFMEǰPGǰ4UVEZǰ�ǰ Mathematics      "EWJTPSĴTǰ4JHOBUVSF  

"DBEFNJDǰ:FBSǰ� 2019                  

 
 

 

� 



8 
 

 
 

ÖĉêêĉÖøøöðøąÖćý 
 

      ēÙøÜÜćîđøČęĂÜǰðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤǰÝąĕöŠÿĈđøĘÝĕðéšü÷éĊĀćÖĕöŠĕéšøĆïÙüćöĂîčđÙøćąĀŤĒúąßŠü÷đĀúČĂ 
ÝćÖǰøĂÜýćÿêøćÝćø÷Ťǰéø�Ýøĉ÷ćǰĂčŠ÷÷ąđÿëĊ÷øǰìĊęÙĂ÷ßŠü÷đĀúČĂĒúąĔĀšÙĈðøċÖþćĔîđøČęĂÜêŠćÜ ėǰøüöìĆĚÜÿúąđüúć
ÙĂ÷êĉéêćöǰĒúąßĊĚĒîąĔĀšđĀĘîëċÜðŦâĀćĒúąÙüćöñĉéóúćéĔîÖćøìĈēÙøÜÖćøöćēé÷êúĂéǰ×šćóđÝšć×Ă×ĂïóøąÙčè 
øĂÜýćÿêøćÝćø÷Ť éø�Ýøĉ÷ćǰĂčŠ÷÷ąđÿëĊ÷øđðŨîĂ÷ŠćÜÿĎÜǰĂĊÖìĆĚÜÙèąÖøøöÖćøñĎšÙčöÿĂïĂĊÖÿĂÜìŠćîǰøĂÜýćÿêøćÝćø÷Ťǰ
éø�óĉöóŤđóĘâǰđüßßćßĊüąǰĒúąǰĂćÝćø÷Ť éø�íĊøąđéßǰÖĉêêĉõĆÿÿøǰìĊęìĈĔĀšēÙøÜÜćîîĊĚöĊóĆçîćÖćøìĊęéĊ×ċĚî 
ÿčéìšć÷×Ă×ĂïóøąÙčèÙøĂïÙøĆüìĊęđðŨîÖĈúĆÜĔÝĒúąÙĂ÷ÿîĆïÿîčîĂ÷ĎŠđÿöĂöć 
 

ñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćø 
îć÷üĉß÷čêöŤǰúĉ×ĉêøĆêîćÖø 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

� 
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ÿćøïĆâ 
Āîšć 

ïìÙĆé÷ŠĂõćþćĕì÷…………………………………………………………………………………………………………………………………Ö 

ïìÙĆé÷ŠĂõćþćĂĆÜÖùþļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļ�× 

ÖĉêêĉÖøøöðøąÖćýļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļ�������������������������������������Ù 

ÿćøïĆâļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļ�Ü 

ÿćøïĆâõćó…………………………………………………………………………………………………………………………………………��Ý 

ïììĊęǰ�ǰïìîĈ………………………………………………………………………………………………………ļļļļļļļļļļļļ��� 

ïììĊęǰ�ǰðŦâĀć ( )SP n ļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļ�� 

ïììĊęǰ�ǰðŦâĀć ( , )SP i n ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ 

ïììĊęǰ�ǰ×šĂÿøčðĒúą×šĂđÿîĂĒîą����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

đĂÖÿćøĂšćÜĂĉÜļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļ�31 

õćÙñîüÖ……………………………………………………………………………………………………………………ļļļļļļļļļ��2 

ðøąüĆêĉñĎšđ×Ċ÷îļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļļ�37 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� 
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ÿćøïĆâõćó 
Āîšć 

õćóìĊęǰ�ǰðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

õćóìĊęǰ� ðøąđõì×ĂÜÿðŗîđîĂøŤ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

õćóìĊęǰ� ÖćøđðøĊ÷ïđìĊ÷ïÙüćöÿĎÜ×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜǰĒîüîĂîǰĒúą×îćéßŠĂÜĂĂÖĕéš×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤ�������� 

õćóìĊęǰ� êĈĒĀîŠÜ×ĂÜßŠĂÜïîÖøĂïĔÿŠïćøŤĔîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęöĊÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤ n êĆü ����������������������������������� 

õćóìĊęǰ� ÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

õćóìĊęǰ� đĀêčÖćøèŤđöČęĂÿðŗîđîĂøŤêĆüĔéǰėǰĀöčîĕðìćÜéšćî×üć������������������������������������������������������������������������������� 

õćóìĊęǰ� đĀêčÖćøèŤđöČęĂÿðŗîđîĂøŤ ma ĕöŠÿćöćøëĀöčîĕéšïîêĈĒĀîŠÜN pivot� ……………………………………………5 

õćóìĊęǰ� êĆüĂ÷ŠćÜÖćøĒðúÜðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤđðŨîøĎðĒïïÿĆâúĆÖþèŤ����������������������������������������������������������������������� 

õćóìĊęǰ� ðŦâĀć ( , )SP i n ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

� 
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ïììĊęǰ� 
ïìîĈ 

���  ĀúĆÖÖćøĒúąÿĆâúĆÖþèŤ 
 

      ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤđðŨîðøĉýîćìĊęëĎÖÙĉéÙšîēé÷îć÷üĉúđúĊ÷öǰđÙÿđêĂøŤ (William Keister) ĔîðŘǰÙ�ý����� ēé÷öĊ
ðøĉýîćüÜĒĀüîÝĊî (Chinese ring puzzle
ǰđðŨîĒîüÙĉéǰĕéšöĊÖćøîĈöćìĈ×ĂÜđúŠîĔîðŦÝÝčïĆî ĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 
 

 
 

ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęëĎÖîĈöćđúŠîîĆĚîÝąðøąÖĂïĕðéšü÷ǰÿðŗîđîĂøŤ ( )spinner  ìĆĚÜĀöéǰ�ǰêĆüǰïćøŤÿĈĀøĆï

đÙúČęĂîìĊę ( )bar  ìĊęöĊÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜǰ� ëĎÖîĈöćüćÜúĘĂÙĂ÷ĎŠéšćîïîĒúąÖøĂïĔÿŠïćøŤ ( )frame  ÿĆÜđÖêüŠćǰÖøĂïĔÿŠ

ïćøŤĔîìćÜéšćî×üćîĆĚîÝąĒÙïúÜǰĒúąÝčéöčŠÜĀöć÷ĔîÖćøĒÖšðŦâĀćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤÙČĂǰêšĂÜÖćøđúČęĂîïćøŤĂĂÖÝćÖ
ÖøĂïĔÿŠïćøŤ ĒêŠĔîÜćîüĉÝĆ÷îĊĚĕéšöčŠÜđîšîýċÖþćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęöĊÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤ n  êĆü ēé÷ìĊę n đðŨîÝĈîüîîĆï 
Ĕé ė 
 
ïìîĉ÷ćöǰ� 

ÖĈĀîéĔĀšǰ ( )SP n  Ēìî ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęöĊÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤ n  êĆü ìĊęöĊÖãÖćøđúŠî×÷ć÷ÝćÖðøĉýîć

ÿðŗîđĂćìŤìĊęëĎÖîĈöćđúŠîĔîðŦÝÝčïĆî àċęÜÖĘÙČĂðŦâĀćǰ (7)SP  ĂÜÙŤðøąÖĂïĒúąÖêĉÖćĔîðŦâĀć ( )SP n  ÝąĕéšÖúŠćü
êŠĂĕð  
  
 
×šĂêÖúÜ 

Ĕîøć÷ÜćîÞïĆïîĊĚìćÜñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøÖĈĀîéĔĀš n đðŨîÝĈîüîîĆïǰĒúąĒìîÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤĔîðŦâĀć
( )SP n  đÿöĂ  

 
 



2 
 

 
 

ĂÜÙŤðøąÖĂïêŠćÜ ė ĔîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤöĊéĆÜêŠĂĕðîĊĚ 
 
� ÿðŗîđîĂøŤ ( )spinner  
ÿðŗîđîĂøŤĔîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤîĆĚîöĊǰ�ǰĒïï éĆÜîĊĚ  
ÿðŗîđîĂøŤĒïïðÖêĉ ÝąöĊåćîúĆÖþèąēÙšÜđüšćđ×šćöćéšćîĔîǰÿðŗîđîĂøŤìčÖêĆüîĂÖÝćÖêĆü×üćÿčéđðŨîÿðŗîđîĂøŤĒïï
ðÖêĉ 
ÿðŗîđîĂøŤĒïïóĉđýþ ÝąöĊåćîêøÜǰàċęÜÿðŗîđîĂøŤĒïïóĉđýþîĆĚîÝąöĊđóĊ÷ÜêĆüđéĊ÷üÙČĂǰÿðŗîđîĂøŤìĊęüćÜĔîéšćî×üćÿčé 
ēé÷ÿðŗîđîĂøŤĒêŠúąĒïïĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 
    îĂÖÝćÖîĊĚĀćÖĒìîÙŠćÙüćöÿĎÜ×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜéšü÷ǰa ĒúąĒìîÙŠć×ĂÜÙüćö÷ćüåćî×ĂÜÿðŗîđîĂøŤéšü÷ǰ
b ÝąĕéšüŠćǰ a b!  

 
 

 
�ǰïćøŤÿĈĀøĆïđÙúČęĂîìĊę ( )bar  

ïćøŤÿĈĀøĆïđÙúČęĂîìĊęîĆĚîđðŨîïćøŤìĊęÿðŗîđîĂøŤëĎÖîĈöćúĘĂÙĕüšéšćîïîǰöĊúĆÖþèąđðŨîÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć 
ïćøŤ×ĂÜðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤĔîðŦÝÝčïĆîîĆĚî îĈÿðŗîđîĂøŤöćüćÜúĘĂÙĕéšǰ7 êĆü ÿŠüîïćøŤ×ĂÜ ( )SP n  îĆĚîÝąöĊÿðŗîđîĂøŤ

öćüćÜúĘĂÙĕéš n  êĆü 
 
3 ÖøĂïĔÿŠïćøŤ ( )frame  

ÖøĂïĔÿŠïćøŤĔîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤîĆĚîöĊúĆÖþèąđðŨîÖøĂïéĆÜøĎðìĊęǰ�ǰēé÷ÝąïøøÝčïćøŤĂ÷ĎŠõć÷ĔîǰàċęÜÿćöćøë
đúČęĂîïćøŤĂĂÖìćÜ×üćöČĂ×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤĕéšǰîĂÖÝćÖîĊĚǰÝąđĀĘîĕéšüŠćõć÷ĔîÖøĂïĔÿŠïćøŤîĆĚîöĊÙüćö÷ćüìĊęÿćöćøë
ïøøÝčÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜĕéšöćÖìĊęÿčéǰ�ǰêĆü ēé÷ðúć÷éšćî×üć×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤîĆĚîÝąĒÙïúÜǰĒêŠÖüšćÜÖüŠć×îćé
×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüîĂîǰéĆÜîĆĚîÖćøÝąđúČęĂîïćøŤĂĂÖÝćÖÖøĂïĔÿŠïćøŤĕéšîĆĚîǰÝĈđðŨîêšĂÜĀöčîÿðŗîđîĂøŤĔĀšĂ÷ĎŠĔî
ĒîüîĂîìĆĚÜĀöéÖŠĂî ēé÷ÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 

ëšćÙüćöÿĎÜ×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜǰ a  
ÙüćöÿĎÜ×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüîĂîǰ b  
×îćéßŠĂÜĂĂÖ×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤöĊÙüćöÖüšćÜǰ c  

ÝąĕéšüŠćǰ a c b! !  ēé÷ĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 
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óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  ÖĈĀîéêĈĒĀîŠÜïîÖøĂïĔÿŠïćøŤéĆÜøĎðìĊęǰ4 ēé÷ĒìîĒêŠúąêĈĒĀîŠÜéšü÷

1,2,3,..., , 1n n � ÝćÖàšć÷ĕð×üćêćöúĈéĆï éĆÜîĆĚîǰĔîðŦâĀć ( )SP n  ÖøĂïĔÿŠïćøŤïøøÝčÿðŗîđîĂøŤĕéšöćÖìĊęÿčéǰ

1n �  êĆü 
 

 
 
  îĂÖÝćÖîĊĚÖøĂïĔÿŠïćøŤöĊêĈĒĀîŠÜìĊęëĎÖđÝćąĂ÷ĎŠéšćîúŠćÜ 1 êĈĒĀîŠÜ ēé÷đøĊ÷ÖêĈĒĀîŠÜîĆĚîüŠćǰêĈĒĀîŠÜĀöčî
( )pivot  ĒúąĒìîêĈĒĀîŠÜ×ĂÜßŠĂÜîĆĚîüŠćǰ N pivot�   àċęÜêĈĒĀîŠÜ N pivot�  îĆĚîđðŨîêĈĒĀîŠÜđéĊ÷üìĊęÿðŗîđîĂøŤ

ÿćöćøëĀöčîĕéš ĒêŠéšü÷øĎðìøÜìćÜÖć÷õćó×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĈĔĀšđÖĉé×šĂÝĈÖĆéĔîÖćøĀöčî×ċĚîàĊęÜöĊñúêŠĂÖćøĒÖšðŦâĀć
ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ ēé÷×šĂÝĈÖĆéđĀúŠćîĊĚĕéšîĈöćĂíĉïć÷Ĕîõć÷ĀúĆÜ 
 
ïìîĉ÷ćöǰ2 
óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  ÿĈĀøĆïǰ 1,2,3,...,i n  ĒìîÿðŗîđîĂøŤ n  êĆüéšü÷ ia  êćöúĈéĆïÝćÖàšć÷ĕð×üć 
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ÿĆâúĆÖþèŤĒìîÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤ 
ÿðŗîđîĂøŤÿćöćøëĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąĕéšǰ�ǰÿëćîą ÙČĂ 

ÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜ Ēìîéšü÷ÿĆâúĆÖþèŤǰ� ĀøČĂ  
ÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüîĂî Ēìîéšü÷ÿĆâúĆÖþèŤǰ� ĀøČĂ 
ÖĈĀîéĔĀš ( )if a  Ēìîÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤ ia  
 éĆÜîĆĚî ( ) {0,1}if a �  
 
ÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜǰ 

đîČęĂÜÝćÖÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜîĆĚîĕöŠüŠćÝąĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćîïîĀøČĂĀĆîĀĆüúÜéšćîúŠćÜÖĘĕöŠÿŠÜñúĔé ėǰêŠĂÖćø
Āöčî×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤǰéĆÜîĆĚîēé÷ĕöŠđÿĊ÷îĆ÷ìĆęüĕðǰÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćîïî ēé÷
ĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ5 

 
ÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüîĂî  

ĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( )SP n  ÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüîĂîÝąĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćîàšć÷đÿöĂ đîČęĂÜÝćÖÿćöđĀêčñú 
��ǰđîČęĂÜÝćÖđĀêčñúéšćîøĎðìøÜ×ĂÜÿðŗîđîĂøŤêĆü×üćÿčé 	ÿðŗîđîĂøŤĒïïóĉđýþ
 
ëšćÿðŗîđîĂøŤêĆü×üćÿčéĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćî×üć ĒúšüÝąĕöŠöĊÿðŗîđîĂøŤêĆüĔéÿćöćøëĀöčîêŠĂĕéš 
��ǰđîČęĂÜÝćÖøĎðìøÜìćÜÖć÷õćó×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰìĈĔĀšÿðŗîđîĂøŤĕöŠÿćöćøëĀĆîĀĆüßîÖĆîĕéš  
3�ǰĔîðŦâĀćǰ ( )SP n  ÿðŗîđîĂøŤǰ ma  ÝąĀöčîĕéšđöČęĂǰÿðŗîđîĂøŤǰ 1ma �  đðŨîĒîüêĆĚÜǰĒúąÿðŗîđîĂøŤ 

2 3, ,...,m m na a a� �  đðŨîĒîüîĂîĀĆîĀĆüĕðìćÜàšć÷đìŠćîĆĚîǰ ëšćÿðŗîđîĂøŤǰ ma  ĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćî×üćǰĒúšüÖćø

đðúĊę÷îĔĀšÿðŗîđîĂøŤǰ 1, ,...,m m na a a�  đðŨîĒîüîĂîìĆĚÜĀöéÝąĕöŠÿćöćøëìĈĕéšǰîĂÖđÿĊ÷ÝćÖđðúĊę÷îĔĀšÿðŗîđîĂøŤǰ
ma  đðŨîĒîüîĂîĀĆîĀĆüĕðìćÜàšć÷ǰéĆÜîĆĚîÝċÜĕöŠöĊÙüćöÝĈđðŨîĔîÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ ma  ĔĀšĀĆîĀĆüĕðìćÜ×üćǰēé÷

đĀêčÖćøèŤđöČęĂÿðŗîđîĂøŤǰ ma  ĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćî×üćĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 
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ÝćÖđĀêčñú×šćÜêšîǰÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 
đöČęĂÖúŠćüëċÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜǰÝąĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćîïî 
đöČęĂÖúŠćüëċÜÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüîĂî ÝąĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćîàšć÷ 
 
×šĂÝĈÖĆéĔîÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 

ĔĀšǰm  đðŨîÝĈîüîîĆïĔéǰėǰìĊęǰm n�  ĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( )SP n  

đöČęĂÿðŗîđîĂøŤ ma  đúČęĂîöćĂ÷ĎŠïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  ÝąĕéšüŠćǰ 
ÿðŗîđîĂøŤ ma  ÝąĕöŠÿćöćøëĀöčîĕéšëšćÿðŗîđîĂøŤǰ 1ma �  Ă÷ĎŠĔîĒîüîĂî đîČęĂÜÝćÖÿðŗîđîĂøŤǰ ma  ëĎÖ

ÿðŗîđîĂøŤ 1ma �  úĘĂÙĂ÷ĎŠǰēé÷ĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ7 

 
 
ïìîĉ÷ćö 3 

óĉÝćøèćðŦâĀćǰ ( )SP n  

ÿëćîą×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜ n  êĆüǰĒìîéšü÷éšü÷ÿĆâúĆÖþèŤǰ 1 2 3( ) ( ) ( )... ( )nf a f a f a f a   
ēé÷ǰ ^ `( ) 0,1if a � , 1,2,3,...,i n   
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êĆüĂ÷ŠćÜ×ĂÜÖćøĒðúÜðŦâĀćǰ (7)SP  đðŨîøĎðĒïïÿĆâúĆÖþèŤìĆĚÜǰ�ǰĒïïǰĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 

 
 
 ÙüćöøĎšìĊęöĊĔîðŦÝÝčïĆî 

ĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( )SP n  đøćìøćïüŠćÝĈîüîÙøĆĚÜîšĂ÷ìĊęÿčéìĊęĔßšĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜ 

ÿðŗîđîĂøŤÙČĂ 2 (2 1)
3

nª º�« »« »
 ÙøĆĚÜǰàċęÜĂšćÜÝćÖ [1] 

 

���  ðŦâĀć ( , )SP i n  
  ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęÖúŠćüöć×šćÜêšîǰîĆĚîđðŨîðøĉýîćìĊęëĎÖÙĉéÙšîöćđðŨîđüúćđîĉęîîćîǰĒúąöĊüĉíĊÖćøĒÖšðøĉýîć
ÿðŗîđĂćìŤìĊęëĎÖĂĂÖĒïïöćîĆĚîöĊüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀćìĊęÿöïĎøèŤĂ÷ĎŠÖŠĂîĒúšü ñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøÝċÜöĊĒîüÙĉéĔîÖćø
ĂĂÖĒïïđóĉęöđêĉöđóČęĂđóĉęöÙüćöìšćìć÷ĔîÖćøĒÖšðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤĔĀšöćÖ×ċĚî ēé÷ÖćøđóĉęöêĈĒĀîŠÜßŠĂÜĀöčîĂĊÖĀîċęÜ
êĈĒĀîŠÜ Ă÷ŠćÜĕøÖĘêćö÷ĆÜêšĂÜÙÜêĈĒĀîŠÜđéĉöĕüšǰđîČęĂÜÝćÖ ÿðŗîđîĂøŤǰ na  ÿćöćøëđúČęĂîĕéšǰ�ǰêĈĒĀîŠÜïîÖøĂïĔÿŠ
ïćøŤǰîĆęîÙČĂǰêĈĒĀîŠÜ n ĒúąêĈĒĀîŠÜǰ 1n �  ëšćĕöŠöĊêĈĒĀîŠÜǰN pivot�  ĒúšüǰêšĂÜöĊêĈĒĀîŠÜǰ 1n �  đðŨîêĈĒĀîŠÜ
pivot  ĒúąÝąĕéšêćööćüŠćêšĂÜöĊêĈĒĀîŠÜǰ 1n �  đðŨîêĈĒĀîŠÜǰ pivot  éšü÷đóĊ÷ÜÖøèĊđéĊ÷üđìŠćîĆĚî ÝċÜÝąÿćöćøë
ĒÖšðŦâĀć ( )SP n  ĕéšǰéĆÜîĆĚîĔîēÙøÜÜćîîĊĚÝċÜýċÖþćĔîÖøèĊìĊę÷ĆÜÙÜêĈĒĀîŠÜ N pivot�  ĕüšĒúąđóĉęöêĈĒĀîŠÜßŠĂÜ

ĀöčîĂĊÖǰ�ǰêĈĒĀîŠÜàċęÜĕöŠĔßŠêĈĒĀîŠÜǰ 1n �  
 
ïìîĉ÷ćöǰ4 
ĔĀš i  đðŨîÝĈîüîîĆïĔé ė Ēúą i n�  
ÖĈĀîéĔĀš ( , )SP i n ĒìîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęĂĂÖĒïïĔĀöŠìĊęöĊÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤ n  êĆüĒúąöĊêĈĒĀîŠÜ×ĂÜßŠĂÜĀöčîǰ

2 êĈĒĀîŠÜǰéĆÜîĊĚ êĈĒĀîŠÜ n  ĒúąêĈĒĀîŠÜ i  ĒìîêĈĒĀîŠÜđĀúŠćîĊĚüŠćǰ N pivot�  Ēúą I pivot�  êćöúĈéĆï 
ēé÷ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęëĎÖĂĂÖĒïïĔĀöŠĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 
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ēé÷ĔîÜćîüĉÝĆ÷îĊĚǰñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøöĊđðŜćĀöć÷ĔîÖćøĒÖšðŦâĀćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęĂĂÖĒïïĔĀöŠ ēé÷
ó÷ć÷ćöĀćüĉíĊÖćøìĊęéĊìĊęÿčéĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  îĂÖÝćÖîĊĚǰÝąđĀĘîüŠćñúđÞú÷×ĂÜ ( )SP n  ÝąđðŨî 

ñúđÞú÷×ĂÜ ( , )SP i n  đÿöĂ 
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ïììĊęǰ2 
ðŦâĀć ( )SP n  

 
 ĔîïìîĊĚǰñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøÝąĒÿéÜëċÜøć÷úąđĂĊ÷éÖćøĒÖšðŦâĀć ( )SP n  đóČęĂîĈÙüćöøĎšìĊęĕéšöćĔßšĔîÖćø

ĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ĔîïììĊęǰ� 
ēé÷đøĉęöêšîǰ÷ÖêĆüĂ÷ŠćÜÖćøĒÖšðŦâĀć (3)SP  Ēúą (4)SP  
êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ� ÖćøĒÖšðŦâĀć (3)SP  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ�ǰÙøĆĚÜǰéĆÜêŠĂĕðîĊĚ 

 
 
êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ2 ÖćøĒÖšðŦâĀć (4)SP  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ��ǰÙøĆĚÜǰéĆÜêŠĂĕðîĊĚ 

 

đøĉęöêšî 

ìĈÖćøĀöčî 

đøĉęöêšî 

ìĈÖćøĀöčî 
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×šĂÿĆÜđÖêǰ� 
ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ ÿćöćøëøĊđüĉøŤÿ×ĆĚîêĂîÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤÖúĆïĕéšđÿöĂǰéĆÜêĆüĂ÷ŠćÜêŠĂĕðîĊĚ 
 
êĆüĂ÷ŠćÜ óĉÝćøèćðŦâĀć (3)SP  

đøĉęöêšîǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ��� 
ìĈÖćøĀöčî        110 
                    010 
                    011 
                    001 
                    000 
 
êŠĂöćìĈÖćøøĊđüĉøŤÿüĉíĊÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 
đøĉęöêšîǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ��� 
ìĈÖćøĀöčîǰǰǰǰǰ��� 
                   011 
                   010 
                   110 
                   111 
 
 ÝćÖ×šĂÝĈÖĆé×ĂÜÖćøĀöčîĔîïììĊęǰ�ǰÝąĕéš×šĂÿøčðéĆÜêŠĂĕðîĊĚ 
×šĂÿĆÜđÖêǰ� đÜČęĂîĕ×ÝĈđðŨîĔîÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ïîêĈĒĀîŠÜǰN pivot�  

ÖĈĀîéĔĀšǰ k đðŨîÝĈîüîîĆïĔé ėǰìĊęǰ k n�  ĔîðŦâĀć ( )SP n  

ÿðŗîđîĂøŤǰ ka  ÝąĀöčîĕéšïîêĈĒĀîŠÜǰ N pivot�  ëšćÿðŗîđîĂøŤǰ 2 3, ,...,k k na a a� � öĊÿëćîąĒîüîĂîǰĒúą

ÿðŗîđîĂøŤǰ 1ka �  öĊÿëćîąĒîüêĆĚÜ ēé÷ĒÿéÜĕéšéĆÜĒñîõćóêŠĂĕðîĊĚǰ 
1 2 1

1

( ) ( )... ( ) ( )100...00k k

n k

f a f a f a f a�

� �
�	
  

 
×šĂÿĆÜđÖêǰ� 

ÖĈĀîéĔĀšǰ x Ēúąǰ y  đðŨîÝĈîüîîĆïĔé ėǰìĊęǰ y x n� d  ĔîðŦâĀć ( )SP n  

ēé÷×šĂÿĆÜđÖêìĊęǰ�ǰđĀĘîĕéšüŠćǰÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤ ya  ĕöŠÿŠÜñúêŠĂÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ xa   
éĆÜîĆĚîĔîðŦâĀć ( )SP n   ÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤÝćÖǰ 

***...*111...1
n k k�

�	
�	
  đðŨîǰ***...*000...0
n k k�

�	
�	
  đìŠćÖĆïǰÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤÝćÖǰ 

111...1
k

�	
  đðŨîǰ000...0
k

�	
  ĔîðŦâĀć ( )SP k   

 
 

N pivot�  
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ïìîĉ÷ćöǰ5 
óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  

ĔĀš ( )F n  ĒìîÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( )SP n  

ÿĆÜđÖêüŠćǰĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( )SP n  îĆĚî ÿćöćøëöĊĕéšĀúć÷ñúđÞú÷ǰàċęÜñúđÞú÷ìĊęéĊìĊęÿčé (optimal )solution  ÙČĂ 

ñúđÞú÷ìĊęĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé 
ĔĀš ( )n� Ēìîđàê×ĂÜǰñúđÞú÷ìĊęéĊìĊęÿčé ĔîðŦâĀć ( )SP n  
ĔĀšǰ ( ) ( )A n n��  Ýąđ×Ċ÷îĒìî×ĆĚîêĂîĔî ( )A n  éšü÷đàêìĊęöĊúĈéĆï 0 1 2 ( )( ) { , , ,..., }F nA n A A A A  

Ēúą 1 2 3( ) ( ) ( )... ( )niA f a f a f a f a , 0,1,2,..., ( )i F n  

ÿĆÜđÖêĕéšüŠć 0 111...11
n

A  ��	�
   Ēúą ( ) 000...00F n

n

A  ��	�
  

ÝćÖïìÙüćöǰ“A Recurrence Relation in the Spinout Puzzle”  [1]  ēé÷ǰRobert L. Lamphere 
đ×Ċ÷îĔîðŘǰÙ�ý�����ǰĕéšĀćÙŠć ( )F n  éĆÜìùþãĊïììĊęǰ�  
ìùþãĊïììĊęǰ�  

óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  ÝąĕéšüŠć ( ) ( 1) 2 ( 2) 1F n F n F n � � � �  Ēúąǰ 2( ) (2 1)
3

nF n ª º �« »« »
 

ĔîìĊęîĊĚǰÝąÖúŠćüëċÜĒîüìćÜĔîÖćøóĉÿĎÝîŤǰÿĈĀøĆïïìóĉÿĎÝîŤÿćöćøëĂŠćîĕéšĔîǰ[1] 
 

đøĉęöÝćÖÝąĒÿéÜüŠćǰ ( ) ( 1) 2 ( 2) 1F n F n F n � � � �  ÿĈĀøĆïÝĈîüîîĆï n  Ĕéǰė  
ÿćöćøëĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤđðŨîǰ�ǰ×ĆĚîêĂîĔĀâŠ ėǰéĆÜĒñîõćó 
 

1111...111
n

��	�
  

 
    

                                                            N
2 2

11000...00
n�

��	�
  

 
 

2

01000...00
n

n

�
��	�


��	�

 

 
 

1

0111....11
n�

��	�
  

 
 

000...00
n

��	�
  

 

�´Ê��°��̧É�ř�

�´Ê��°��̧É�Ś�

�´Ê��°��̧É�ś�

�´Ê��°��̧É�Ŝ�
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ĒêŠúą×ĆĚîêĂîĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤéĆÜîĊĚ 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ�� ĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 3 4, ,..., na a a  đðŨîĒîüîĂîǰĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊę

îšĂ÷ìĊęÿčéǰ ( 2)F n �  ÙøĆĚÜ 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ��ǰĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1a  đðŨîĒîüîĂî ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰ�ǰÙøĆĚÜ 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ��ǰĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 3 4, ,..., na a a  đðŨîĒîüêĆĚÜ ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊę

îšĂ÷ìĊęÿčé ( 2)F n �  ÙøĆĚÜ 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ��ǰĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 2 3, ,..., na a a  đðŨîĒîüîĂî ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜ 
ÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé ( 1)F n � ÙøĆĚÜ  

éĆÜîĆĚîÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøĒÖšðŦâĀćðøĉýîć ( )SP n  ÙČĂ
( 1) 2 ( 2) 1 ( )F n F n F n� � � �   

 
îĂÖÝćÖîĆĚîǰÝąđĀĘîĕéšĂ÷ŠćÜßĆéđÝîüŠć (0) 0F   Ēúą (1) 1F   

ĒúąđöČęĂóĉÝćøèćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęöĊÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤ 2 êĆüǰ 
ĔîÖćøĒÖšðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤîĆĚîǰìĈÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 1a  đðŨîĒîüîĂîÖŠĂîǰêŠĂöćìĈÖćøĀöčîǰ 2a  đðŨîĒîüîĂî
êćöǰÝąĕéšüŠćǰ (2) 2F   
 
 

êŠĂöćóĉÝćøèć                                                
( ) ( 1) 2 ( 2) 1F n F n F n � � � �  

( ) ( 1) 1 2( ( 1) ( 2) 1)F n F n F n F n� � �  � � � �  
ìĈÖćøüîàĚĈÝąĕéš 

( ) ( 1) 1 2nF n F n� � �   
( ) ( 1) 2 1 (1)nF n F n� �  � """"""  

                                   
ĒìîÙŠćǰ 2k  úÜĔîÿöÖćø ( ) ( 1) 2 ( 2) 1F n F n F n � � � �  ĕéšđðŨî 

(2 ) (2 1) 2 (2 2) 1F k F k F k � � � �  
(2 ) (2 2) (2 1) (2 2) 1F k F k F k F k� �  � � � �  

ÝćÖÿöÖćø (1)  
2 1 2 1(2 ) (2 2) 2 1 1 2 (2)k kF k F k � �� �  � �  """"  

óĉÝćøèć 
(2 ) (0) ( (2 ) (2 2)) ( (2 2) (2k 4)) ... ( (2) (0))F k F F k F k F k F F F�  � � � � � � � � �  

ÝćÖÿöÖćø (2)  
2 1 2 3 3 1(2 ) (0) 2 2 ... 2 2k kF k F � ��  � � � �  

1 2 1 0(2 ) (0) 2(4 4 ... 4 4 )k kF k F � ��  � � � �  
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éĆÜîĆĚî 
2(2 ) (0) (4 1)
3

kF k F�  �  

đîČęĂÜÝćÖǰ (0) 0F   éĆÜîĆĚî 
2(2 ) (4 1) (3)
3

kF k  � """"     

ĒìîÙŠćǰ n éšü÷ǰ 2k  ĔîÿöÖćø (1) ÝąĕéšüŠćǰ 2(2 ) (2 1) 2 1kF k F k� �  �  ĀøČĂǰ
2(2 1) 2 (2 ) 1kF k F k�  � �  

ĒìîÙŠćǰ 2(2 ) (4 1)
3

kF k  �  éĆÜîĆĚî 
2(2 1) 4 (4 1) 1
3

k kF k �  � � �  
1(2 1) (4 1) (4)
3

kF k �  � """"  

đîČęĂÜÝćÖ 4 2k n  éĆÜîĆĚîÿćöćøëđ×Ċ÷îÿöÖćø (3)  ĒúąÿöÖćø (4)  ĔĀöŠđðŨî 
2( ) (2 1)
3

nF n  �  ÿĈĀøĆïn đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 

11( ) (2 1)
3

nF n � � ÿĈĀøĆï n đðŨîÝĈîüîÙĊę 

óĉÝćøèć 11 2 1 2 1(2 1) 2 (2 1)
3 3 3 3 3

n n n� �  �  � �   

éĆÜîĆĚîǰ
2( ) (2 1)
3

nF n ª º �« »« »
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ïìĒìøÖìĊęǰ�  
 óĉÝćøèćðŦâĀćǰ ( )SP n  

( )i  ëšć n  đðŨîÝĈîüîÙĊę ĒúšüöĊǰ ( ) ( )A n n��  ìĊę 111...100...00 ( )
n k k

A n
�

��	
�	
  đöČęĂǰ k đðŨîÝĈîüîÙĊę 

( )ii  ëšć n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠ ĒúšüöĊǰ ( ) ( )A n n��  ìĊę 111...100...00 ( )
n k k

A n
�

��	
�	
  đöČęĂǰ k đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 

 
óĉÿĎÝîŤ ĔĀš iS  Ēìîÿëćîą×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤǰ111...100...00

n i i�
�	
�	
  ĔîðŦâĀć ( )SP n  

( )i  ÿööêĉ n  đðŨîÝĈîüîÙĊę 

ĔĀš ( )A n  Ēìî×ĆĚîêĂîÖćøĒÖšðŦâĀćǰ ( )SP n  éĆÜêŠĂĕðîĊĚ 

1 3 5

111...10 111...1000 111...100000 00...00
n n n n

n n n

� � �

o o o o!�	
 �	
 �	
 �	

��	�
 ��	�
 ���	��


 

 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 

1 3

111...10 111...1000
n n

n n

� �

o�	
 �	

��	�
 ��	�


 

óĉÝćøèćǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 
1

111...10
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
3

111...1010
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰ 

�ǰÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
3

111...1010
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
3

111...1011
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéǰ

(1)F  ÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
3

111...1011
n

n

�
�	

��	�


 đðŨî 
3

111...1000
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéǰ

(2)F ÙøĆĚÜ 

éĆÜîĆĚîÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 
1

111...10
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
3

111...1000
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé 

 (2) (1) 1F F� � ÙøĆĚÜ 
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×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 
3 5

111...1000 111...100000
n n

n n

� �

o�	
 �	

��	�
 ���	��


 

óĉÝćøèćǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 
3

111...1000
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
5

111...101000
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤǰ 

�ǰÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
5

111...101000
n

n

�
�	

���	��


 đðŨîǰ
5

111...101111
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷

ìĊęÿčéǰ (3)F  ÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
5

111...101111
n

n

�
�	

���	��


 đðŨîǰ
5

111...100000
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷

ìĊęÿčéǰ (4)F  ÙøĆĚÜ 

éĆÜîĆĚîÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 
3

111...1000
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
5

111...100000
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤ

ìĆĚÜĀöé (3) (4) 1F F� �  ÙøĆĚÜ 

 éĆÜîĆĚîÿćöćøëÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 
ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...1000..0

n i i�
�	
�	
  đðŨî 

2 2

111...1000..0
n i i� � �
�	
�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤ

ìĆĚÜĀöéǰ ( ) ( 1) 1F i F i� � � ÙøĆĚÜ ÿĈĀøĆï 1,3,5,..., 2i n �  

 
óĉÝćøèćÝĈîüî×ĆĚîêĂîĔîÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ

1

111...10
n

n

�
�	

��	�


 đðŨî 00...00
n

�	
  öĊìĆĚÜÿĉĚîǰ
1

2
n �  ×ĆĚîêĂî 

éĆÜîĆĚîǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
1

111...10
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ00...00
n

�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé

1(1) (2) ... ( 2) ( 1) ( )
2
nF F F n F n �

� � � � � � �  ÙøĆĚÜ 

đîČęĂÜÝćÖǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...11
n

��	�
  đðŨîǰ
1

111...10
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤǰ�ǰÙøĆĚÜ 

éĆÜîĆĚîǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...11
n

��	�
  đðŨîǰ00...00
n

�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé

1(1) (2) ... ( 2) ( 1) ( )
2
nF F F n F n �

� � � � � � �  ÙøĆĚÜ 
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 ÝąĒÿéÜ×šĂÙüćöéĆÜêŠĂĕðîĊĚǰ
1( ) ( 1) ( 2) ... (3) (2) (1) ( )

2
nF n F n F n F F F �

 � � � � � � � �  

ÝćÖǰìùþãĊïììĊęǰ1 ÝąĕéšüŠćǰ ( ) ( 1) 2 ( 2) 1F n F n F n � � � �  
 ( ) [ ( 1) ( 2) 1] ( 3) 2 ( 4) 1F n F n F n F n F n � � � � � � � � �  

( ) [ ( 1) ( 2) ... ( 4) 2] ( 5) 2 ( 6) 1F n F n F n F n F n F n � � � � � � � � � � � �  
( ) [ ( 1) ( 2) ... ( 6) 3] ( 7) 2 ( 8) 1F n F n F n F n F n F n � � � � � � � � � � � �  

 
đîČęĂÜÝćÖǰ n  đðŨîÝĈîüîÙĊęǰéĆÜîĆĚîǰ 3n �  đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 

ÝąĕéšüŠćǰǰ
3( ) [ ( 1) ( 2) ... ( ( 3)) ( )] (2) 2 (1) 1

2
nF n F n F n F n n F F�

 � � � � � � � � � � �  

đîČęĂÜÝćÖǰ (1) 1F   éĆÜîĆĚî 1( ) ( 1) ( 2) ... (3) (2) (1) ( )
2
nF n F n F n F F F �

 � � � � � � � �  

éĆÜîĆĚîëšć n  đðŨîÝĈîüîÙĊęǰĒúšüǰöĊǰ ( ) ( )A n n��  ìĊę111...100...00 ( )
n k k

A n
�

��	
�	
  đöČęĂǰ k đðŨîÝĈîüîÙĊę 

 
 
 
( )ii  ÿööêĉ n đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 

ĔĀš ( )A n  Ēìî×ĆĚîêĂîÖćøĒÖšðŦâĀćǰ ( )SP n  éĆÜêŠĂĕðîĊĚ 

2 4 6

111...101 111...10000 111...100000 00...00
n n n n

n n n

� � �

o o o o!�	
 �	
 �	
 �	

��	�
 ��	�
 ���	��


 

 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 

2 4

111...101 111...10000
n n

n n

� �

o�	
 �	

��	�
 ��	�


 

óĉÝćøèćÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
2

111...101
n

n

�
�	

��	�


 đðŨî 
2

111...100
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤǰ�ǰÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 
2

111...100
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
4

111...10100
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤǰ�ǰÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
4

111...10100
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
4

111...10111
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé 

(2)F ÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
4

111...10111
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
4

111...10000
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéǰ

(3)F ÙøĆĚÜ 
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éĆÜîĆĚîÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 

1

111...10
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
3

111...1000
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé 

 (3) (2) 2F F� � ÙøĆĚÜ 
 

×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 
4 6

111...10000 111...1000000
n n

n n

� �

o�	
 �	

��	�
 ���	��


 

óĉÝćøèćǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 
4

111...10000
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
6

111...1010000
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤǰ

�ǰÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
6

111...1010000
n

n

�
�	

���	��


 đðŨîǰ
6

111...101111
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷

ìĊęÿčéǰ (4)F  ÙøĆĚÜ 

ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
6

111...1011111
n

n

�
�	

���	��


 đðŨîǰ
6

111...1000000
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷

ìĊęÿčéǰ (5)F  ÙøĆĚÜ 

éĆÜîĆĚîÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 
4

111...10000
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ
6

111...1000000
n

n

�
�	

���	��


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤ

ìĆĚÜĀöéǰ (5) (4) 1F F� �  ÙøĆĚÜ 

 éĆÜîĆĚîÿćöćøëÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 
ÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...1000..0

n i i�
�	
�	
  đðŨî 

2 2

111...1000..0
n i i� � �
�	
�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤ

ìĆĚÜĀöéǰ ( ) ( 1) 1F i F i� � � ÙøĆĚÜ ÿĈĀøĆï 2,4,6,..., 2i n �  

 
óĉÝćøèćÝĈîüî×ĆĚîêĂîĔîÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ

2

111...101
n

n

�
�	

��	�


 đðŨî 00...00
n

�	
  öĊìĆĚÜÿĉĚîǰ
2

2
n �

×ĆĚîêĂî 

éĆÜîĆĚîǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ
2

111...101
n

n

�
�	

��	�


 đðŨîǰ00...00
n

�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé

(2) (3) ... ( 2) ( 1)
2
nF F F n F n� � � � � � �  ÙøĆĚÜ 
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đîČęĂÜÝćÖǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...11
n

��	�
  đðŨîǰ
2

111...101
n

n

�
�	

��	�


 ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤǰ�ǰÙøĆĚÜ 

éĆÜîĆĚîǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...11
n

��	�
  đðŨîǰ00...00
n

�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé

3(2) (3) ... ( 2) ( 1)
2
nF F F n F n �

� � � � � � �  ÙøĆĚÜ 

đîČęĂÜÝćÖǰ (1) 1F   éĆÜîĆĚîǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...11
n

��	�
  đðŨîǰ00...00
n

�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤ

ìĆĚÜĀöé (1) (2) (3) ... ( 2) ( 1)
2
nF F F F n F n� � � � � � � �  ÙøĆĚÜ 

ÝąĒÿéÜ×šĂÙüćöéĆÜêŠĂĕðîĊĚǰ ( ) ( 1) ( 2) ... (3) (2) (1)
2
nF n F n F n F F F � � � � � � � �  

ÝćÖǰìùþãĊïììĊęǰ1 ÝąĕéšüŠćǰ ( ) ( 1) 2 ( 2) 1F n F n F n � � � �  
 ( ) [ ( 1) ( 2) ( 3) 1] 2 ( 4) 1F n F n F n F n F n � � � � � � � � �  

 ( ) [ ( 1) ( 2) ... ( 5) 2] 2 ( 6) 1F n F n F n F n F n � � � � � � � � � �  

đîČęĂÜÝćÖ n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠǰéĆÜîĆĚîǰ 3n �  đðŨîÝĈîüîÙĊę 

ÝąĕéšüŠćǰ
4( ) ( ( 1) ( 2) ... ( ( 3)) ( )) 2 (2) 1

2
nF n F n F n F n n F�

 � � � � � � � � � �  

đîČęĂÜÝćÖ (1) 1F   Ēúą (2) 2F   éĆÜîĆĚî ( ) ( 1) ( 2) ... (3) (2) (1)
2
nF n F n F n F F F � � � � � � � �  

éĆÜîĆĚîǰëšć n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠ ĒúšüöĊǰ ( ) ( )A n n��  ìĊę 111...100...00 ( )
n k k

A n
�

��	
�	
  đöČęĂǰ k đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 
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ïììĊęǰ3 
ðŦâĀć ( , )SP i n   

 
 ĔîïìîĊĚǰñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøĔĀšÙüćöÿîĔÝĔîÖćøĀćñúđÞú÷ìĊęéĊìĊęÿčéĔîÖćøĒÖšðŦâĀćǰ ( , )SP i n  
ĒúąñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n ēé÷ĒïŠÜđðŨîǰ�ǰÖøèĊǰĕéšĒÖŠǰ 
ÖøèĊǰ�ǰ 1

2
ni �

d  

ÖøèĊǰ�ǰn  đðŨîÝĈîüîÙĎŠĒúą 2
2
ni �

  

ÖøèĊǰ� n  đðŨîÝĈîüîÙĊęĒúą 3
2
ni �

  

ÖøèĊǰ�ǰ 4
2
ni �

t  

 
×šĂêÖúÜ 

ĔîïììĊęǰ�ǰÝąÖĈĀîéĔĀš n  Ēúąǰ i đðŨîÝĈîüîîĆïìĊę i n�  đÿöĂ 
 
���ǰÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤĔîðŦâĀć ( )SP n  

ĔîĀĆü×šĂ÷ŠĂ÷ǰ���ǰÝąýċÖþćÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîðŦâĀć ( )SP n  đóČęĂĔßšĔîÖćø

ĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  
ìùþãĊïììĊęǰ2 
 ÖĈĀîéĔĀš k đðŨîÝĈîüîîĆïĔéǰėǰìĊę k nd  ēé÷ S 111...1000...0

n k k�

 �	
�	
  

óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  
( )i  ÿćöćøëĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤÝćÖǰ S  đðŨîǰ 000...0

n
�	
  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷î

ÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰ ( ) ( )F n F k�  ÙøĆĚÜ 
( )ii  ÷ĉęÜÖüŠćîĆĚî ëšćöĊ ( ) ( )A n n��  ìĊę S  ( )A n�  Ēúšü ÝąĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜ

ÿðŗîđîĂøŤ ( ) ( )F n F k� ÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷î S  đðŨî 000...0
n

�	
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óĉÿĎÝîŤ  óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  
( )i  ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ1 Ēúą×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ S  đðŨî 111...11

n
��	�
  ÝąĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷î

ÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊ ęîšĂ÷ìĊęÿčé ( )F k  ÙøĆĚÜ îĂÖÝćÖîĊĚǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...11
n

��	�
  đðŨîǰ 000...00
n

��	�
  ÝąĔßš

ÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé ( )F n  ÙøĆĚÜ 
éĆÜîĆĚîÿćöćøë ĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤÝćÖǰ S  đðŨîǰ 000...0

n
�	
  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷î

ÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰ ( ) ( )F n F k�  ÙøĆĚÜ 
 
  
( )ii  ÿööêĉ öĊ ( ) ( )A n n��  ìĊę ( )S A n�  éĆÜîĆĚîÝąöĊüĉíĊÖćøđðúĊę÷îÝćÖǰ111...11

n
��	�
  đðŨîǰ000...00

n
��	�
   

ēé÷ñŠćîǰ S  
àċęÜÝąđĀĘîĕéšüŠć ÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 111...1

n
�	
  đðŨî 000...00

n
��	�
  ÝąĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜ

ÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé ( )F n ÙøĆĚÜ  
ĒúąÝćÖ×šĂÿĆÜđÖê �ǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖ 111...1

n
�	
  đðŨî S  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊę

îšĂ÷ìĊęÿčé ( )F k  ÙøĆĚÜ  
éĆÜîĆĚîǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖ S  đðŨî 000...00

n
��	�
  ÝċÜĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰ

( ) ( )F n F k�  ÙøĆĚÜ 
 
ìùþãĊïììĊęǰ3  

óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  ìĊęöĊǰ 0 1 2 ( )( ) { , , ,..., } ( )F nA n A A A A n ��  
1100...00

n
��	�
  Ēúąǰ010...00

n
��	�
  ÝąĂ÷ĎŠĔîìčÖñúđÞú÷×ĂÜÖćøĒÖšðŦâĀćǰ ( )SP n   

éĆÜîĆĚî 1100...00 ( )
n

A n���	�
 Ēúąǰ010...00 ( )
n

A n���	�
  

 
óĉÿĎÝîŤ ×èąìĊęǰ 1a  đðúĊę÷îÝćÖĒîüêĆĚÜđðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  

ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÝċÜÿøčðĕéšüŠćǰ1100...00
n

��	�
  Ēúą 010...00 ( )
n

A n���	�
  Ă÷ĎŠĔîìčÖñúđÞú÷×ĂÜÖćøĒÖšðŦâĀć ( )SP n  

éĆÜîĆĚîǰ1100...00 ( )
n

A n���	�
 Ēúąǰ010...00 ( )
n

A n���	�
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ïìĒìøÖìĊęǰ2 

óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  ìĊęÿëćîą×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤđðŨîǰ000...00
n

��	�
  

ÝąĕéšüŠćĔßšÝĈîüîĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé ( ) ( 2)F n F n� �  ÙøĆĚÜǰđóČęĂđðúĊę÷îĔĀšÿðŗîđîĂøŤǰ
1a  đðŨîĒîüêĆĚÜ 

 
óĉÿĎÝîŤ óĉÝćøèćðŦâĀć ( )SP n  ìĊęÿëćîą×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤđðŨîǰ000...00

n
��	�
  

ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰøĎðĒïï×ĂÜßčéÿðŗîđîĂøŤÖŠĂîÝąĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1a  ÙČĂǰ
2

01000...00
n�

��	�
  

đîČęĂÜÝćÖǰìùþãĊïììĊęǰ3 ìøćïüŠćǰ
2

01000...00
n�

��	�
 Ēúą
2

11000...000 ( )
n

A n
�

���	�
  

éĆÜîĆĚîēé÷ǰ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰĒúąǰìùþãĊïììĊęǰ2 ÝąĕéšüŠćǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖ000...00
n

��	�
 đðŨî 
2

11000...00
n�

��	�
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔî

ÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé ( ) ( 2)F n F n� �  ÙøĆĚÜ 
 
 

óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  ÝąđĀĘîĕéšüŠćöĊÿðŗîđîĂøŤïćÜêĆüÿćöćøëĀöčîĕéšìĆĚÜïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  
Ēúą êĈĒĀîŠÜ N pivot�  éĆÜîĆĚîđøćÝċÜìĈÖćøóĉÝćøèćÿðŗîđîĂøŤđĀúŠćîĆĚîüŠćĀöčîïîêĈĒĀîŠÜĔé ÝąĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜ
ĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ÖüŠć 
  
ìùþãĊïììĊęǰ4 

ÖĈĀîéĔĀš k  đðŨîÝĈîüîîĆïĔé ėǰēé÷ìĊę k i nd �  
óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  ēé÷ĔîêĂîđøĉęöêšîǰÿðŗîđîĂøŤìčÖêĆüĂ÷ĎŠĔîĒîüêĆĚÜ 
ÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ ka  ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  ÝąĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷

ÖüŠćÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ka  ïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�   
óĉÿĎÝîŤ ÖĈĀîéĔĀš k đðŨîÝĈîüîîĆïĔé ėǰēé÷ìĊę k i nd �  
óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  

đîČęĂÜÝćÖǰ k id  ÿćöćøëđúČĂÖĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ ka  ĕéšǰ 2 êĈĒĀîŠÜ îĆęîÙČĂǰêĈĒĀîŠÜ I pivot�  ĀøČĂêĈĒĀîŠÜ
N pivot�  
 
 
 

ÖøèĊĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ka  ïîêĈĒĀîŠÜN pivot�  

ēé÷×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÿðŗîđîĂøŤǰ ka  ĀöčîĕéšïîêĈĒĀîŠÜǰ N pivot�  ëšćǰÿðŗîđîĂøŤǰ 2 3, ,...,k k na a a� � öĊÿëćîą

ĒîüîĂî 
éĆÜîĆĚîǰĔîÖøèĊĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ ka  ĔîêĈĒĀîŠÜN pivot�  êšĂÜđðúĊę÷îÿðŗîđîĂøŤđðŨîĒîüîĂîìĆĚÜĀöéǰ 1n k� �  êĆü 
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ÖøèĊĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ka  ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  

ÝąđĀĘîĕéšüŠćëšćÿðŗîđîĂøŤǰ ka  Ă÷ĎŠïîêĈĒĀîŠÜêĈĒĀîŠÜ I pivot�  ĒúšüÿðŗîđîĂøŤǰ 1n i ka � � �  ÝąĂ÷ĎŠïîêĈĒĀîŠÜǰ
1n �  éĆÜîĆĚîÿðŗîđîĂøŤǰ 1 1, ,...,n i k n i k na a a� � � � � �  êšĂÜĂ÷ĎŠéšćîîĂÖ×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤ 

éĆÜîĆĚîĔîÖøèĊĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ ka  ĔîêĈĒĀîŠÜ I pivot� êšĂÜđðúĊę÷îÿðŗîđîĂøŤđðŨîĒîüîĂîìĆĚÜĀöéǰ 1i k� �  êĆü 

 
đîČęĂÜÝćÖǰ n i!  éĆÜîĆĚîǰ 1 1i k n k� � � � �  

éĆÜîĆĚîǰÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ ka  ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot� ÝąĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊę

îšĂ÷ÖüŠćĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ka  ïîêĈĒĀîŠÜN pivot�   
 

 
���ǰÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  
 

ÝąđĀĘîüŠćÿćöćøëĒÖšðŦâĀćǰ ( , )SP i n  ēé÷ĔßšñúđÞú÷×ĂÜðŦâĀćǰ ( )SP n  àċęÜĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčî

đðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰ ( )F n  ÙøĆĚÜǰéĆÜîĆĚîǰñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøìĈÖćøýċÖþćÖćøĒÖšðŦâĀćǰ ( , )SP i n  ēé÷Ĕßš
ÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤîšĂ÷ÖüŠćǰ ( )F n  ÙøĆĚÜǰ 

 
óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  

ÝćÖìùþãĊïììĊęǰ4 đĀĘîĕéšüŠćÿðŗîđîĂøŤ 1a  ÝąĀöčîēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊę
îšĂ÷ìĊęÿčéđöČęĂîĈöćĀöčîïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  

đîČęĂÜÝćÖǰÝčéöčŠÜĀöć÷×ĂÜðŦâĀć ( , )SP i n  đĀöČĂîÖĆï ( )SP n  ÙČĂ ÖćøđðúĊę÷îĔĀšÿðŗîđîĂøŤìčÖêĆüđðŨîĒîüîĂî 
éĆÜîĆĚîǰ×ĆĚîêĂîĔîÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 1a  Ă÷ĎŠĔîìčÖñúđÞú÷×ĂÜðŦâĀć ( , )SP i n  

đîČęĂÜÝćÖǰ1 id  éĆÜîĆĚîēé÷ìùþãĊïììĊęǰ4 ÝċÜđĀĘîĕéšüŠćÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1a  ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  

ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ÖüŠćîĈ 1a  öćĀöčîïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
 
óĉÝćøèćÖćøîĈÿðŗîđîĂøŤ 1a  ĀöčîïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  

đøćêšĂÜìĈĔĀšÿðŗîđîĂøŤǰ 2i �  êĆüìšć÷ àċęÜÙČĂ ÿðŗîđîĂøŤǰ 3 4, ,...,n i n i na a a� � � �  Ă÷ĎŠĔîĒîüîĂî 
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ñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøìĈÖćøýċÖþćĒÖšðŦâĀćǰ ( , )SP i n  êćöêĈĒĀîŠÜ×ĂÜÿðŗîđîĂøŤǰ 3n ia � �  ïîÖøĂïĔÿŠ

ïćøŤēé÷ĒïŠÜđðŨîǰ�ǰÖøèĊǰéĆÜîĊĚ 

ÖøèĊǰ� 1
2
ni �

d  

ÖøèĊǰ� n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠĒúą 2
2
ni �

  

ÖøèĊǰ� n  đðŨîÝĈîüîÙĊęĒúą 3
2
ni �

  

ÖøèĊǰ� 4
2
ni �

t  

 
ÖøèĊǰ� 1

2
ni �

d  

ÝąĒïŠÜÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n ĂĂÖđðŨîǰ�ǰ×ĆĚîêĂîéĆÜîĊĚ 
111...11

n

o��	�

2 2

111...1100...00
n i i� � �

o��	�
�	

2 2 2

00...00111...1100...00
i n i i� � �

o�	
��	�
�	
 000...00
n

��	�
  

 
 
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 111...11

n

o��	�

2 2

111...1100...00
n i i� � �
��	�
�	
  

- ÝćÖ 1
2
ni �

d  éĆÜîĆĚîǰ 2 3i n i� d � �  

ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰǰ 3 4, ,...,n i n i na a a� � � �  đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
- ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęĔßšĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéÝċÜđìŠćÖĆï ( 2)F i �  ÙøĆĚÜ  

 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 

2 2

111...1100...00
n i i� � �

o��	�
�	

2 2 2

00...00111...1100...00
i n i i� � �

�	
��	�
�	
  

- ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 1 2, ,..., ia a a ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot� êćöúĈéĆïǰēé÷đøĉęöĀöčîÝćÖÿðŗîđîĂøŤ 1a   
- ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęĔßšĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤđìŠćÖĆï i  ÙøĆĚÜ 

 
 
 
 
 
 
 
 

×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 
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×ĆĚîêĂîìĊęǰ3 
2 2 2

00...00111...1100...00
i n i i� � �

o�	
��	�
�	
 000...00
n

��	�
  

- ĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1 2 2, ,...,i i n ia a a� � � �  đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
- ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÝąĕéšüŠćǰÿðŗîđîĂøŤǰ 1 2, ,..., ia a a  ĕöŠöĊñúêŠĂÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 

1 2 2, ,...,i i n ia a a� � � �  éĆÜîĆĚîǰÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤ 
ìĊęìĈĔĀšǰ 1 2 2, ,...,i i n ia a a� � � �  đðŨîĒîüîĂîìĆĚÜĀöé đìŠćÖĆïǰÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÝćÖǰ

2 2 2

111...1000...0
n i i� � �
�	
�	
  

đðŨîǰ000...0
n i�

�	
  

  ĔîÖøèĊìĊęǰ n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠÝąĔĀšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęêŠćÜÝćÖǰ n  đðŨîÝĈîüîÙĊę 
ēé÷ĒÿéÜøć÷úąđĂĊ÷ééĆÜêŠĂĕðîĊĚ 
 

ÖøèĊ n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 
éĆÜîĆĚî öĊÝĈîüîîĆï v  ìĊęìĈĔĀš 2( 1)n v �  ÝąĕéšüŠćǰ ( ) ( 2) 2n i i v� � �   
éĆÜîĆĚîǰÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤêĆĚÜĒêŠ 1ia �  ëċÜ na  öĊõćüąÙĎŠÙĊęđéĊ÷üÖĆîÖĆïÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤêĆĚÜĒêŠ 3n ia � � ��¹�� na  
ēé÷ïìĒìøÖìĊęǰ1 óĉÝćøèćðŦâĀćǰ ( )SP n i�  ÝąĕéšüŠćöĊ ( ) ( )A n i n i� �� �  ìĊę 

2 2 2

111...1000...0 ( )
n i i

S A n i
� � �

 � ��	
�	
  

éĆÜîĆĚîÝćÖìùþãĊïììĊęǰ2 ÝąĕéšüŠćǰÖćøđðúĊę÷îÝćÖ S  đðŨî 000...0
n i�

�	
  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊę

îšĂ÷ìĊęÿčéǰ ( ) ( 2)F n i F i� � �  ÙøĆĚÜ 
 
 

ÖøèĊ n  đðŨîÝĈîüîÙĊę 
ÝćÖìùþãĊïììĊęǰ2 ÝąĕéšüŠć ÿćöćøëđðúĊę÷îÝćÖǰ S  đðŨî 000...0

n i�
�	
   ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą

ÿðŗîđîĂøŤǰ ( ) ( 2)F n i F i� � �  ÙøĆĚÜ 
 

ĔîÖøèĊìĊęǰ� ÿćöćøëÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 
óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  ìĊę  1

2
ni �

d  

öĊüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé ( )F n i i� �  ÙøĆĚÜ
ëšćǰ n đðŨîÝĈîüîÙĎŠ ĒúąǰöĊüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé 

( ) 2 ( 2)F n i F i i� � � �  ÙøĆĚÜëšćǰ n đðŨîÝĈîüîÙĊę 
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ÖøèĊǰ2� n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠĒúą 2
2
ni �

  

ÝąĒïŠÜÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ĂĂÖđðŨîǰ�ǰ×ĆĚîêĂîéĆÜîĊĚ 
111...11

n

o��	�

2 2

111...1100...00
n i i� � �

o��	�
�	

1

000...00100...00
i n i� �

o��	�
 �	

1 2

000...0011100...00
i n i� � �

o��	�
 �	
 000...00
n

��	�
  

�

 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 111...11

n

o��	�

2 2

111...1100...00
n i i� � �
��	�
�	
  

- ÝćÖ 2
2
ni �

  éĆÜîĆĚî 1 3i n i�  � �  

ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰǰ 3 4, ,...,n i n i na a a� � � �  đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
- ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęĔßšĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéÝċÜđìŠćÖĆï ( 2)F i �  ÙøĆĚÜ�
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 

2 2

111...1100...00
n i i� � �

o��	�
�	

1

000...00100...00
i n i� �

��	�
 �	
  

- ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 1 2 1, ,..., ia a a � đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  êćöúĈéĆï  
- ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé 1i � ÙøĆĚÜ 

  
×ĆĚîêĂîìĊęǰ3 

1

000...00100...00
i n i� �

o��	�
 �	

1 2

000...0011100...00
i n i� � �

��	�
 �	
  

- êšĂÜÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ia  đðŨîĒîüîĂî éĆÜîĆĚîÝċÜĀćüĉíĊĔîÖćøĀöčîĔĀšÿðŗîđîĂøŤ 1ia �  öćĂ÷ĎŠĔîĒîüêĆĚÜ 
- ēé÷ïìĒìøÖìĊęǰ2 ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 1ia �  Ēúą 2ia �  öćĂ÷ĎŠĔîĒîüêĆĚÜïîêĈĒĀîŠÜǰ N pivot�  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜ
ĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéđìŠćÖĆï ( ) ( 2)F n i F n i� � � �  ÙøĆĚÜ 

 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ4 

1 2

000...0011100...00
i n i� � �

o��	�
 �	
 000...00
n

��	�
  

- ĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ia  ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  êŠĂöćĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1ia �  Ēúą 2ia �  ïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
- ÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ia  ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤǰ�ǰÙøĆĚÜǰ 
ēé÷×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1ia �  Ēúą 2ia �  ïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷î

ÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé ( ) ( 2)F n i F n i� � � �  ÙøĆĚÜ  
 

éĆÜîĆĚîǰĔîÖøèĊìĊęǰ2 ÿćöćøëÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 
óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  ìĊę n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠĒúąǰ 2

2
ni �

  

öĊüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé
2( ( ) ( 2)) ( 2)F n i F n i F i i� � � � � � �  ÙøĆĚÜ 

×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 
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ÖøèĊìĊęǰ3 n  đðŨîÝĈîüîÙĊęĒúą 3
2
ni �

  

ÝąĒïŠÜÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n ĂĂÖđðŨîǰ�ǰ×ĆĚîêĂîéĆÜîĊĚ 
 
111...11

n

o��	�

1 1

111...1100...00
i n i� � �

o��	�
�	

2 1

000...00100...00
i n i� � �

o��	�
 �	

2 2

000...00111100...00
i n i� � �

o��	�
 �	

2

000...001100...00
i n i� �

o��	�
 �	
  

 
 
000...00

n
��	�
  

 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 111...11

n

o��	�

1 1

111...1100...00
i n i� � �

��	�
�	
  

- đîČęĂÜÝćÖǰ 3
2
ni �

  éĆÜîĆĚîǰ 3i n i � �  ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 4 5, ,...,n i n i na a a� � � �  ïîêĈĒĀîŠÜ 

N pivot�  Ēúą ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 3n ia � �  ïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�   
- ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé ( 3) 1F i � �  ÙøĆĚÜǰ 
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ2 

1 1

111...1100...00
i n i� � �

o��	�
�	

2 1

000...00100...00
i n i� � �

��	�
 �	
  

- ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 1 2 2, ,..., ia a a � đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  êćöúĈéĆïǰ 
- ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé 2i �  ÙøĆĚÜ 
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 

2 1

000...00100...00
i n i� � �

o��	�
 �	
 N
42 2

000...00111100...00
i n i� � �

��	�
 �	
  

- êšĂÜÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1ia �  đðŨîĒîüîĂî éĆÜîĆĚîĀćüĉíĊĔîÖćøđðúĊę÷îǰ ia  đðŨîĒîüêĆĚÜ 
- ĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1ia �  Ēúą 2ia �  đðŨîĒîüêĆĚÜïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  ĒúąĀöčîÿðŗîđîĂøŤ ia  đðŨîĒîüêĆĚÜïî

êĈĒĀîŠÜ I pivot�  
- ēé÷ïìĒìøÖìĊęǰ� ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé 

( ) ( 2) 1F n i F n i� � � � �  ÙøĆĚÜǰ 
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ4 N

42 2

000...00111100...00
i n i� � �

o��	�
 �	

2

000...001100...00
i n i� �

��	�
 �	
  

- Āöčî 1ia �  Ēúą ia  đðŨîĒîüîĂîêćöúĈéĆïïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�   
- ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤ �ǰÙøĆĚÜ 
 

 

×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ�ǰ

  

×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 
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×ĆĚîêĂîìĊęǰ5 
2

000...001100...00
i n i� �

o��	�
 �	
 000...00
n

��	�
  

- ĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 1ia �  Ēúą 2ia �  đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
- ēé÷×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé  

( ) ( 2)F n i F n i� � � �  ÙøĆĚÜǰ 
 

éĆÜîĆĚîǰĔîÖøèĊìĊęǰ3 ÿćöćøëÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 
óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  ìĊę n  đðŨîÝĈîüîÙĊęĒúąǰ 3

2
ni �

  

öĊüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé
2( ( ) ( 2)) ( 3) 1F n i F n i F i i� � � � � � � �  ÙøĆĚÜ 
 
 
ÖøèĊìĊęǰ4 4

2
ni �

t  

ÝąĒïŠÜÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ĂĂÖđðŨîǰ5 ×ĆĚîêĂîéĆÜîĊĚ 
111...11

n

o��	�

2 2

111...1100...00
n i i� � �

o��	�
�	

1 2

000...00100...00
n i i� � �

o��	�
 �	

1 5 6

000...00111...1000...00
n i i� � �

o��	�
�	
��	�

4 6

000...0011000...00
n i i� � �

��	�
 ��	�
  

 
 

000...00
n

o��	�
  

 
 
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 111...11

n

o��	�

2 2

111...1100...00
n i i� � �
��	�
�	
  

- ÝćÖ 4
2
ni �

t  éĆÜîĆĚîǰ 1 3i n i� t � �  

ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰǰ 3 4, ,...,n i n i na a a� � � �  đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
- ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęĔßšĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéÝċÜđìŠćÖĆï ( 2)F i �  ÙøĆĚÜ 
 
 ×ĆĚîêĂîìĊęǰ2 

2 2

111...1100...00
n i i� � �

o��	�
�	

1 2

000...00100...00
n i i� � �

��	�
 �	
  

- ÝćÖ 3i n i! � �  ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰǰ 1 2 1, ,..., n ia a a � �  đðŨîĒîüîĂîïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  
- ÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęĔßšĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤđìŠćÖĆï 1n i� �  ÙøĆĚÜ 
 

×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� ×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 

×ĆĚîêĂîìĊęǰ� 
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×ĆĚîêĂîìĊęǰ3 
1 2

000...00100...00
n i i� � �

o��	�
 �	

1 5 6

000...00111...1000...00
n i i� � �

��	�
�	
��	�
  

  êšĂÜÖćøĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 2n ia � �  đðŨîĒîüîĂîǰéĆÜîĆĚîĀćüĉíĊÖćøđðúĊę÷îĔĀšÿðŗîđîĂøŤ 3n ia � �  đðŨîĒîüêĆĚÜ 
  ÝćÖǰ 4i n it � �  éĆÜîĆĚîǰÿðŗîđîĂøŤ 4n ia � �  ÿćöćøëĀöčîĕéšïîêĈĒĀîŠÜǰ I pivot�  
ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰǰ 5 6,n i n ia a� � � �  đðŨîĒîüêĆĚÜïîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
ĒúąĀöčîÿðŗîđîĂøŤ 4 3,n i n ia a� � � �  đðŨîĒîüêĆĚÜïîêĈĒĀîŠÜ I pivot�  êćöúĈéĆï 
  ēé÷ïìĒìøÖìĊęǰ�ǰĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéđìŠćÖĆï  

( 4) ( 6) 2F i F i� � � �  ÙøĆĚÜǰ 
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ4 

1 5 6

000...00111...1000...00
n i i� � �

o��	�
�	
��	�

4 6

000...0011000...00
n i i� � �

��	�
 ��	�
  

  ĀöčîÿðŗîđîĂøŤ  2 3 4, ,n i n i n ia a a� � � � � �  đðŨîĒîüîĂîêćöúĈéĆïïîêĈĒĀîŠÜǰ I pivot�  
- ÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęĔßšĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤÝċÜđìŠćÖĆïǰ�ǰÙøĆĚÜ 
 
×ĆĚîêĂîìĊęǰ5 

4 6

000...0011000...00
n i i� � �

o��	�
 ��	�
 000...00
n

��	�
  

  ĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 5 6,n i n ia a� � � �  đðŨîĒîüêĆĚÜîĂîêĈĒĀîŠÜ N pivot�  
  ÝćÖ×šĂÿĆÜđÖêǰ�ǰÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęĔßšĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîąÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéÝċÜđìŠćÖĆï  

( 4) ( 6)F i F i� � �  ÙøĆĚÜ 
 

éĆÜîĆĚîǰĔîÖøèĊìĊęǰ4 ÿćöćøëÿøčðĕéšéĆÜîĊĚ 
óĉÝćøèćðŦâĀć ( , )SP i n  ìĊę 4

2
ni �

t  

öĊüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ēé÷ĔßšÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöé
( 2) 2 ( 4) 2 ( 6) 6F i F i F i n i� � � � � � � �  ÙøĆĚÜ 
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ïììĊęǰ4 
×šĂÿøčðĒúą×šĂđÿîĂĒîą 

 
 ĔîïìîĊĚÝąÖúŠćüëċÜ×šĂÿøčðìĆĚÜĀöé×ĂÜÖćøĀćÙŠć×Ăïđ×êïî×ĂÜÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøđðúĊę÷î
ÿëćîąÿðŗîđîĂøŤĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ìĊęĕéšēé÷Ēìîéšü÷ ( , )G i n  
 
���ǰ×šĂÿøčðÖćøéĈđîĉîēÙøÜÖćø 
 
 ĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  ñĎšéĈđîĉîēÙøÜÖćøĕéšĀćÙŠć×Ăïđ×êïî×ĂÜÝĈîüîÙøĆĚÜìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøđðúĊę÷î

ÿëćîąÿðŗîđîĂøŤĔîÖćøĒÖšðŦâĀć ( , )SP i n  éĆÜîĊĚ  
ÖĈĀîéĔĀš ( ) 0F k   đöČęĂǰ 0k d  
 ( )i    ( , ) ( )G i n F n i i � �  đöČęĂ 1

2
ni �

d  Ēúą n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 

( )ii    ( , ) ( ) 2 ( 2)G i n F n i F i i � � � �  đöČęĂ 1
2
ni �

d  Ēúą n  đðŨîÝĈîüîÙĊę  

( )iii   ( , ) 2( ( ) ( 2)) ( 2)G i n F n i F n i F i i � � � � � � �  đöČęĂ 2
2
ni �

   Ēúąǰ n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠ 

( )iv  ( , ) 2( ( ) ( 2)) ( 3) 1G i n F n i F n i F i i � � � � � � � �  đöČęĂ 3
2
ni �

   Ēúąǰ n  đðŨîÝĈîüîÙĊę  

( )v  ( , ) ( 2) 2 ( 4) 2 ( 6) 6G i n F i F i F i n i � � � � � � � �  đöČęĂǰ 4
2
ni �

t  
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êćøćÜêŠĂĕðîĊĚĒÿéÜÖćøđðøĊ÷ïđìĊ÷ïÙŠć ( , )G i n  ĒúąÙŠć ( )F n   
ÖøèĊǰ 1

2
ni �

d  Ēúą n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠ Ēìîéšü÷ÿĊđĀúČĂÜ 

ÖøèĊǰ 1
2
ni �

d  Ēúą n  đðŨîÝĈîüîÙĊęǰĒìîéšü÷ÿĊđ×Ċ÷ü 

ÖøèĊǰ 2
2
ni �

   Ēúąǰn  đðŨîÝĈîüîÙĎŠǰĒìîéšü÷ÿĊôŜć 

ÖøèĊ 3
2
ni �

   Ēúąǰn  đðŨîÝĈîüîÙĊęǰĒìîéšü÷ÿĊđìć 

ÖøèĊ 4
2
ni �

t  Ēìîéšü÷ÿĊÿšö 

 

 
 

×šĂÿĆÜđÖêÝćÖêćøćÜöĊéĆÜêŠĂĕðîĊĚ 
��ǰ ( , ) ( )G i n F n�  đöČęĂǰ 2n !  
��ǰ ( , ) ( , )G i n G j n!  đöČęĂǰn  đðŨîÝĈîüîÙĎŠĒúąǰ

2
ni j� d  ĀøČĂǰđöČęĂǰ n  đðŨîÝĈîüîÙĎŠĒúąǰ

2
n j id �  

�� ( , ) ( , )G i n G j n!  đöČęĂ 3n !  đðŨîÝĈîüîÙĊęĒúą 3
2
nj i �

� d  ĀøČĂǰđöČęĂǰ n  đðŨîÝĈîüîÙĊęĒúąǰ

3
2
n j i�

d �  
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��2 ×šĂđÿîĂĒîą 
 ÖĈĀîéĔĀš ( , )F i n  ĒìîÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéĔîÖćøĒÖšðŦâĀć

( , )SP i n  ÿĆÜđÖêüŠć ( , ) ( )F i n F nd  ēÙøÜÜćîîĊĚýċÖþćĀćÙŠć×ĂÜ ( , )G i n  àċęÜ ( , ) ( , ) ( )F i n G i n F nd d  
éĆÜîĆĚîÿĈĀøĆïñĎšìĊęÿîĔÝĔîēÙøÜÖćøîĊĚǰÿćöćøëîĈðŦâĀćđðŗéđĀúŠćîĊĚĕðýċÖþćêŠĂĕéšéĆÜîĊĚ 
1.) ĀćÙŠć ( , )F i n  ĀøČĂóĉÿĎÝîŤüŠć ( , ) ( , )F i n G i n  
2.) óĉÿĎÝîŤ×šĂÿĆÜđÖêìĊęĕéšÝćÖêćøćÜĔîĀĆü×šĂǰ��� 
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đĂÖÿćøĂšćÜĂĉÜ 
 

<�>ǰ3PCFSUǰ-�ǰ-BNQIFSF(1996)�ǰ"ǰ3FDVSSFODFǰ3FMBUJPOǰJOǰUIFǰ4QJOPVUǰ1V[[MF
ǰ5IFǰDPMMFHFǰ
.BUIFNBUJDTǰ+PVSOBM
ǰ7PM���
ǰ/P�ǰ�
ǰQQ����-���  
[2] (BCSJFM
ǰ41*/-065
ǰGSPNǰIUUQ���NZQV[[MFDPMMFDUJPO�CMPHTQPU�DPN���������TQJO-PVU�IUNM 
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õćÙñîüÖ 

ĒïïđÿîĂĀĆü×šĂēÙøÜÜćîǰøć÷üĉßćǰ������� Project Proposal 
ðŘÖćøýċÖþćǰ2562 

ßČęĂēÙøÜÜćîǰ	õćþćĕì÷
 ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ 

ßČęĂēÙøÜÜćîǰ	õćþćĂĆÜÖùþ
 4QJOPVUǰ1V[[MFǰ 

ĂćÝćø÷ŤìĊęðøċÖþć øĂÜýćÿêøćÝćø÷Ťǰéø�ǰÝøĉ÷ćǰĂčŠ÷÷ąđÿëĊ÷ø 

ñĎšéĈđîĉîÖćøǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰîć÷üĉß÷čêöŤǰúĉ×ĉêøĆêîćÖøǰđú×ðøąÝĈêĆüîĉÿĉêǰ���������� 

  

 ÿć×ćüĉßć ÙèĉêýćÿêøŤ õćÙüĉßćÙèĉêýćÿêøŤĒúąüĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤ 

 Ùèąüĉì÷ćýćÿêøŤǰÝčāćúÜÖøèŤöĀćüĉì÷ćúĆ÷ 

_________________________________________________________________________ 

 

ĀúĆÖÖćøĒúąđĀêčñú 
   ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤđðŨîðøĉýîćìĊęëĎÖÙĉéÙšîēé÷üĉúđúĊ÷öǰđÙÿđêĂøŤ 	8JMMJBNǰ,FJTUFS
ǰĔîðŘǰÙ�ý�����ǰĕéšöĊ
ÖćøîĈöćìĈ×ĂÜđúŠîĔîðŦÝÝčïĆîĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ�ǰ 
 

 
 

ðøĉýîćîĆĚîÝąðøąÖĂïĕðéšü÷ǰÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜĀöéǰ�ǰêĆüǰïćøŤÿĈĀøĆïđÙúČęĂîìĊęìĊęöĊÿðŗîđîĂøŤìĆĚÜǰ�ǰëĎÖîĈöćüćÜúĘĂÙĂ÷ĎŠ
éšćîïîǰĒúąÖøĂïĔÿŠïćøŤìĊęÿćöćøëïøøÝčÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜĕéšöćÖìĊęÿčéǰ�ǰêĆüēé÷ìĊęēé÷ìĊęÖćøĀöčîđðúĊę÷îÿëćîą
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×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤÝąöĊìĆĚÜĀöéǰ�ǰÿëćîąǰîĆęîÙČĂǰĒîüêĆĚÜ (ĀĆîĀĆüĕðìćÜéšćîïî) ĒúąĒîüîĂîǰ(ĀĆî
ĀĆüĕðìćÜéšćîàšć÷) ÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 
 

 
ÖøĂïĔÿŠïćøŤĔîìćÜéšćîàšć÷îĆĚîÝąêĆîìĈĔĀšĕöŠÿćöćøëđúČęĂîïćøŤĂĂÖĕéšìćÜéšćîàšć÷ǰĔîÖćøđúČęĂîïćøŤĂĂÖìćÜ
éšćî×üćîĆĚîÿćöćøëìĈĕéšđöČęĂÿðŗîđîĂøŤìčÖêĆüêšĂÜĂ÷ĎŠĔîÿëćîąĒîüîĂîǰîĂÖÝćÖîĊĚđöČęĂđúČęĂîïćøŤĔĀšöćßĉé×Ăï
éšćîàšć÷×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤĒìîêĈĒĀîŠÜ×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤìĊęêøÜÖĆïÿðŗîđîĂøŤêĆüàšć÷ÿčééšü÷êĈĒĀîŠÜìĊęǰ�ǰĒìî
êĈĒĀîŠÜđóĉęö×ċĚîìĊúąĀîċęÜĕðìćÜéšćî×üćǰêĈĒĀîŠÜìĊęǰ�ǰÝąđðŨîêĈĒĀîŠÜ×ĂÜßŠĂÜóĉđýþÿĈĀøĆïĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰēé÷
ÖćøÖĈĀîéêĈĒĀîŠÜ×ĂÜÖøĂïĔÿŠïćøŤĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 

 
 

×šĂÿĆÜđÖê ÿðŗîđîĂøŤëĎÖĒïŠÜĂĂÖđðŨîÿĂÜĒïï 
�� ÿðŗîđîĂøŤĒïïðÖêĉ åćîÝąöĊúĆÖþèąēÙšÜđüšćđ×šćöćéšćîĔîǰÿðŗîđîĂøŤìčÖêĆüîĂÖÝćÖêĆü×üćÿčéđðŨî

ÿðŗîđîĂøŤĒïïðÖêĉ 
�� ÿðŗîđîĂøŤĒïïóĉđýþǰåćîêøÜǰàċęÜÿðŗîđîĂøŤĒïïóĉđýþîĆĚîÝąöĊđóĊ÷ÜêĆüđéĊ÷üÙČĂǰÿðŗîđîĂøŤìĊęüćÜĔî

éšćî×üćÿčé 
ēé÷ÿðŗîđîĂøŤĒêŠúąĒïïĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 
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đöČęĂđøĉęöđÖöǰÿðŗîđîĂøŤìčÖêĆüÝąĂ÷ĎŠĔîĒîüêĆĚÜìĆĚÜĀöéǰēé÷öĊđðŜćĀöć÷ĔîÖćøđúŠîÙČĂǰĀöčîÿðŗîđîĂøŤìčÖêĆüĔĀš
Ă÷ĎŠĔîĒîüîĂîđóČęĂîĈïćøŤĂĂÖÝćÖÖøĂïĔÿŠïćøŤĕéšǰ ÝćÖÖćøýċÖþćĀúĆÖÖćøđÙúČęĂîìĊę×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîðøĉýîćÿðŗî
đĂćìŤìĈĔĀšÿćöćøëÿøčðĕéšÿćö×šĂǰ 
×šĂĀîċęÜǰÿðŗîđîĂøŤÝąÿćöćøëĀöčîđðúĊę÷îìĉýìćÜđöČęĂĂ÷ĎŠïîßŠĂÜóĉđýþÿĈĀøĆïĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰ 
×šĂÿĂÜǰÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüîĂîĀĆîĀĆüĕðìćÜàšć÷ǰÿðŗîđîĂøŤĔîĒîüêĆĚÜĀĆîĀĆü×ċĚî×šćÜïîǰ 
×šĂÿćöǰđöČęĂÖĈĀîéÿðŗîđîĂøŤêĆüĒøÖĔîìćÜéšćîàšć÷ÿčéĒìîÿðŗîđîĂøŤêĈĒĀîŠÜìĊęǰ�ǰĒìîúĈéĆïÿðŗîđîĂøŤđóĉęö×ċĚîìĊ
úąĀîċęÜĔîìćÜéšćî×üćǰÿðŗîđîĂøŤĔîêĈĒĀîŠÜìĊęǰj ÝąĕöŠÿćöćøëĀöčîĕéšĀćÖÿðŗîđîĂøŤ  ĀćÖÿðŗîđîĂøŤĔîêĈĒĀîŠÜìĊęǰ
j+1 Ă÷ĎŠĔîĒîüîĂîǰēé÷ĀúĆÖÖćøđÙúČęĂîìĊę×ĂÜÿðŗîđîĂøŤĔîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤĔî×šĂÿćöǰĒÿéÜĕéšéĆÜøĎðìĊęǰ� 

 
 
 ÝćÖÖćøýċÖþć×ĂÜîĆÖÙèĉêýćÿêøŤóïüŠćǰđöČęĂÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤđìŠćÖĆïǰ�ǰÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøĀöčîđðúĊę÷î
ÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéìĊęÿćöćøëîĈïćøŤĂĂÖÝćÖÖøĂïĔÿŠïćøŤĕéšđìŠćÖĆïǰ��ǰüĉíĊ [1]  îĂÖÝćÖîĆĚîîĆÖ
ÙèĉêýćÿêøŤĕéšýċÖþćÝĈîüîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéđöČęĂöĊÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤǰn êĆü 

óïüŠćÝĈîüîüĉíĊìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéđìŠćÖĆïǰ üĉíĊǰ[1]  
ñĎšéĈđîĉîÖćøöĊÙüćöÿîĔÝĔîÖćøýċÖþćðøĉýîćìĊęÙúšć÷ÙúċÜÖĆïðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤĔĀšĀúćÖĀúć÷ǰđßŠîǰđóĉęößŠĂÜóĉđýþ
ÿĈĀøĆïĀöčîÿðŗîđîĂøŤǰĒúąöčŠÜđîšîĒÖšðŦâĀćÝĈîüîÙøĆĚÜĔîÖćøđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčé 
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üĆêëčðøąÿÜÙŤ 
Ö� đóČęĂýċÖþćüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤǰàċ ęÜĔßšÙüćöøĎšóČĚîåćîĔîđøČęĂÜÙüćöÿĆöóĆîíŤđüĊ÷îđÖĉé

	SFDVSSFODFǰSFMBUJPO
 ĒúąǰøĀĆÿđÖø÷ŤĔîøĎðĒïïÖćøÿąìšĂî×ĂÜđú×åćîÿĂÜ	CJOBSZǰSFGMFDUFEǰ
HSBZǰDPEF
 

×� đóČęĂÿøšćÜđÖöĔĀöŠàċęÜĕéšîĈðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤđðŨîóČĚîåćîǰēé÷ÝąöčŠÜđîšîĀćüĉíĊÖćøĒÖšðŦâĀćēé÷öĊÝĈîüî
üĉíĊìĊęÝąđðúĊę÷îÿëćîą×ĂÜÿðŗîđîĂøŤìĊęîšĂ÷ìĊęÿčéǰđßŠîǰđóĉęößŠĂÜóĉđýþĔîÖćøĀöčîöćĂĊÖǰ�ǰßŠĂÜ 

 
×Ăïđ×ê×ĂÜēÙøÜÜćî 

ýċÖþćÝĈîüîÿðŗîđîĂøŤǰn êĆüǰēé÷ìĊęǰn đðŨîÝĈîüîîĆï 
 

üĉíĊÖćøéĈđîĉîÜćî 
    ĒñîÖćøýċÖþć 

Ö� ýċÖþćÖćøĒÖšðŦâĀćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ 
×� ĒÖšðŦâĀćðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤìĊęĂĂÖĒïïđóĉęö 
Ù� éĈđîĉîÖćøđ×Ċ÷îøć÷Üćî 

 
   øą÷ąđüúćìĊęýċÖþć 

 

 
 

 

×ĆĚîêĂîÖćøéĈđîĉîÜćî ó�ý�ǰ���� ó�ý����� 

ÿ�Ù� Ö�÷� ê�Ù� ó�÷� í�Ù� ö�Ù� Ö�ó� öĊ�Ù� đö�÷� 
Ö� ýċÖþćÖćøĒÖšðŦâĀć

ðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ 
         

×� ĒÖšðŦâĀćðøĉýîćÿðŗî
đĂćìŤìĊęĂĂÖĒïïđóĉęö 

         

Ù� éĈđîĉîÖćøđ×Ċ÷î
øć÷Üćî 
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ðøąē÷ßîŤìĊęÙćéüŠćÝąĕéšøĆï 
Ö� ĕéšøĆïÙüćöøĎšóČĚîåćîìĊęĔßšĒÖšðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤǰđßŠîǰÙüćöÿĆöóĆîíŤđüĊ÷îđÖĉéǰøĀĆÿđÖø÷ŤǰđðŨîêšî 
×� đóČęĂìĈĔĀšðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤđðŨîìĊęøĎšÝĆÖöćÖ×ċĚî ĒúąǰđóĉęöÙüćöìšćìć÷ĔîÖćøđúŠîĔĀšöćÖ×ċĚî 

 
ĂčðÖøèŤĒúąđÙøČęĂÜöČĂìĊęĔßš 

Ö�ǰǰÙĂöóĉüđêĂøŤ 
×�ǰǰđÙøČęĂÜóĉöóŤ 
Ù�ǰǰ×ĂÜđúŠîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ 
 

Üïðøąöćè 
Ö� Öøąéćþ                                ���ǰïćì 
×� đÙøČęĂÜđ×Ċ÷îǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ���ǰïćì 
Ù� ×ĂÜđúŠîðøĉýîćÿðŗîđĂćìŤ            ����ǰïćì 

 
đĂÖÿćøĂšćÜĂĉÜ 

�� Robert L. Lamphere, A Recurrence Relation in the Spinout Puzzle, The College Mathematics 
Journal, Vol 27, No. 4 (Sep., 1996), pp. 286-289 

�� Leanne Merril and Tony Van, A Tale Of Two Puzzles, pp. 101-147 
�� Gabriel, SPIN-OUT, from http://mypuzzlecollection.blogspot.com/2012/09/spin-out.html 
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ðøąüĆêĉñĎšđ×Ċ÷î 
 

 
 

îć÷üĉß÷čêöŤǰúĉ×ĉêøĆêîćÖø 
øĀĆÿîĉÿĉêǰ���������� 
ÿć×ćǰÙèĉêýćÿêøŤ 
õćÙüĉßćǰÙèĉêýćÿêøŤĒúąüĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤ 
ÝčāćúÜÖøèŤöĀćüĉì÷ćúĆ÷ 
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