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ใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตั แปร ุ่มแบร์นูลลีที่ เป็นอิ ระต่อกัน โดยที่ P (Xi = 1) =

P (Xi = 0) =
1

2
ำ รับทุก i = 1, 2, . . . , n เราจะเรียก Bn =

n∑

i=1

Xi เป็นตั แปร ุ่มท ิ

นาม มมาตร มีงาน ิจัยมากมายที่ าขอบเขตการประมาณค่าค ามน่าจะเป็นของตั แปร ุ่ม Bn
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1√
n

และมีงาน ิจัยที่
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Let X1, X2, . . . , Xn be independent Bernoulli random variables, where P (Xi =

1) = P (Xi = 0) =
1

2
for all i = 1, 2, . . . , n. The sum Bn =

n∑

i=1

Xi is called a

symmetric binomial random variable. For large n the distribution of Bn can be

estimated by the standard normal distribution. Its approximate order has been

studied in the literature. BerryEsseen achieved the convergence rate of
1√
n
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convergence rates can be obtained by adding terms to the estimation. In 1937,

Uspensky achieved the convergence rate of
1

n
. Ratibenyakool and Neammanee

(2017) obtained the convergence rate of
1

n
√
n
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normal distribution with added terms. We obtain the order of
1
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บทที่ 1

บทนำ
กำ นดใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตั แปร ุ่มแบร์นูลลี (Bernoulli random variable) ที่เป็น

ิ ระต่ กัน โดยที่ P (Xi = 1) = p = 1 − P (Xi = 0) เมื่ 0 < p < 1 ทุก i = 1, 2, . . . , n

และ

B(n, p) = X1 +X2 + · · ·+Xn

จะเรียก B(n, p) ่าตั แปร ุ่มท ินาม (binomial random variable) ที่มีพารามิเต ร์ n และ

p ในกรณีที่ p = 1
2 เราจะเรียก B(n, 12) ่าตั แปร ุ่มท ินาม มมาตร (symmetric binomial

random variable) โดยเราจะใช้ ัญลัก ณ์ Bn แทน B(n, 12)

เรา ังเกตได้ ่า E(Bn) =
n

2
และ V ar(Bn) =

n

4
ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b

จะได้ ่า

P (a ≤ Bn ≤ b) =

(
1

2

)n b∑

x=a

(
n

x

)
(1.1)

เราจะเ ็น ่าในกรณีที่ n มีค่ามาก การคำน ณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) จะทำได้ค่ นข้างยาก

ทฤ ฎีบทลิมิต ่ นกลางต่ ไปนี้เป็นทฤ ฎีบทที่ช่ ยในการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b)

ทฤ ฎีบท 1.1. ทฤ ฎีบทลิมิต ่ นกลาง (Central Limit Theorem) [4]

กำ นดใ ้ Y1, Y2, . . . , Yn เป็นตั แปร ุ่มที่มีการแจกแจงเดีย กันและเป็น ิ ระต่ กันและ

Wn = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn

โดย E(Y1) = µ และ V ar(Y1) = σ2 ∈ (0,∞) จะได้ ่า

lim
n→∞

P

(
Wn − nµ

σ
√
n

≤ x

)
= Φ(x) ำ รับทุก x ∈ R

1



2

เมื่ Φ คื ฟังก์ชันการแจกแจงปกติมาตรฐาน นั่นคื

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

ในการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) เรา ามารถประยุกต์ใช้ทฤ ฎีบทลิมิต ่ นกลาง ได้ดังนี้

P (a ≤ Bn ≤ b) = P

(
a− 1

2
< Bn ≤ b+

1

2

)

= P

(
Bn ≤ b+

1

2

)
− P

(
Bn ≤ a− 1

2

)

= P

(
Bn − n

2√
n
2

≤
b+ 1

2 −
n
2√

n
2

)
− P

(
Bn − n

2√
n
2

≤
a− 1

2 −
n
2√

n
2

)

≈ Φ

(
b+ 1

2 −
n
2√

n
2

)
− Φ

(
a− 1

2 −
n
2√

n
2

)

= Φ(x2)− Φ(x1)

=
1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt

เมื่

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

จากทฤ ฎีบทลิมิต ่ นกลางเรา ามารถประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) ด้ ยฟังก์ชันการแจกแจง

ปกติมาตรฐาน ำ รับข บเขตข งค ามคลาดเคลื่ นนั้น Berry (1941) และ Esseen (1942) ได้

าข บเขตข งค่าค ามคลาดเคลื่ นในการประมาณค่าไ ้ดังทฤ ฎีบทต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบท 1.2. ทฤ ฎีบท เบอร์รีเอ ซีน (BerryEsseen theorem) [6]

ภายใต้เงื่ นไขข งทฤ ฎีบท 1.1 มมติ ่าใ ้ E|Y1|3 < ∞ จะได้ ่ามีค่าคงตั C > 0 ซึ่ง ำ รับ

ทุก n ∈ N

sup
x∈R

∣∣∣∣P
(
Wn − nµ

σ
√
n

≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C · E|Y1 − µ|3

σ3
√
n

จากทฤ ฎีบท เบ ร์รีเ ซีน ได้มีนักคณิต า ตร์ ลายท่านที่ได้ทำการ าค่า C โดยเริ่มจาก



3

Esseen ([3], 1942) ได้ 7.59, Van Beek ([18], 1972) ได้ 0.7882, Shiganov ([14], 1986)

ได้ 0.7655, Shevsova ([12], 2007) ได้ 0.7056 ปีถัดมา Shevsova ([11], 2008) ได้ 0.7005,

Tyurin ([16], 2009) ได้ 0.5894, Korolev และ Shevsova ([7], 2010) ได้ 0.5129, Tyurin ([15],

2010) ได้ 0.4785 และ Shevsova ([13], 2011) ได้ 0.4748

ในการ าข บเขตค ามคลาดเคลื่ นในการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) เรา ามารถประยุกต์

ทฤ ฎีบท เบ ร์รีเ ซีน และเลื กใช้ค่าคงตั C ข ง Shevsova ([13], 2011) ได้ดังนี้

จาก

P (a ≤ Bn ≤ b) = P

(
a− 1

2
< Bn ≤ b+

1

2

)

= P

(
Bn ≤ b+

1

2

)
− P

(
Bn ≤ a− 1

2

)

= P

(
Bn − n

2√
n
2

≤
b+ 1

2 −
n
2√

n
2

)
− P

(
Bn − n

2√
n
2

≤
a− 1

2 −
n
2√

n
2

)

= P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x2

)
− P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x1

)

และ

1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt = Φ(x2)− Φ(x1)

จะได้ ่า

P (a ≤ Bn ≤ b)− 1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt = P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x2

)
− P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x1

)

− Φ(x2) + Φ(x1)

=

[
P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x2

)
− Φ(x2)

]

−
[
P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x1

)
− Φ(x1)

]
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ดังนั้น

∣∣∣∣P (a ≤ Bn ≤ b)− 1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

[
P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x2

)
− Φ(x2)

]

−
[
P

(
Bn − n

2√
n
2

≤ x1

)
− Φ(x1)

] ∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣P
(
Bn − n

2√
n
2

≤ x2

)
− Φ(x2)

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣P
(
Bn − n

2√
n
2

≤ x1

)
− Φ(x1)

∣∣∣∣∣

≤
0.4748E|X1 − 1

2 |
3

(12)
3
√
n

+
0.4748E|X1 − 1

2 |
3

(12)
3
√
n

=
0.9496E|X1 − 1

2 |
3

(12)
3
√
n

โดยที่

E|X1 −
1

2
|3 =

1∑

x=0

|x− 1

2
|3P (X1 = x)

= |0− 1

2
|3P (X1 = 0) + |1− 1

2
|3P (X1 = 1)

=
1

8

ดังนั้น

∣∣∣∣P (a ≤ Bn ≤ b)− 1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt

∣∣∣∣ =
0.9496√

n
(1.2)

และ ัตราการลู่เข้าข งการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) คื
1√
n

ในปี ค. . 1937 Uspensky [17] ได้ปรับปรุงการประมาณค่าค ามน่าจะเป็นข ง B(n, p) ด้ ย

การแจกแจงปกติมาตรฐานใ ้ดีขึ้นโดยทำการเพิ่มพจน์ ดังทฤ ฎีบทต่ ไปนี้
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ทฤ ฎีบท 1.3. (Uspensky) [17] กำ นดใ ้ G1(x) = Φ(x) + U(x) โดย

U(x) =
q − p

6
√
2πnpq

(1− x2)e−
x2

2 เมื่ q = 1− p

เป็นพจน์ที่เพิ่มขึ้น ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b และ npq ≥ 25 จะได้ ่า

|P (a ≤ B(n, p) ≤ b)− (G1(x2)−G1(x1))| ≤
0.26− 0.36|p− q|

npq
+ 2e−

3
2

√
npq

โดยที่

x1 =
1

√
npq

(
a− np− 1

2

)
และ x2 =

1
√
npq

(
b− np+

1

2

)

จากทฤ ฎีบท 1.3 เราจะเ ็นได้ ่าในกรณี Bn นั้น U(x) = 0 เราจึงได้ ่า ำ รับ n ≥ 100

∣∣∣∣P (a ≤ Bn ≤ b)− 1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt

∣∣∣∣ ≤
1.04

n
+ 2e−

3
√
n

4 (1.3)

เมื่

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

ดังนั้น ัตราการลู่เข้าข งการประมาณคื
1

n
ซึ่งดีก ่า (1.2) ต่ มา Ratibenyakool and Neam

manee [10] ได้ปรับปรุง ัตราการลู่ เข้าข งการประมาณค่าโดยการเพิ่มพจน์ใ ้ดีก ่างานข ง

Uspensky [17] ดังทฤ ฎีบทต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบท 1.4. (Ratibenyakool and Neammanee) [10] กำ นดใ ้ G2(x) = Φ(x) +

Q(x) โดย Q(x) เป็นพจน์ที่เพิ่มขึ้น กำ นดโดย

Q(x) =
Q1(x)e−

x2

2

√
n

+
Q2(x)e−

x2

2

n
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เมื่

Q1(x) =
(p− q)(1− x2)

6
√
2πpq

และ

Q2(x) =
(1− 6pq)(3− x2)x

24
√
2πpq

− (p− q)2(15− 10x2 + x4)x

72
√
2πpq

+
x

24pq
√
2π

ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b และ npq ≥ 25 จะได้ ่า

|P (a ≤ B(n, p) ≤ b)− (G2(x2)−G2(x1))| ≤
4.9132

npq
√
npq

+ 0.948e−
3
2

√
npq

โดยที่

x1 =
1

√
npq

(
a− np− 1

2

)
และ x2 =

1
√
npq

(
b− np+

1

2

)

เราจะเ ็นได้ ่าในกรณีข ง Bn นั้น Q1(x) = 0 และ Q2(x) =
x3 − x

12
√
2π

และ ำ รับ n ≥

100 จะได้ ่า

|P (a ≤ Bn ≤ b)− (G2(x2)−G2(x1))| ≤
39.3056

n
√
n

+ 0.948e−
3
√

n
4 (1.4)

เมื่

G2(x) = Φ(x) +
(x3 − x)

12n
√
2π

e−
x2

2

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

จาก (1.4) จะได้ ่า ัตราการลู่เข้าข งการประมาณค่าคื
1

n
√
n

ในโครงงานนี้จะปรับปรุงการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) ใน (1.4) ใ ้ ัตราการลู่เข้าเป็น
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1

n2
ดังทฤ ฎีบทต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบท 1.5. ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b และ n ≥ 100 จะได้ว่า

|P (a ≤ Bn ≤ b)− (G2(x2)−G2(x1))| ≤
2.36

n2
+ 1.43e−

√
n
8 + 0.1e−

√
n
2

เมื่อ

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n



บทที่ 2

ค ามรู้พื้นฐาน
ในบทนี้เราจะกล่า ถึงบทนิยามและทฤ ฎีบทพื้นฐานที่ใช้ในการ ึก าโครงงานนี้ ซึ่งได้แก่ ตั แปร

ุ่ม ฟังก์ชันการแจกแจง ค่าคาดคะเนข งตั แปร ุ่ม ค ามแปรปร นข งตั แปร ุ่ม ตั แปร ุ่มไม่

ต่ เนื่ ง ตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง ฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์ และฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ ที่เราจะใช้ใน

โครงงานนี้

2.1 ตั แปร ุ่ม

ในการทดล งนั้นเราไม่จำเป็นที่จะต้ ง กมาเป็นตั เลขเ ม ไป ซึ่งทำใ ้การนำผลการทดล งที่

ได้ไป ิเคราะ ์ต่ ทำได้ไม่ ะด กนัก ดังนั้นเราจึงทำการแปลงผลการทดล งใ ้ กมาเป็นตั เลข

ด้ ยการ ร้างฟังก์ชันที่เรียก ่า ตั แปร ุ่ม โดยเราจะใ ้นิยามข งตั แปร ุ่ม ฟังก์ชันการแจกแจง

ข งตั แปร ุ่ม ตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง และตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง ดังต่ ไปนี้

บทนิยาม 2.1.1. เราจะเรียกเซต F ซึ่งมี มาชิกเป็นเซตย่อยของเซต S(S (= φ) ใด ๆ ว่า พีชคณิต

ซิกมา (σalgebra) บน S ถ้า

1. φ ∈ F

2. ถ้า A ∈ F แล้ว AC ∈ F

3. ถ้า A1, A2, ... เป็นลำดับของ มาชิกของ F แล้ว
∞⋃

i=1

Ai ∈ F

บทนิยาม 2.1.2. กำ นดใ ้ S เป็นเซตใด ๆ ที่ไม่ใช่เซตว่าง และ F เป็น พีชคณิตซิกมา บน S

ถ้าฟังก์ชัน P : F → [0, 1] มี มบัติต่อไปนี้

1. P (S) = 1

2. ถ้า A1, A2, . . . เป็นลำดับของ มาชิกของ F ซึ่ง Ai ∩ Aj = φ เมื่อ i (= j แล้วจะได้ว่า

P

( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

P (An)

8
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แล้ว เราเรียก P ว่า เมเชอร์ความน่าจะเป็น (probability measure) บน (S,F) เรียก S

ว่า ปริภูมิตัวอย่าง (sample space) เรียก มาชิกของ F ว่า เ ตุการณ์ (event) บน S เรียก

ค่า P (A) ของเ ตุการณ์ A ใด ๆ ว่า ความน่าจะเป็น (probability) ของเ ตุการณ์ A เรียก

(S,F , P ) ว่า ปริภูมิความน่าจะเป็น (probability space) และเราเรียกคุณ มบัติข้อ 2 ของ P

ว่า คุณ มบัติการบวกที่นับได้ (countably additive property)

บทนิยาม 2.1.3. ใ ้ (S,F , P ) เป็นปริภูมิความน่าจะเป็น เราเรียก X : S → R ว่า ตัวแปร ุ่ม

(random variable) ถ้า ำ รับทุกจำนวนจริง x ใด ๆ {ω ∈ S|X(ω) ≤ x} เป็น มาชิกของ

F

บทนิยาม 2.1.4. เราเรียกฟังก์ชัน FX : R → [0, 1] ว่าเป็น ฟังก์ชันการแจกแจง ะ ม (cumu

lative distribution function) รือ ฟังก์ชันการแจกแจง (distribution function) ของ

ตัวแปร ุ่ม X ถ้า ำ รับจำนวนจริง x ใด ๆ

FX(x) = P (X ≤ x)

โดยตั แปร ุ่ม 2 ประเภทใ ญ่ ๆ คื ตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง และตั แปร ุ่มต่ เนื่ ง

บทนิยาม 2.1.5. เราจะกล่าวว่า ตัวแปร ุ่ม X เป็น ตัวแปร ุ่มไม่ต่อเนื่อง (discrete random

variable) ถ้าพิ ัยของ X เป็นเซตนับได้ และเราจะเรียกฟังก์ชัน fX : R → [0, 1] ที่กำ นดโดย

fX(x) = P (X = x)

ว่าฟังก์ชันความน่าจะเป็น (probability function) รือ ฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น (prob

ability mass function, PMF) ของ X

จากบทนิยาม 2.1.5 เราทราบ ่า ฟังก์ชันค ามน่าจะเป็น fX ข งตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง X นั้น

มี มบัติดังนี้

1. fX(x) ≥ 0

2.
∑

x∈ImX

fX(x) = 1

3. FX(x) =
∑

t≤x
t∈ImX

fX(t)
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เมื่ FX คื ฟังก์ชันการแจกแจงข ง X และ ImX เป็น ัญลัก ณ์แทนพิ ัยข ง X

บทนิยาม 2.1.6. เราจะกล่าวว่า ตัวแปร ุ่ม X เป็น ตัวแปร ุ่มต่อเนื่อง (continuous random

variable) ถ้ามีฟังก์ชัน fX : R → [0,∞) ที่อินทิเกรตได้บน R และทำใ ้ฟังก์ชันการแจกแจง

FX ของ X เขียนได้ในรูปของ

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

ำ รับทุก x ∈ R และเราจะเรียกฟังก์ชัน fX ว่า ฟังก์ชันความ นาแน่นความน่าจะเป็น (prob

ability density function, PDF) ของ X และในทำนองเดียวกันฟังก์ชันความน่าจะเป็น fX

ของตัวแปร ุ่มต่อเนื่อง X นั้น มี มบัติดังนี้

1. fX(x) ≥ 0

2.
∫ ∞

−∞
fX(x)dx = 1

3. FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

ในบางครั้ง เราจำเป็นต้ ง ึก าตั แปร ุ่ม ลาย ๆ ตั แปร ุ่มในเ ลาเดีย กัน ฟังก์ชันการ

แจกแจงร่ ม จะช่ ยใ ้เรา าค ามน่าจะเป็นข งเ ตุการณ์ได้ และต่ ไปเราจะใ ้นิยามการแจกแจง

ร่ มข งตั แปร ุ่ม X1, X2, . . . , Xn

บทนิยาม 2.1.7. กำ นดใ ้ X1, X2, . . . , Xn(n ≥ 2) เป็นตัวแปร ุ่มบนปริภูมิความน่าจะเป็น

เดียวกัน เราจะเรียกฟังก์ชัน FX1,X2,...,Xn : Rn → [0, 1] ที่กำ นดโดย

FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn)

เมื่อ x1, x2, . . . , xn ∈ R ว่า ฟังก์ชันการแจกแจงร่วม (joint distribution function) ของ

X1, X2, . . . , Xn รือ การแจงแจงร่วม (joint distribution) ของ X1, X2, . . . , Xn

บทนิยาม 2.1.8. เราจะกล่าวว่าตัวแปร ุ่ม X1, X2, . . . , Xn(n ≥ 2) เป็น อิ ระต่อกัน (inde

pendent) ก็ต่อเมื่อ ำ รับทุก (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) = FX1(x1)FX2(x2) · · ·FXn(xn)
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เมื่อ FX1,X2,...,Xn คือฟังก์ชันการแจกแจงร่วมของ X1, X2, . . . , Xn

และ FXi คือฟังก์ชันการแจกแจงของ Xi เมื่อ i = 1, 2, . . . , n

2.2 ตั แปร ุ่มไม่ต่อเนื่อง และตั แปร ุ่มต่อเนื่องที่ใช้ในโครงงานนี้

ต่ ไปเราจะใ ้นิยามข งตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ งซึ่งเราจะใช้ในโครงงานนี้

บทนิยาม 2.2.1. ใ ้ X เป็นตัวแปร ุ่ม ซึ่ง

P (X = 1) = p และ P (X = 0) = 1− p

เมื่อ p เป็นค่าคงตัวโดยที่ 0 < p < 1 เราจะเรียก X ว่า ตัวแปร ุ่มแบร์นูลลี (Bernoulli

random variable) ที่มีพารามิเตอร์ p ใช้ ัญลัก ณ์แทนด้วย X ∼ Ber(p)

ในการทดล งที่จะทำใ ้เกิดตั แปร ุ่มแบร์นูลลีได้นั้น การทดล งจะมีผลเพียง 2 ย่าง คื

ำเร็จ รื ไม่ ำเร็จ และตั แปร ุ่ม X แทนจำน นครั้งที่ ำเร็จในการทดล ง 1 ครั้ง

บทนิยาม 2.2.2. ใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตัวแปร ุ่มแบร์นูลลีที่มีพารามิเตอร์ p และเป็นอิ ระ

ต่อกัน เราจะเรียกตัวแปร ุ่ม X = X1 + X2 + · · · + Xn ว่า ตัวแปร ุ่มทวินาม (binomial

random variable) ที่มีพารามิเตอร์ n และ p โดยใช้ ัญลัก ณ์แทนด้วย X ∼ B(n, p)

ในกรณี n และ x ใด ๆ โดยที่ x = 0, 1, . . . , n จะได้ว่า

P (X = x) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x เมื่อ x = 0, 1, . . . , n

ซึ่งการทดล งที่ทำใ ้เกิดตั แปร ุ่มท ินามได้นั้น

1. ทำการทดล งทั้ง มด n ครั้ง โดยที่การทดล งแต่ละครั้ง ิ ระต่ กัน

2. ในการทดล งแต่ละครั้ง มีผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ 2 แบบ คื ำเร็จ รื ไม่ ำเร็จ โดย ำเร็จ

ด้ ยค ามน่าจะเป็น p และ ไม่ ำเร็จด้ ยค ามน่าจะเป็น 1− p

และตั แปร ุ่ม X แทนจำน นครั้งที่ ำเร็จในการทดล ง n ครั้ง

บทนิยาม 2.2.3. กำ นดใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตัวแปร ุ่มแบร์นูลลีที่เป็นอิ ระต่อกัน โดยที่

P (Xi = 1) = P (Xi = 0) =
1

2
ทุก i = 1, 2, . . . , n
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เราจะเรียกตัวแปร ุ่ม X = X1 +X2 + . . .+Xn ว่า ตัวแปร ุ่มทวินาม มมาตร (symmet

ric binomial random variable) โดยใช้ ัญลัก ณ์แทนด้วย X ∼ Bn

ต่ ไปเราจะใ ้นิยามข งตั แปร ุ่มต่ เนื่ งซึ่งเราจะใช้ในโครงงานนี้

บทนิยาม 2.2.4. ใ ้ X เป็นตัวแปร ุ่มซึ่งมีฟังก์ชันความ นาแน่นความน่าจะเป็น f กำ นดโดย

f(x) =
1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

, x ∈ R

เราจะเรียก X ว่า ตัวแปร ุ่มปกติ (normal random variable) ที่มีพารามิเตอร์ µ ∈ R และ

σ2 > 0 โดยใช้ ัญลัก ณ์แทนด้วย X ∼ N(µ, σ2) ในกรณีที่ µ = 0 และ σ2 = 1 เราจะเรียก

X ∼ N(0, 1) ว่า ตัวแปร ุ่มปกติมาตรฐาน (standard normal random variable)

ใ ้ Φ เป็นฟังก์ชันการแจกแจงของตัวแปร ุ่มปกติมาตรฐาน X จะได้ว่า

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

เมื่อ x เป็นจำนวนจริงใด ๆ

ใน ั ข้ ต่ ไปเราจะกล่า ถึงคุณ มบัติที่ ำคัญข งตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ งและตั แปร ุ่มต่

เนื่ ง โดยเราจะใ ้นิยามและกล่า ถึง มบัติที่ ำคัญต่างๆ ต่ ไปนี้

2.3 ค่าคาดคะเน และค ามแปรปร นของตั แปร ุ่ม

บทนิยามและทฤ ฎีบทที่ ำคัญข งค่าคาดคะเนข งตั แปร ุ่ม และค ามแปรปร นข งตั แปร

ุ่มจะถูกกล่า ถึงใน ั ข้ นี้ ร มไปถึง มบัติข งค่าคาดคะเน และ มบัติข งค ามแปรปร น

บทนิยาม 2.3.1. ใ ้ X เป็นตัวแปร ุ่ม ใดๆ ค่าคาดคะเน (expected value) ของ X ใช้

ัญลัก ณ์แทนด้วย E(X) กำ นดโดย

1. E(X) =
∑

x∈ImX

xf(x) ถ้า
∑

x∈ImX

|x|f(x) < ∞

เมื่อ X เป็นตัวแปร ุ่มไม่ต่อเนื่อง ซึ่งมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f

2. E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx ถ้า

∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx < ∞

เมื่อ X เป็นตัวแปร ุ่มต่อเนื่อง ซึ่งมีฟังก์ชันความ นาแน่นความน่าจะเป็น f
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ถ้า
∑

x∈ImX

|x|f(x) ลู่ออก เมื่อ X เป็นตัวแปร ุ่มไม่ต่อเนื่อง รือ
∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx ลู่ออก เมื่อ X

เป็นตัวแปร ุ่มต่อเนื่อง เราจะกล่าวว่า ตัวแปร ุ่ม X ไม่มีค่าคาดคะเน

ทฤษฎีบท 2.3.2. [1] ใ ้ X เป็นตัวแปร ุ่มใด ๆ และ g : R → R ซึ่ง g ◦ X เป็นตัวแปร ุ่ม

จะได้ว่า

1. E(g(X)) =
∑

x∈ImX

g(x)f(x) ถ้า
∑

x∈ImX

|g(x)|f(x) < ∞

โดยที่ X คือ ตัวแปร ุ่มไม่ต่อเนื่อง ซึ่งมีฟังก์ชันความน่าจะเป็น f

2. E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx ถ้า

∫ ∞

−∞
|g(x)|f(x)dx < ∞

โดยที่ X คือ ตัวแปร ุ่มต่อเนื่อง ซึ่งมีฟังก์ชันความ นาแน่นความน่าจะเป็น f

ทฤษฎีบท 2.3.3. [1] ใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตัวแปร ุ่มและ g, h : Rn → R เป็นฟังก์ชันซึ่ง

ทำใ ้ g(X1, X2, . . . , Xn) และ h(X1, X2, . . . , Xn) เป็นตัวแปร ุ่มที่ ามารถ าค่าคาดคะเนได้

จะได้ว่า

E(g(X1, X2, . . . , Xn)± h(X1, X2, . . . , Xn)) = E(g(X1, X2, . . . , Xn))

± E(h(X1, X2, . . . , Xn))

บทนิยาม 2.3.4. ใ ้ X แทนตัวแปร ุ่มใด ๆ ซึ่งมีค่าคาดคะเน E(X2) ความแปรปรวน (vari

ance) ของ X เขียนแทนด้วย V ar(X) รือ σ2 กำ นดโดย

V ar(X) = E[(X − µ)2]

ซึ่ง ามารถแ ดงได้ว่า

V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2

และเราจะเรียก
√
V ar(X) ว่า ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (standard deviation) ของ X และ

เขียนแทนด้วย SD รือ σ

บทนิยาม 2.3.5. ใ ้ X และ Y เป็นตัวแปร ุ่มใด ๆ ความแปรปรวนร่วม (covariance) ของ
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X และ Y เขียนแทนด้วย Cov(X, Y ) รือ σXY กำ นดโดย

Cov(X, Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))]

ทฤ ฎีบท 2.3.6. [1] ำ รับตัวแปร ุ่ม X และ Y ใด ๆ ที่ ามารถ าค่าความแปรปรวนได้ จะได้

ว่า

V ar(aX + bY ) = a2V ar(X) + b2V ar(Y ) + 2abCov(X, Y )

เมื่อ a และ b เป็นค่าคงตัวใดๆ

บทแทรก 2.3.7. [1] กำ นดใ ้X1, X2, . . . , Xn(n ≥ 2) เป็นอิ ระต่อกัน และ าความแปรปรวน

ได้ จะได้ว่า

V ar(X1 +X2 + · · ·+Xn) = V ar(X1) + V ar(X2) + · · ·+ V ar(Xn)

จากนิยามและทฤ ฎีบทข้างต้นเราจะได้ ่า ำ รับตั แปร ุ่มแบร์นูลลี ตั แปร ุ่มท ินาม และ

ตั แปร ุ่มปกติ จะมีค่าคาดคะเนและค ามแปรปร นดังนี้

ทฤ ฎีบท 2.3.8. [1] กำ นดใ ้ X ∼ Ber(p) จะได้ว่า

1. E(X) = p

2. V ar(X) = p(1− p)

พิ ูจน์ ใ ้ X ∼ Ber(p) จะได้ ่า

1. E(X) =
1∑

x=0

xP (X = x) = (0)P (X = 0) + (1)P (X = 1) = p

2. เนื่ งจาก

E(X2) =
1∑

x=0

x2P (X = x) = (02)P (X = 0) + (12)P (X = 1) = p

ดังนั้น

V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 = p− p2 = p(1− p)
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ทฤ ฎีบท 2.3.9. [1] ใ ้ X ∼ B(n, p) จะได้ว่า

1. E(X) = np

2. V ar(X) = np(1− p)

พิ ูจน์ ใ ้ Xi ∼ Ber(p) โดยที่ i = 1, 2, . . . , n และ X1, X2, . . . , Xn เป็น ิ ระต่ กัน ที่

X = X1 +X2 + . . .+Xn

1. เนื่ งจาก E(Xi) = p ทุก i = 1, 2, . . . , n จะได้ ่า

E(X) = E(X1 +X2 + · · ·+Xn)

= E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn) = np

2. เนื่ งจาก V ar(Xi) = p(1 − p) ทุก i = 1, 2, . . . , n และ X1, X2, . . . , Xn เป็น ิ ระ

ต่ กัน จะได้ ่า

V ar(X) = V ar(X1 +X2 + · · ·+Xn)

= V ar(X1) + V ar(X2) + · · ·+ V ar(Xn) = np(1− p)

ทฤ ฎีบท 2.3.10. [1] ใ ้ X ∼ N(µ, σ2) จะได้ว่า

1. E(X) = µ

2. V ar(X) = σ2

พิ ูจน์

1. ใ ้ f(x) =
1√
2πσ

e−(x−u)2/2σ2

E(X) =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
xe−(x−µ)2/2σ2

dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x− µ)e−(x−µ)2/2σ2

dx+
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
µe−(x−µ)2/2σ2

dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
ye−y2/2σ2

dy + µ

∫ ∞

−∞
f(x)dx (y = x− µ)
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เนื่ งจาก g(y) = ye−y2/2σ2 เป็นฟังก์ชันคี่ ดังนั้น
∫ ∞

−∞
ye−y2/2σ2

dy = 0 ทำใ ้ได้ ่า

E(X) = µ

∫ ∞

−∞
f(x)dx = µ

2. โดย 1. จะได้ ่า E(X) = µ และโดยการ ินทิเกรตทีละ ่ น ทำใ ้ได้ ่า

V ar(X) = E[(X − E(X))2]

= E[(X − µ)2]

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x− µ)2e−(x−µ)2/2σ2

dx

=
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
y2e−y2/2dy (y = (x− µ)/σ)

=
σ2

√
2π

[
−ye−y2/2

∣∣∣∣
∞

−∞
+

∫ ∞

−∞
e−y2/2dy

]

=
σ2

√
2π

[
lim
y→∞

−ye−y2/2 + lim
y→−∞

ye−y2/2 +

∫ ∞

−∞
e−y2/2dy

]

=
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
e−y2/2dy

= σ2

2.4 ฟังก์ชันก่อกำเนิดโมเมนต์และฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ

เราได้พูดถึงการ าค่าคาดคะเนข งฟังก์ชันข งตั แปร ุ่ม นั่นคื E(g(X)) เมื่ g เป็นฟังก์ชันใด

ๆ โดยใน ั ข้ นี้ เราจะ ึก าค่าคาดคะเนข งตั แปร ุ่ม etX และเราจะเรียกค่าคาดคะเนนี้ ่า

ฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์ข งตั แปร ุ่ม X

บทนิยาม 2.4.1. ใ ้ X เป็นตัวแปร ุ่มใด ๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน MX ซึ่งกำ นดโดย

MX(t) = E(etX)

=






∑

x∈ImX

etxP (X = x) เมื่อ X เป็นตัวแปร ุ่มไม่ต่อเนื่อง
∫ ∞

−∞
etxf(x)dx เมื่อ X เป็นตัวแปร ุ่มต่อเนื่อง



17

ว่าฟังก์ชันก่อกำเนิดโมเมนต์ (moment generating function) ของตัวแปร ุ่มX โดยฟังก์ชัน

ความ นาแน่นความน่าจะเป็นของตัวแปร ุ่มต่อเนื่องเป็น fX

ำ รับโดเมนข งฟังก์ชันก่ กำเนิด MX คื เซตข งจำน นจริง t ทั้ง มดที่ E(etX)

ามารถ าค่าได้

ตั อย่าง 2.4.2. ถ้า X ∼ Ber(p) แล้ว MX(t) = (1− p) + pet ำ รับทุก t ∈ R

วิธีทำ จากบทนิยาม 2.4.1 จะได้ ่า

MX(t) =
1∑

k=0

etkP (X = k)

= (1− p) + pet

ำ รับทุก t ∈ R

ทฤ ฎีบท 2.4.3. [1] ใ ้ X และ Y เป็นตัวแปร ุ่ม และ a, b เป็นจำนวนจริงใด ๆ จะได้ว่า

1. MX+a(t) = eatMX(t)

2. MbX(t) = MX(bt)

3. MX+a
b
(t) = e

a
b tMX(

t
b)

4. ถ้า X และ Y อิ ระต่อกัน แล้วจะได้ว่า MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

บทแทรก 2.4.4. [1] กำ นดใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตัวแปร ุ่มที่เป็นอิ ระต่อกัน จะได้ว่า

MX1+X2+···+Xn(t) = MX1(t)MX2(t) · · ·MXn(t)

ทฤ ฎีบท 2.4.5. [1] ใ ้ X และ Y เป็นตัวแปร ุ่มใด ๆ ถ้ามี δ > 0 ซึ่ง MX(t) = MY (t) เมื่อ

t ∈ (−δ, δ) จะได้ว่่า X และ Y มีการแจกแจงเดียวกัน

ตั อย่าง 2.4.6. ถ้า X ∼ B(n, p) แล้ว MX(t) = (pet + 1− p)n ำ รับทุก t ∈ R

วิธีทำ เพราะ ่า X ∼ B(n, p) ดังนั้น X = X1 + X2 + · · · + Xn โดยที่ Xi ∼ Ber(p)

ำ รับ i = 1, 2, . . . , n และ X1, X2, . . . , Xn เป็น ิ ระต่ กัน
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จากตั ย่างที่ 2.4.2 จะได้ ่าฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์ข ง MX ข ง Xi (i = 1, 2, . . . , n) คื

MX(t) = (1− p) + pet ำ รับทุก t ∈ R

ดังนั้นโดยบทแทรก 2.4.4 จะได้ ่า

MX(t) = (pet + 1− p)n

ำ รับทุก t ∈ R

ำ รับตั แปร ุ่มใด ๆ าจจะ าฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์ไม่ได้ เราจะกล่า ถึงฟังก์ชัน ีก

ฟังก์ชัน นึ่ง ซึ่งมี มบัติใกล้เคียงกับฟังก์ชันก่ กำเนิดโมเมนต์และ ามารถ าค่าได้ทุกจำน นจริง t

ซึ่งมีชื่ ่า ”ฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ”

บทนิยาม 2.4.7. ใ ้ X เป็นตัวแปร ุ่มใด ๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน ϕX : R → C ซึ่งกำ นดโดย

ϕX(t) = E(eitX)

=






∑

x∈ImX

eitxP (X = x) เมื่อ X เป็นตัวแปร ุ่มไม่ต่อเนื่อง
∫ ∞

−∞
eitxf(x)dx เมื่อ X เป็นตัวแปร ุ่มต่อเนื่อง

และ i2 = −1 ว่า ฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ (characteristic function) ของตัวแปร ุ่ม X โดย

ฟังก์ชันความ นาแน่นความน่าจะเป็นของตัวแปร ุ่มต่อเนื่องเป็น fX

ข้อ ังเกต

1. ϕX(0) = 1

2. ตั แปร ุ่ม eitX มีค่าเป็นจำน นเชิงซ้ น แต่เนื่ งจาก eitx = cos(tx) + i sin(tx) เมื่

t, x ∈ R ดังนั้น

ϕX(t) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX))

3. เนื่ งจาก |eitx| = 1 ทุกจำน นจริง t และ x ดังนั้น ำ รับตั แปร ุ่มไม่ต่ เนื่ ง X และ
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t ∈ R จะได้ ่า

|ϕX(t)| = |E(eitx)| ≤
∑

x∈ImX

|eitx|P (X = x) =
∑

x∈ImX

P (X = x) = 1

ทฤ ฎีบท 2.4.8. [1] ใ ้ X และ Y เป็นตัวแปร ุ่มและ a, b เป็นจำนวนจริงใด ๆ จะได้ว่า

1. ϕ−X(t) = ϕX(t)

2. ϕa+bX(t) = eiatϕX(bt)

3. ถ้า X และ Y เป็นอิ ระต่อกัน แล้ว ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t)

4. ϕX เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องแบบ ม่ำเ มอ นั่นคือ ำ รับแต่ละ ε > 0 จะมี δ > 0 ซึ่งทำใ ้

|ϕX(t)− ϕX(s)| < ε ทุก |t− s| < δ

บทแทรก 2.4.9. [1] กำ นดใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตัวแปร ุ่มที่ เป็นอิ ระต่อกัน จะได้ว่า

ฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ ϕX1+X2+···+Xn ของ X1 +X2 + · · ·+Xn คือ

ϕX1+X2+···+Xn(t) = ϕX1(t)ϕX2(t) · · ·ϕXn(t)

เมื่อ ϕX1 ,ϕX2 , . . . ,ϕXn คือฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะของ X1, X2, . . . , Xn ตามลำดับ

ทฤ ฎีบท 2.4.10. [1] ใ ้ X และ Y เป็นตัวแปร ุ่มใด ๆ ถ้า X และ Y มีฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ

เดียวกัน นั่นคือ ϕX(t) = ϕY (t) เมื่อ t ∈ R จะได้ว่า X และ Y มีการแจกแจงเดียวกัน

ตั อย่าง 2.4.11. ถ้า X ∼ Ber(p) แล้ว ϕX(t) = (1− p) + peit ำ รับทุก t ∈ R

วิธีทำ เนื่ งจาก X ∼ Ber(p) เราจึงได้ ่า

P (X = 0) = 1− p และ P (X = 1) = p
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ดังนั้นฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ ϕX ข ง X คื

ϕX(t) =
1∑

k=0

eiktP (X = k)

= e0P (X = 0) + eitP (X = 1)

= (1− p) + peit

ตั อย่าง 2.4.12. ถ้า X ∼ B(n, p) แล้ว ϕX(t) = [(1− p) + peit]n ำ รับทุก t ∈ R

วิธีทำ เพราะ ่า X ∼ B(n, p) ดังนั้น X = X1 + X2 + . . . + Xn โดยที่ Xi ∼ B(n, p)

ำ รับ i = 1, 2, . . . , n และ X1, X2, . . . , Xn เป็น ิ ระต่ กัน

จากตั ย่าง 2.4.11 จะได้ ่าฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะ ϕX ข ง X คื

ϕX(t) = (1− p) + peit ำ รับ t ∈ R

ดังนั้นโดยบทแทรกที่ 2.4.9 จะได้ ่า

ϕX(t) = [(1− p) + peit]n

ตั อย่าง 2.4.13. ถ้า X ∼ Ber(12) แล้ว ϕX(t) =
1 + cos(t) + i sin(t)

2
ำ รับทุก t ∈ R

วิธีทำ จากตั ย่างที่ 2.4.11 เมื่ p = 1
2 จะได้ ่า

ϕX(t) =
1

2
+

eit

2

โดย ูตรข ง ย์เล ร์ eit = cos(t) + i sin(t) เมื่ t ∈ R ดังนั้น

ϕX(t) =
1 + cos(t) + i sin(t)

2

ในบทต่ ไปเราจะทำการพิ ูจน์ทฤ ฎีบท ลักโดย า ัยค ามรู้พื้นฐานเพื่ นำไป ู่การ าผลลัพธ์ที่

ได้จากการทำโครงงานในครั้งนี้



บทที่ 3

ทฤ ฎีบท ลัก
ตล ดบทนี้ เรากำ นดใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตั แปร ุ่มแบร์นูลลีที่เป็น ิ ระต่ กัน โดยที่

P (Xi = 1) = P (Xi = 0) =
1

2
ทุก i = 1, 2, . . . , n

จากบทที่ 1 จะได้ ่า Bn =
n∑

i=1

Xi เป็นตั แปร ุ่มท ินาม มมาตร

ในบทนี้เราจะประมาณค่าค ามน่าจะเป็นข ง Bn เมื่ n มีค่ามาก ๆ ด้ ยฟังก์ชัน G โดยที่

G(x) = Φ(x) +
(x3 − x)

12n
√
2π

e−
x2

2 (3.1)

เมื่ Φ คื ฟังก์ชันการแจกแจงปกติมาตรฐาน โดยผลลัพธ์ที่ได้ เป็นไปตามทฤ ฎีบท ลักต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบท ลัก ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b และ n ≥ 100 จะได้ ่า

|P (a ≤ Bn ≤ b)− (G(x2)−G(x1))| ≤
2.36

n2
+ 1.43e−

√
n
8 + 0.1e−

√
n
2

เมื่

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

ในบทนี้เราจะแบ่งการนำเ น เป็น 2 ั ข้ ดังต่ ไปนี้

3.1 มบัติข งฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะข ง Bn

3.2 การพิ ูจน์ทฤ ฎีบท ลัก

21
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3.1 มบัติของฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะของ Bn

ำ รับตั แปร ุ่ม Xi(i = 1, 2, . . . , n) และ Bn ที่กำ นดข้างต้น เราใ ้ ϕ และ ϕn เป็นฟังก์ชัน

ลัก ณะเฉพาะข ง Xi(i = 1, 2, . . . , n) และ Bn ตามลำดับ และจากตั ย่างที่ 2.4.13 จะได้ ่า

ϕ(t) =
1 + eit

2
=

1 + cos(t) + i sin(t)
2

(3.2)

เราทราบ ่าจำน นเชิงซ้ น ϕ(t) ามารถเขียนใ ้ ยู่ในรูป

ϕ(t) = |ϕ(t)|eiθ(t) (3.3)

เมื่

|ϕ(t)| =
(
1 + 2 cos(t) + cos2(t) + sin2(t)

4

) 1
2

=

(
1 + cos(t)

2

) 1
2

=

(
1− sin2(

t

2
)

) 1
2

(3.4)

และ

θ(t) := าร์กิ เมนต์ ข ง ϕ(t) = arctan
(

sin(t)
1 + cos(t)

)
เมื่ t (= π

ซึ่ง

tan (θ(t)) =
sin(t)

1 + cos(t)

จะได้ ่า

cos(θ(t)) =
1 + cos(t)√
2(1 + cos(t))

=

√
1 + cos(t)

2
=

∣∣∣∣cos(
t

2
)

∣∣∣∣

ดังนั้น

θ(t) =
t

2
รื θ(t) =

t

2
+ 2π
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เนื่ งจาก ϕn เป็นฟังก์ชันลัก ณะเฉพาะข ง Bn จาก (3.3) จะได้ ่า

ϕn(t) = (ϕ(t))n = (|ϕ(t)|eiθ(t))n = |ϕ(t)|neiθ(t)n = |ϕn(t)|eiθn(t) (3.5)

เมื่ |ϕn(t)| = |ϕ(t)|n และ θn(t) = nθ(t)( mod 2π)

ต่ ไปนี้เป็น มบัติข ง ϕ และ ϕn ที่ต้ งนำมาใช้ในการพิ ูจน์ทฤ ฎีบท ลัก

บทตั้ง 3.1. ([8], น้า 720)

1. |ϕ(t)| ≤ e−
t2

2π2 ำ รับ t ∈ [0, π)

2. |ϕ(t)| ≤ e−
t2

8 + t4

96 ำ รับ t ∈ [0, π]

3. |ϕ(t)| ≥ e−
t2

8 − t4

64 ำ รับ t ∈ [0, π2 ]

บทตั้ง 3.2. ([8], น้า 721) ำ รับ t ∈
[
0, 4

√
36
n

]
จะได้ว่า

||ϕn(t)|− e−
nt2

8 | ≤ nt4

64
e−

nt2

8

บทตั้ง 3.3. ำ รับ n ≥ 100 และ t ∈
[
0, 4

√
36
n

]
จะได้ว่า

∣∣∣∣|ϕn(t)|− e−
nt2

8 +
nt4

192
e−

nt2

8

∣∣∣∣ ≤ (0.0061nt6 + (1.27× 10−5)n2t8)e−
nt2

8

พิ ูจน์ ใ ้ n ≥ 100 และ t ∈
[
0, 4

√
36
n

]

จาก นุกรมเทย์เล ร์ ln(1− x) = −
∞∑

n=1

xn

n
เมื่ |x| < 1 จะได้ ่า

ln
(
1− sin2(

t

2
)

)
= −

∞∑

k=1

(
sin2( t2)

)k

k
เมื่

∣∣∣∣sin
2(
t

2
)

∣∣∣∣ < 1
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จากค ามจริงข้างต้น และ (3.4) จะได้ ่า

ln |ϕ(t)| = 1

2
ln
(
1− sin2(

t

2
)

)

= −1

2

∞∑

k=1

1

k

(
sin2(

t

2
)

)k

= −1

2
sin2(

t

2
)− 1

4
sin4(

t

2
)− 1

2

∞∑

k=3

1

k

(
sin2(

t

2
)

)k

(3.6)

จาก | sin( t2)| ≤ | t2 | (ภาคผน กที่ 1.2) จะได้ ่า sin2( t2) ≤
t2

4 < 1 ดังนั้น

∞∑

k=3

1

k

(
sin2(

t

2
)

)k

≤ 1

3

∞∑

k=3

(
sin2(

t

2
)

)k

=
1

3

(
(sin2(t/2))3

1− sin2(t/2)

)

≤ 1

3

(
t6/64

1− t2/4

)

=
t6

48(4− t2)

จาก n ≥ 100 และ t ≤ 4

√
36
n จะได้ ่า 0 ≤ 1

4−t2 ≤ 5
17 ดังนั้น

∞∑

k=3

1

k

(
sin2(

t

2
)

)k

≤ t6

48(4− t2)
≤ 0.0062t6 (3.7)

จาก (3.6) และ (3.7) จะได้ ่า

ln |ϕ(t)| ≥ −1

2
sin2(

t

2
)− 1

4
sin4(

t

2
)− 0.0031t6

จากค ามจริงที่ ่า

t2

4
− t4

48
− t6

1440
≤ sin2(

t

2
) ≤ t2

4
− t4

48
+

t6

1440
(3.8)
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(ภาคผน กที่ 1.3) และ

t4

16
− t6

96
≤ sin4(

t

2
) ≤ t4

16
+

t6

96
(3.9)

(ภาคผน กที่ 1.4) จะได้ ่า

ln |ϕ(t)| ≥ −t2

8
+

t4

96
− t6

2880
− t4

64
− t6

384
− 0.0031t6

= −t2

8
− t4

192
− 0.0061t6

ดังนั้น |ϕ(t)| ≥ e−
t2

8 − t4

192−0.0061t6 ทำใ ้ได้ ่า

|ϕn(t)| ≥ e−
nt2

8 −nt4

192−0.0061nt6

|ϕn(t)|− e−
nt2

8 ≥
(
e−

nt4

192−0.0061nt6 − 1
)
e−

nt2

8

≥
(
−nt4

192
− 0.0061nt6

)
e−

nt2

8 (3.10)

โดยเราใช้ค ามจริงที่ ่า ex − 1 ≥ x ทุก x ∈ R (ภาคผน กที่ 2.1) ใน มการ ุดท้าย

จาก (3.6), (3.8)(3.9) จะได้ ่า

ln |ϕ(t)| ≤ −1

2
sin2(

t

2
)− 1

4
sin4(

t

2
)

≤ −t2

8
+

t4

96
+

t6

2880
− t4

64
+

t6

384

= −t2

8
− t4

192
+ 0.0003t6

ดังนั้น |ϕ(t)| ≤ e−
t2

8 − t4

192+0.0003t6 ทำใ ้ได้ ่า

|ϕn(t)| ≤ e−
nt2

8 −nt4

192+0.0003nt6 (3.11)

จากการกระจาย นุกรมเทย์เล ร์ ex = 1 + x+ x2

2 e
x0 ำ รับบาง x0 ที่ ยู่ระ ่าง 0 และ x
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ถ้า x = −nt4

192 + 0.0003nt6 จะได้ ่า มี x0 ที่ ยู่ระ ่าง 0 กับ x ที่ทำใ ้

e−
nt4

192+0.0003nt6 − 1 = −nt4

192
+ 0.0003nt6 +

1

2

[
−nt4

192
+ 0.0171nt6

]2
ex0

เนื่ งจาก t2 < 1 นั่นคื t6 < t4 ดังนั้น

−nt4

192
+ 0.0003nt6 < −nt4

192
+ 0.0003nt4

= −0.00499nt4

< 0

เพราะฉะนั้น x < x0 < 0 ดังนั้น ex0 < e0 = 1

จาก t2 ≤ 6√
n และ n ≥ 100 จะได้ ่า

e−
nt4

192+0.0003nt6 − 1 = −nt4

192
+ 0.0003nt6 +

1

2

[
−nt4

192
+ 0.0171nt6

]2
ex0

≤ −nt4

192
+ 0.0003nt6 +

1

2

[
−nt4

192
+

9

50000
nt4
]2

≤ −nt4

192
+ 0.0003nt6 + (1.27× 10−5)n2t8 (3.12)

จาก (3.11) และ (3.12) จะได้ ่า

|ϕn(t)|− e−
nt2

8 ≤ e−
nt2

8

(
e−

nt4

192+0.0003nt6 − 1
)

≤ e−
nt2

8

(
−nt4

192
+ 0.0003nt6 + (1.27× 10−5)n2t8

)

≤ −nt4

192
e−

nt2

8 + (0.0003nt6 + (1.27× 10−5)n2t8)e−
nt2

8

ซึ่งทำใ ้

|ϕn(t)|− e−
nt2

8 +
nt4

192
e−

nt2

8 ≤ (0.0003nt6 + (1.27× 10−5)n2t8)e−
nt2

8 (3.13)
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จาก (3.10) จะได้ ่า

|ϕn(t)|− e−
nt2

8 +
nt4

192
e−

nt2

8 ≥ −0.0061nt6e−
nt2

8

ดังนั้น

∣∣∣∣|ϕn(t)|− e−
nt2

8 +
nt4

192
e−

nt2

8

∣∣∣∣ ≤ (0.0061nt6 + (1.27× 10−5)n2t8)e−
nt2

8

บทตั้ง 3.4. มมติ n ≥ 100 ดังนั้น

1.
∫ 1

4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

t
dt = πΦ(x)− π

2
−

√
2π

24n
x(3− x2)e−

x2

2 +∆1

เมื่ |∆1| ≤ 3.2793
n2 + 0.40375e−

√
n
8

2.
∫ 1

4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt

2
)tdt =

2
√
2πx

n
e−

x2

2 +∆2

เมื่ |∆2| ≤ 8
n2 + 0.04e−

√
n
8

พิ ูจน์ 1. ใ ้ n ≥ 100 เนื่ งจาก

|ϕn(t)| = e−
nt2

8 − nt4

192
e−

nt2

8 +

(
|ϕn(t)|− e−

nt2

8 +
nt4

192
e−

nt2

8

)

จะได้ ่า

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

t
dt =

∫ 1
4√n

0

e−
nt2

8 sin(
√
nxt
2 )

t
dt

− n

192

∫ 1
4√n

0

t3e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)dt+∆11 (3.14)

เมื่

∆11 =

∫ 1
4√n

0

(
|ϕn(t)|− e−

nt2

8 + nt4

192e
−nt2

8

)
sin(

√
nxt
2 )

t
dt
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และจากบทตั้ง 3.3 จะได้ ่า

|∆11| ≤ 0.0061n

∫ 1
4√n

0

t5e−
nt2

8 dt+ (1.27× 10−5)n2

∫ 1
4√n

0

t7e−
nt2

8 dt

ำ รับ k ∈ N จะได้ ่า

∫ 1
4√n

0

e−
nt2

8 t2k+1dt ≤
∫ ∞

0

e−
nt2

8 t2k+1dt

=
1

2

(
8

n

)k+1 ∫ ∞

0

e−uukdu (u =
nt2

8
)

=
1

2

(
8

n

)k+1

Γ(k + 1)

=
1

2

(
8

n

)k+1

k! (3.15)

โดยที่ Γ(v) =
∫ ∞

0

tv−1e−tdt เมื่ v > 0 และ Γ(k + 1) = k! ([5], น้า 855)

ดังนั้น

|∆11| ≤ 0.0061n

(
1

2

(
8

n

)3

2!

)
+ (1.27× 10−5)n2

(
1

2

(
8

n

)4

3!

)

=
3.1232

n2
+

0.1561

n2

=
3.2793

n2
(3.16)

จากภาคผน กที่ 3.4 ังเกตได้ ่า

∫ 1
4√n

0

e−
nt2

8 sin(
√
nxt
2 )

t
dt =

∫ ∞

0

e−
nt2

8 sin(
√
nxt
2 )

t
dt+∆12

= πΦ(x)− π

2
+∆12 (3.17)

เมื่

∆12 = −
∫ ∞

1
4√n

e−
nt2

8 sin(
√
nxt
2 )

t
dt
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เนื่ งจาก t ≥ 1
4√n

จะได้ ่า t2 ≥ 1√
n นั่นคื 1

t ≤
√
nt ดังนั้น

|∆12| ≤
∫ ∞

1
4√n

e−
nt2

8

t
dt

≤
√
n

∫ ∞

1
4√n

te−
nt2

8 dt

=
4√
n

∫ ∞

√
n
8

e−udu (u =
nt2

8
)

=
4√
n
e−

√
n
8

≤ 0.4e−
√
n
8 (3.18)

จากภาคผน กที่ 3.3 ังเกตได้ ่า

− n

192

∫ 1
4√n

0

t3e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)dt = − n

192

∫ ∞

0

t3e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)dt+∆13

= −
√
2π

24n
x(3− x2)e−

x2

2 +∆13 (3.19)

เมื่

∆13 =
n

192

∫ ∞

1
4√n

t3e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)dt

จาก

|∆13| ≤
n

192

∫ ∞

1
4√n

t3e−
nt2

8 dt

=
1

3n

∫ ∞

4
√

n
64

u3e−u2
du (u =

√
nt√
8
)

=
1

3n



( 4
√

n
64)

2 + 1)e−( 4
√

n
64 )

2

2



 (ภาคผน กที่ 4.2, a = 4

√
n

64
)

=

(
1

48
√
n
+

1

6n

)
e−

√
n
8

≤ 0.00375e−
√
n
8
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และ (3.14) และ (3.16)(3.19) จะได้ ่า

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

t
dt = πΦ(x)− π

2
−

√
2π

24n
x(3− x2)e−

x2

2 +∆1

เมื่ ∆1 = ∆11 +∆12 +∆13 โดยที่

|∆1| ≤ |∆11|+ |∆12|+ |∆13| ≤
3.2793

n2
+ 0.40375e−

√
n
8

2. เนื่ งจาก

|ϕn(t)| = e−
nt2

8 +
(
|ϕn(t)|− e−

nt2

8

)

จะได้ ่า

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt

2
)tdt =

∫ 1
4√n

0

e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)tdt+∆21 (3.20)

เมื่

∆21 =

∫ 1
4√n

0

(
|ϕn(t)|− e−

nt2

8

)
sin(

√
nxt

2
)tdt

จากบทตั้ง 3.2 และ (3.15) จะได้ ่า

|∆21| ≤
n

64

∫ 1
4√n

0

t5e−
nt2

8 dt ≤ n

64

(
1

2

(
8

n

)3

2!

)
=

8

n2
(3.21)

จากภาคผน กที่ 3.2 จะได้ ่า

∫ 1
4√n

0

e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)tdt =

∫ ∞

0

e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)tdt+∆22

=
2
√
2π

n
xe−

x2

2 +∆22 (3.22)
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เมื่

∆22 = −
∫ ∞

1
4√n

e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)tdt

จาก

|∆22| ≤
∫ ∞

1
4√n

e−
nt2

8 tdt =
4

n
e−

√
n
8 ≤ 0.04e−

√
n
8

และ (3.20) จะได้ ่า

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt

2
)tdt =

2
√
2πx

n
e−

x2

2 +∆2

เมื่ ∆2 = ∆21 +∆22 โดยที่

|∆2| ≤ |∆21|+ |∆22| ≤
8

n2
+ 0.04e−

√
n
8

3.2 การพิ ูจน์ทฤ ฎีบท ลัก

เราจะทำการพิ ูจน์ทฤ ฎีบทต่ ไปนี้ก่ นเพื่ นำไป ู่การพิ ูจน์ทฤ ฎีบท ลัก

ทฤ ฎีบท 3.5. ใ ้ R(x) =
1

2π

∫ π

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง

a ≤ b จะได้ว่า

P (a ≤ Bn ≤ b) = R(x2)−R(x1)

เมื่อ x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n
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พิ ูจน์ จาก (3.2) และ ทฤ ฎีบทการกระจายท ินาม จะได้ ่า

ϕn(t) = (ϕ(t))n

=

(
1 + eit

2

)n

=
1

2n
(1 + eit)n

=
1

2n

n∑

x=0

(
n

x

)
eitx

ำ รับ m = 0, 1, 2, . . . , n จะได้ ่า

e−imtϕn(t) =
1

2n

n∑

x=0

(
n

x

)
e−imteitx

=
1

2n

n∑

x=0

(
n

x

)
eit(x−m)

จากค ามจริงข้างต้น และค ามจริงที่ ่า

∫ π

−π

eit(x−m)dt =






0 ถ้า x−m (= 0

2π ถ้า x−m = 0

(ภาคผน กที่ 4.1) จะได้ ่า

∫ π

−π

e−imtϕn(t)dt =

∫ π

−π

1

2n

n∑

x=0

(
n

x

)
eit(x−m)dt

=
1

2n

n∑

x=0

(
n

x

)∫ π

−π

eit(x−m)dt

= (
1

2
)n
(
n

m

)
2π

นั่นคื

(
n

m

)
=

2n

2π

∫ π

−π

e−imtϕn(t)dt (3.23)
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ำ รับ m = 0, 1, 2, . . . , n จาก (1.1) และ (3.23) จะได้ ่า

P (a ≤ Bn ≤ b) =
1

2n

b∑

x=a

(
n

x

)

=
1

2n

b∑

x=a

2n

2π

∫ π

−π

e−ixtϕn(t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

b∑

x=a

e−ixtϕn(t)dt (3.24)

เนื่ งจาก

b∑

x=a

e−ixt =
e−iat(1− e−it(b−a+1))

1− e−it

=
e−iat − e−i(b+1)t

1− e−it

=
e−i(a+b+1

2 )t

e−
it
2 (e

it
2 − e−

it
2 )

(
e−i(a−b−1

2 )t − e−i( b−a+1
2 )t

)
(3.25)

และ

e−i(a+b+1
2 )t

e−
it
2 (e

it
2 − e−

it
2 )

=
e−i(a+b

2 )t

cos( t2) + i sin( t2)− cos( t2) + i sin( t2)

=
e−i(a+b

2 )t

2i sin( t2)
(3.26)

และ

e−i(a−b−1
2 )t − e−i( b−a+1

2 )t = cos
(
(
a− b− 1

2
)t

)
− i sin

(
(
a− b− 1

2
)t

)

− cos
(
(
b− a+ 1

2
)t

)
+ i sin

(
(
b− a+ 1

2
)t

)

= 2i sin
(
(
b− a+ 1

2
)t

)
(3.27)
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จะได้ ่า จาก (3.25), (3.26) และ (3.27)

b∑

x=a

e−ixt = e−i(a+b
2 )t

(
sin
(
( b−a+1

2 )t
)

sin( t2)

)
(3.28)

จาก (3.5), (3.24) และ (3.28) จะได้ ่า

P (a ≤ Bn ≤ b) =
1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)|e−i((a+b
2 )t−θn(t))(

sin
(
( b−a+1

2 )t
)

sin( t2)
)dt

=
1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| cos
(
(a+b

2 )t− θn(t)
)
sin
(
( b−a+1

2 )t
)

sin( t2)

−
i|ϕn(t)| sin((a+b

2 )t− θn(t)) sin
(
( b−a+1

2 )t
)

sin( t2)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| cos
(
(a+b

2 )t− θn(t)
)
sin
(
( b−a+1

2 )t
)

sin( t2)
dt

− i

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| sin((a+b
2 )t− θn(t)) sin

(
( b−a+1

2 )t
)

sin( t2)
dt

เนื่ งจาก P (a ≤ Bn ≤ b) เป็นจำน นจริง จะได้ ่า

P (a ≤ Bn ≤ b) =
1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| cos
(
(a+b

2 )t− θn(t)
)
sin
(
( b−a+1

2 )t
)

sin( t2)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| sin(bt+ t
2 − θn(t))

2 sin( t2)
dt

− 1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| sin(at− t
2 − θn(t))

2 sin( t2)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| sin(bt+ t
2 −

nt
2 )

2 sin( t2)
dt

− 1

2π

∫ π

−π

|ϕn(t)| sin(at− t
2 −

nt
2 )

2 sin( t2)
dt

=
1

2π

∫ π

0

|ϕn(t)| sin
(
(b− n

2 + 1
2)t
)

sin( t2)
dt

− 1

2π

∫ π

0

|ϕn(t)| sin
(
(a− n

2 − 1
2)t
)

sin( t2)
dt
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ดังนั้น

P (a ≤ Bn ≤ b) =
1

2π

∫ π

0

|ϕn(t)| sin(
√
nx2t
2 )

sin( t2)
dt− 1

2π

∫ π

0

|ϕn(t)| sin(
√
nx1t
2 )

sin( t2)
dt

= R(x2)−R(x1)

เมื่

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b

พิ ูจน์ทฤ ฎีบท ลัก

พิ ูจน์ เนื่ งจาก

R(x) =
1

2π

∫ π

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt

=
1

2π

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt+

1

2π

∫ π
4√n

1
4√n

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt

+
1

2π

∫ π

π
4√n

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt

:= R1 +R2 +R3 (3.29)

เราจึงจะแบ่งกรณีการ าข บเขตข ง R1, R2, R3 เป็น 3 ขั้นต นดังนี้

ขั้นที่ 1. เราจะแ ดง ่า

R1 = Φ(x)− 1

2
+ (x3 − x)

√
2π

24πn
e−

x2

2 +∆4

เมื่ |∆4| ≤ 1.18
n2 + 0.13e−

√
n
8
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เนื่ งจาก
1

sin( t2)
=

2

t
+

t

12
+∆31 เมื่ |∆31| ≤ 0.0057t3 (ภาคผน กที่ 1.5) จะได้ ่า

R1 =
1

2π

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt (3.30)

=
1

2π

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt

2
)

(
2

t
+

t

12

)
dt+∆3 (3.31)

เมื่

∆3 =
1

2π

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt

2
)∆31dt

ดังนั้น

|∆3| ≤
0.0057

2π

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)|t3dt

จากบทตั้ง 3.1 ข้ 2. |ϕn(t)| ≤ e−
nt2

8 +nt4

96 ำ รับ t ∈ [0, π] และ e
nt4

96 ≤ 1.02

เมื่ t ∈
[
0, 1

4√n

]
จะได้ ่า

|ϕn(t)| ≤ 1.02e−
nt2

8 (3.32)

ดังนั้น

|∆3| ≤
0.0059

2π

∫ 1
4√n

0

e−
nt2

8 t3dt

=
0.0059

2π

64

n2

∫ 4
√

n
64

0

u3e−u2
du (u =

√
nt

2
√
2
)

=
0.0059

2π

64

n2



1

2
−

(
√

n
64 + 1)e−

√
n
64

2





≤ 0.0059

2π

(
32

n2

)

≤ 0.03

n2
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เพราะฉะนั้น

R1 =
1

π

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

t
dt+

1

24π

∫ 1
4√n

0

|ϕn(t)| sin(
√
nxt

2
)tdt+∆3

จาก บทตั้ง 3.4 ข้ 1. และ 2. จะได้ ่า

R1 =
1

π

[
πΦ(x)− π

2
−

√
2π

24n
x(3− x2)e−

x2

2 +∆1

]

+
1

24π

[
2
√
2πx

n
e−

x2

2 +∆2

]
+∆3

= Φ(x)− 1

2
−

√
2π

24πn
x(3− x2)e−

x2

2 +
∆1

π
+

√
2πx

12πn
e−

x2

2 +
∆2

24π
+∆3

= Φ(x)− 1

2
+ (x3 − x)

√
2π

24πn
e−

x2

2 +∆4

เมื่

∆4 =
∆1

π
+

∆2

24π
+∆3 (3.33)

ดังนั้น

|∆4| ≤
1

π

[
3.2793

n2
+ 0.40375e−

√
n
8

]
+

1

24π

[
8

n2
+ 0.04e−

√
n
8

]
+

0.03

n2

=
1.18

n2
+ 0.13e−

√
n
8

ขั้นที่ 2. เราจะแ ดง ่า

|R2| ≤ 0.5839e−
√
n
8

จาก

sin(
t

2
) ≥ t

π
เมื่ t ∈ [0, π] (3.34)
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(ภาคผน กที่ 1.1) และ จาก (3.4) จะได้ ่า

|ϕ(t)| =
(
1 + cos(t)

2

) 1
2

=

(
cos2(

t

2
)

) 1
2

=

∣∣∣∣cos(
t

2
)

∣∣∣∣

= cos(
t

2
) ำ รับ t ∈

[
0,
π

2

]

ดังนั้น ำ รับ x, y ∈
[
0, π2
]
ซึ่ง x < y จะได้ ่า

|ϕn(x)| = |ϕ(x)|n =
(
cos(

x

2
)
)n

>
(
cos(

y

2
)
)n

= |ϕ(y)|n = |ϕn(y)|

ดังนั้น |ϕn(t)| เป็นฟังก์ชันลดบน
[
0, π2
]

เนื่ งจาก 0 ≤ 1
4√n

≤ t ≤ π
4√n

≤ π
2 จะได้ ่า

|R2| =

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π
4√n

1
4√n

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt

∣∣∣∣∣ ≤
1

2

∫ π
4√n

1
4√n

|ϕn(t)|
t

dt

≤ 1

2

∣∣∣∣ϕn

(
1
4
√
n

)∣∣∣∣
∫ π

4√n

1
4√n

1

t
dt

≤ 1

2

(
1.02e−

√
n
8

)
ln(π)

≤ 0.5839e−
√
n
8

โดยเราใช้ (3.32) ใน มการนี้

ขั้นที่ 3. เราจะแ ดง ่า

|R3| ≤ 0.05e−
√
n
2
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จากบทตั้ง 3.1 ข้ 1. และ (3.34) จะได้ ่า

|R3| =

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

π
4√n

|ϕn(t)| sin(
√
nxt
2 )

sin( t2)
dt

∣∣∣∣∣ ≤
1

2

∫ ∞

π
4√n

e−
nt2

2π2

t
dt

=
1

2

∫ ∞

4√n√
2

e−u2

u
du (u =

√
nt2

2π2
)

เนื่ งจาก u ≥
4√n√
2
นั่นคื u2 ≥

√
n
2 จะได้ ่า 1

u ≤ 2u√
n ดังนั้น

|R3| ≤
1√
n

∫ ∞

4√n√
2

ue−u2
du

=
1

2
√
n
e−

√
n
2

≤ 0.05e−
√
n
2

จากขั้นที่ 13 จะได้ ่า

R(x) = Φ(x)− 1

2
+ (x3 − x)

√
2π

24πn
e−

x2

2 +∆4 +R2 +R3

= G(x)− 1

2
+∆4 +R2 +R3

= G(x)− 1

2
+∆5

โดยที่

G(x) = Φ(x) + (x3 − x)

√
2π

24πn
e−

x2

2

และ

∆5 = ∆4 +R2 +R3



40

ดังนั้น

|∆5| ≤ |∆4|+ |R2|+ |R3|

≤ 1.18

n2
+ 0.13e−

√
n
8 + 0.5839e−

√
n
8 + 0.05e−

√
n
2

=
1.18

n2
+ 0.7139e−

√
n
8 + 0.05e−

√
n
2

เพราะฉะนั้น จากทฤ ฎีบท 3.5 ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b และ n ≥ 100 จะได้ว่า

P (a ≤ Bn ≤ b) = R(x2)−R(x1) = G(x2)−G(x1) +∆n

เมื่อ

x1 =
2a− n− 1√

n
, x2 =

2b− n+ 1√
n

และ

|∆n| ≤ 2|∆5| ≤
2.36

n2
+ 1.43e−

√
n
8 + 0.1e−

√
n
2

ดังนั้น

|P (a ≤ Bn ≤ b)− (G(x2)−G(x1))| ≤
2.36

n2
+ 1.43e−

√
n
8 + 0.1e−

√
n
2

จากการพิ ูจน์ทฤ ฎีบท ลักในการ าขอบเขตการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) ในขั้นตอน

ของการพิ ูจน์นั้น ิ่งที่ทำใ ้การทำงานของเราง่ายขึ้นคือการที่เราดูในกรณีที่ p =
1

2
จากงานปี

2017 Ratibenyakool and Neammanee [5] ถ้าเราดูในกรณีดังกล่าวจะทำใ ้บางพจน์นั้น าย

ไปดังอ มการ (1.4) ซึ่งทำใ ้ง่ายต่อการปรับปรุงอัตราการลู่เข้าใ ้ดีขึ้น นั่นก็คือเราได้อัตราการลู่

เข้าคือ
1

n2
โดยที่เรายังได้ตัวประมาณค่าเ มือนกับในงาน Ratibenyakool and Neammanee

[5] และ ำ รับแนวทางในการต่อยอดงาน ผู้จัดทำโครงงาน วังว่าจะ ามารถปรับปรุงอัตราการลู่

เข้า ใ ้มีอัตราการลู่เข้าเป็น
1

nk
ำ รับ k = 3, . . . , n ได้
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ชื่ โครงงาน (ภา าไทย) การปรับปรุงข บเขตการประมาณค่าค ามน่าจะเป็นข งตั แปร

ุ่มท ินาม มมาตร

ชื่ โครงงาน (ภา า ังกฤ ) Improvement of bounds of probability estimations for

symmetric binomial random variables

าจารย์ที่ปรึก า .ดร.กฤ ณะ เนียมมณี

ร .ทิพ ัลย์ ันติ ิภานนท์

ผู้ดำเนินการ นาง า บุลภรณ์ คล้ ยคล้าย เลขประจำตั นิ ิต 6033523023

าขา ิชาคณิต า ตร์ ภาค ิชาคณิต า ตร์และ ิทยาการค มพิ เต ร์

คณะ ิทยา า ตร์ จุ าลงกรณ์ม า ิทยาลัย

ลักการและเ ตุผล

กำ นดใ ้ X1, X2, . . . , Xn เป็นตั แปร ุ่มแบร์นูลลี (Bernoulli random variable) ที่

เป็น ิ ระต่ กัน โดยที่ P (Xi = 1) = p = 1−P (Xi = 0) เมื่ 0 < p < 1 ทุก i = 1, 2, . . . , n

และ

B(n, p) = X1 +X2 + · · ·+Xn

จะได้ ่า B(n, p) ่าตั แปร ุ่มท ินาม (binomial random variable) ที่มีพารามิเต ร์ n และ

p ในกรณีที่ p = 1
2 เราจะเรียก B(n, 12) ่าตั แปร ุ่มท ินาม มมาตร (symmetric binomial

random variable) โดยเราจะใช้ ัญลัก ณ์ Bn แทน B(n, 12)

เรา ังเกตได้ ่า E(Bn) =
n

2
และ V ar(Bn) =

n

4
ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b
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จะได้ ่า

P (a ≤ Bn ≤ b) =

(
1

2

)n b∑

x=a

(
n

x

)

เราจะเ ็น ่าในกรณีที่ n มีค่ามาก การคำน ณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) จะทำได้ค่ นข้างยาก ทฤ ฎีบท

ลิมิต ่ นกลางต่ ไปนี้เป็นทฤ ฎีบทที่ช่ ยในการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b)

ทฤ ฎีบทที่ 1. ทฤ ฎีบทลิมิต ่ นกลาง (Central Limit Theorem) [2]

กำ นดใ ้ Y1, Y2, . . . , Yn เป็นตั แปร ุ่มที่มีการแจกแจงเดีย กันและเป็น ิ ระต่ กันและ

Wn = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn

โดย E(Y1) = µ และ V ar(Y1) = σ2 ∈ (0,∞) จะได้ ่า

lim
n→∞

P

(
Wn − nµ

σ
√
n

≤ x

)
= Φ(x) ำ รับทุก x ∈ R

เมื่ Φ คื ฟังก์ชันการแจกแจงปกติมาตรฐาน นั่นคื

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

ในการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) เรา ามารถประยุกต์ใช้ทฤ ฎีบทลิมิต ่ นกลาง ได้ดังนี้

P (a ≤ Bn ≤ b) ≈ 1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt

เมื่

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

จากทฤ ฎีบทลิมิต ่ นกลางเรา ามารถประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) ด้ ยฟังก์ชันการแจกแจง

ปกติมาตรฐาน ำ รับข บเขตข งค ามคลาดเคลื่ นนั้น Berry (1941) และ Esseen (1942) ได้

าข บเขตข งค่าค ามคลาดเคลื่ นในการประมาณค่าไ ้ดังทฤ ฎีบทต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบทที่ 2. ทฤ ฎีบท เบอร์รีเอ ซีน (BerryEsseen theorem) [3]
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ภายใต้เงื่ นไขข งทฤ ฎีบทที่ 1 มมติ ่าใ ้ E|Y1|3 < ∞ จะได้ ่ามีค่าคงตั C > 0 ซึ่ง ำ รับ

ทุก n ∈ N

sup
x∈R

∣∣∣∣P
(
Wn − nµ

σ
√
n

≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C · E|Y1 − µ|3

σ3
√
n

จากทฤ ฎีบท เบ ร์รีเ ซีน ได้มีนักคณิต า ตร์ ลายท่านที่ได้ทำการ าค่า C โดยเริ่มจาก

Esseen ([1], 1942) ได้ 7.59, Van Beek ([13], 1972) ได้ 0.7882, Shiganov ([9], 1986) ได้

0.7655, Shevsova ([6], 2007) ได้ 0.7056 ปีถัดมา Shevsova ([7], 2008) ได้ 0.7005, Tyurin

([10], 2009) ได้ 0.5894, Korolev และ Shevsova ([4], 2010) ได้ 0.5129, Tyurin ([11], 2010)

ได้ 0.4785 และ Shevsova ([8], 2010) ได้ 0.4748

ในการ าข บเขตค ามคลาดเคลื่ นในการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) เรา ามารถประยุกต์

ทฤ ฎีบท เบ ร์รีเ ซีน และเลื กใช้ค่าคงตั C ข ง Shevsova ([8], 2010) ได้ดังนี้

∣∣∣∣P (a ≤ Bn ≤ b)− 1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt

∣∣∣∣ ≤
0.9496√

n
(1)

และ ัตราการลู่เข้าข งการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) คื
1√
n

ในปีค. . 1937 Uspensky [12] ได้ปรับปรุงการประมาณค่าค ามน่าจะเป็นข ง B(n, p)

ด้ ยการแจกแจงปกติมาตรฐานใ ้ดีขึ้นโดยทำการเพิ่มพจน์ ดังทฤ ฎีบทต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบทที่ 3. (Uspensky) [12] กำ นดใ ้ G1(x) = Φ(x) + U(x) โดย

U(x) =
q − p

6
√
2πnpq

(1− x2)e−
x2

2 เมื่ q = 1− p

เป็นพจน์ที่เพิ่มขึ้น ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b และ npq ≥ 25 จะได้ ่า

|P (a ≤ B(n, p) ≤ b)− (G1(x2)−G1(x1))| ≤
0.26− 0.36|p− q|

npq
+ 2e−

3
2

√
npq

โดยที่

x1 =
1

√
npq

(
a− np− 1

2

)
และ x2 =

1
√
npq

(
b− np+

1

2

)
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จากทฤ ฎีบทที่ 3. เราจะเ ็นได้ ่าในกรณี Bn นั้น U(x) = 0 เราจึงได้ ่า ำ รับ n ≥ 100

∣∣∣∣P (a ≤ Bn ≤ b)− 1√
2π

∫ x2

x1

e−
t2

2 dt

∣∣∣∣ ≤
1.04

n
+ 2e−

3
√

n
4 (2)

เมื่

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

ดังนั้น ัตราการลู่เข้าข งการประมาณคื
1

n
ซึ่งดีก ่า (1) ต่ มา Ratibenyakool and Neamma

nee [5] ได้ปรับปรุง ัตราการลู่เข้าข งการประมาณค่าโดยการเพิ่มพจน์ใ ้ดีก ่างานข ง Uspen

sky [12] ดังทฤ ฎีบทต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบทที่ 4. (Ratibenyakool and Neammanee) [5] กำ นดใ ้ G2(x) = Φ(x)+Q(x)

โดย Q(x) เป็นพจน์ที่เพิ่มขึ้น กำ นดโดย

Q(x) =
Q1(x)e−

x2

2

√
n

+
Q2(x)e−

x2

2

n

เมื่

Q1(x) =
(p− q)(1− x2)

6
√
2πpq

และ

Q2(x) =
(1− 6pq)(3− x2)x

24
√
2πpq

− (p− q)2(15− 10x2 + x4)x

72
√
2πpq

+
x

24pq
√
2π

ำ รับ a, b = 0, 1, 2, . . . , n ซึ่ง a ≤ b และ npq ≥ 25 จะได้ ่า

|P (a ≤ B(n, p) ≤ b)− (G2(x2)−G2(x1))| ≤
4.9132

npq
√
npq

+ 0.948e−
3
2

√
npq
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โดยที่

x1 =
1

√
npq

(
a− np− 1

2

)
และ x2 =

1
√
npq

(
b− np+

1

2

)

เราจะเ ็นได้ ่าในกรณีข ง Bn นั้น Q1(x) = 0 และ Q2(x) =
x3 − x

12
√
2π

และ ำ รับ

n ≥ 100 จะได้ ่า

|P (a ≤ Bn ≤ b)− (G(x2)−G(x1))| ≤
39.3056

n
√
n

+ 0.948e−
3
√

n
4

เมื่

G(x) = Φ(x) +
(x3 − x)

12n
√
2π

e−
x2

2

x1 =
2a− n− 1√

n
และ x2 =

2b− n+ 1√
n

จาก (3) จะได้ ่า ัตราการลู่เข้าข งการประมาณค่าคื
1

n
√
n

ในโครงงานนี้เรา นใจที่จะปรับปรุงการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) ใน (3) ใ ้ ัตราการลู่

เข้าเป็น
1

n2

ัตถุประ งค์

โครงงานนี้มี ัตถุประ งค์ที่ จะปรับปรุงการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) ด้ ยการ

แจกแจงปกติมาตรฐานโดยการเพิ่มพจน์เพื่ ทำใ ้ข บเขตการประมาณค่ามี ัตราการลู่ เข้าเป็น
1

n2

ขอบเขตของโครงงาน

ในโครงงานนี้ เรา นใจเฉพาะกรณีที่ เป็นตั แปร ุ่มท ินาม มมาตรในการปรับปรุงการ

ประมาณค่าด้ ยการแจกแจงปกติมาตรฐานโดยการเพิ่มพจน์

ิธีการดำเนินการ

1. ึก าปัญ า ืบค้นข้ มูลเพิ่มเติมเกี่ย กับงาน ิจัย และกำ นด ั ข้ ที่จะ ึก า
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2. ปรับปรุงการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) ด้ ยการแจกแจงปกติมาตรฐานโดยการเพิ่ม

พจน์และทำใ ้ข บเขตการประมาณค่ามี ัตราการลู่เข้าเป็น
1

n2

3. ตร จ บค ามถูกต้ งข งผลการดำเนินงาน

4. จัดทำรูปเล่มโครงงาน

ประโยชน์ที่คาด ่าจะได้รับ

าข บเขตการประมาณค่า P (a ≤ Bn ≤ b) โดยได้ ัตราการลู่เข้าที่ดีก ่างาน ิจัยที่ผ่าน

มา

อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้

1. กระดา A4

2. Notebook

3. โปรแกรม LaTex

4. ุปกรณ์จัดเก็บข้ มูล
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ภาคผน กที่ 1
1.1 sin( t2) ≥

t
π ำ รับ t ∈ [0, π]

พิ ูจน์ เ ็นได้ชัด ่าเมื่ t = 0 จะได้ ่า sin(
t

2
) ≥ t

π

พิจารณา t ∈ (0,π] ใ ้ f(t) =
sin( t2)

t
จะได้ ่า

f ′(t) =
t
2 cos(

t
2)− sin( t2)
t2

ำ รับ t ∈ (0,π]

ใ ้ g(t) = t
2 cos(

t
2)− sin( t2) ำ รับ t ∈ (0,π] จะได้ ่า

g′(t) = − t

4
sin(

t

2
) ≤ 0 ำ รับ t ∈ (0, π]

ดังนั้น g เป็นฟังก์ชันลด

เพราะฉะนั้น g(t) ≤ g(0) = 0 ำ รับ t ∈ (0,π]

จะได้ ่า f ′(t) ≤ 0 ำ รับ t ∈ (0,π] เพราะฉะนั้น f เป็นฟังก์ชันลด

ดังนั้น

f(t) ≥ f(π)

sin( t2)
t

≥
sin(π2 )
π

sin(
t

2
) ≥ t

π
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1.2 sin(t) ≤ t ำ รับ t ≥ 0

พิ ูจน์ ใ ้ t ≥ 0 เ ็นชัด ่า sin(t) ≤ t เมื่ t = 0 รื t ≥ 1

มมติ 0 < t < 1 ใ ้ f(u) = sin(u) โดยทฤ ฎีบทค่ามัชฌิมจะได้ ่ามี c ∈ (0, t) ซึ่ง

f ′(c) =
f(t)− f(0)

t− 0

cos(c) =
sin(t)− sin(0)

t

cos(c) =
sin(t)
t

เนื่ งจาก cos(c) ≤ 1 จะได้ ่า

sin(t)
t

≤ 1

sin(t) ≤ t

1.3 t2

4 − t4

48 −
t6

1440 ≤ sin2( t2) ≤
t2

4 − t4

48 +
t6

1440 ำ รับ t ∈ R

พิ ูจน์ ใ ้ f(t) = sin2( t2) โดย ูตร นุกรมเทย์เล ร์จะได้ ่า

f(t) =
5∑

n=0

f (n)(0)

n!
tn +

f (6)(t0)

6!
t6

ำ รับบาง t0 ที่ ยู่ระ ่าง 0 กับ t

f ′(t) = 1
2 sin(t), f

′′(t) = 1
2 cos(t), f

′′′(t) = −1
2 sin(t),

f (4)(t) = −1
2 cos(t), f

(5)(t) = 1
2 sin(t) และ f (6)(t) = 1

2 cos(t)

นั่นคื f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 1
2 , f

′′′(0) = 0, f (4)(0) = −1
2 และ f (5)(0) = 0 ดังนั้น

f(t) =
t2

4
− t4

48
+

t6

1440
cos(t0) ≤

t2

4
− t4

48
+

t6

1440

นั่นคื

sin2(
t

2
) ≤ t2

4
− t4

48
+

t6

1440
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และ

f(t) =
t2

4
− t4

48
+

t6

1440
cos(t0) ≥

t2

4
− t4

48
− t6

1440

นั่นคื

sin2(
t

2
) ≥ t2

4
− t4

48
− t6

1440

1.4 t4

16 −
t6

96 ≤ sin4( t2) ≤
t4

16 +
t6

96 ำ รับ t ∈ [0, 1]

พิ ูจน์ จากภาคผน กที่ 1.5 พิจารณา

sin2(
t

2
) ≥ t2

4
− t4

48
− t6

1440

ำ รับ t ∈ [0, 1] เนื่ งจาก t ≤ 1 จะได้ ่า t6 ≤ t4 ≤ t2 ดังนั้น t2

4 − t4

48 −
t6

1440 ≥ 0

เพราะฉะนั้น

sin4(
t

2
) ≥

(
t2

4
− t4

48
− t6

1440

)2

=
t4

16
+

t8

2304
+

t12

14402
+ 2

(
− t6

192
− t8

5760
+

t10

69120

)

=
t4

16
+

t8

2304
+

t12

14402
− t6

96
− t8

2880
+

t10

34560

=
t4

16
− t6

96
+

t8

11520
+

t10

34560
+

t12

14402

นั่นคื

sin4(
t

2
) ≥ t4

16
− t6

96
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พิจารณา

0 ≤ sin2(
t

2
) ≤ t2

4
− t4

48
+

t6

1440

sin4(
t

2
) ≤

(
t2

4
− t4

48
+

t6

1440

)2

=
t4

16
+

t8

2304
+

t12

14402
+ 2

(
− t6

192
+

t8

5760
− t10

69120

)

=
t4

16
+

t8

2304
+

t12

14402
− t6

96
+

t8

2880
− t10

34560

=
t4

16
− t6

96
+

t8

1280
− t10

34560
+

t12

14402

≤ t4

16
+

t8

1280
+

t12

14402

=
t4

16
+ t6

(
t2

1280
+

t6

14402

)

เนื่ งจาก t2

1280 +
t6

14402 ≤ 1
1280 +

1
14402 ≤ 1

96 จะได้ ่า

sin4(
t

2
) ≤ t4

16
+

t6

96

1.5
1

sin( t2)
=

2

t
+

t

12
+ δ เมื่ |δ| ≤ 0.0057t3 และ 0 < t ≤ 2

พิ ูจน์ โดย ูตร นุกรมเทย์เล ร์ ำ รับ t ∈ R จะได้ ่า

sin(
t

2
) =

t

2
− t3

48
+

t5

3840
cos(t0)

ำ รับบาง t0 ที่ ยู่ระ ่าง 0 กับ t
2

ำ รับ t ∈ (0, 2] จะได้ ่า

1

sin( t2)
=

2

t

(
1

1− ( t
2

24 −
t4

1920 cos(t0))

)
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เนื่ งจาก
∣∣∣ t224 −

t4

1920 cos(t0)
∣∣∣ < 1 ดังนั้น

1

sin( t2)
=

2

t

∞∑

k=0

(
t2

24
− t4

1920
cos(t0)

)k

=
2

t

(
1 +

t2

24
− t4

1920
cos(t0) +

∞∑

k=2

(
t2

24
− t4

1920
cos(t0)

)k
)

=
2

t
+

t

12
+ δ

เมื่

|δ| ≤ t3

960
+

2

t

∞∑

k=2

(
t2

24
+

t4

1920

)k

=
t3

960
+

2

t

(
t2

24
+

t4

1920

)2
(

1

1− ( t
2

24 +
t4

1920)

)

เนื่ งจาก t ≤ 2 จะได้ ่า
t2

24
+

t4

1920
≤ 7

40
นั่นคื

1

1− ( t
2

24 +
t4

1920)
≤ 40

33
ดังนั้น

|δ| ≤ t3

960
+

2

t

(
t2

24
+

t4

1920

)2(40

33

)

≤ t3

960
+

80

33t

(
7t2

160

)2

=
t3

960
+

80

33

(
7

160

)2

t3

= 0.0057t3

ดังนั้น
1

sin( t2)
=

2

t
+

t

12
+ δ เมื่ |δ| ≤ 0.0057t3 และ 0 < t ≤ 2



ภาคผน กที่ 2
2.1 ex − 1 ≥ x ำ รับ x ∈ R

พิ ูจน์ ใ ้ f(x) = ex ำ รับ x ∈ R โดย ูตร นุกรมเทย์เล ร์จะได้ ่า

f(x) =
f (0)(0)

0!
x0 +

f (1)(x0)

1!
x = 1 + xex0

ำ รับบาง x0 ที่ ยู่ระ ่าง 0 กับ x

กรณีที่ 1. x > 0 จะได้ ่า 0 < x0 < x ดังนั้น

e0 < ex0

x < xex0

1 + x < xex0 + 1 = f(x) = ex

ex − 1 > x

กรณีที่ 2. x < 0 จะได้ ่า x < x0 < 0 ดังนั้น

ex0 < e0

xex0 > x

f(x) = ex = 1 + xex0 > 1 + x

ex − 1 > x

กรณีที่ 3. x = 0 จะได้ ่า ex − 1 = x

จากทั้ง 3 กรณี รุปได้ ่า

ex − 1 ≥ x ำ รับ x ∈ R
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ภาคผน กที่ 3
ในการพิ ูจน์ข้ ค ามต่าง ๆ ในภาคผน กนี้ เราจะ า ัยค ามรู้เรื่ งการ ลับที่การ า นุพันธ์

กับการ ินทิเกรตจากทฤ ฎีบทต่ ไปนี้

ทฤ ฎีบท 1. ([2], น้า 103) ใ ้ f(x, τ) เป็นฟังก์ชันที่ า นุพันธ์เทียบ x ได้บน R โดยที่
∂f

∂x
ต่ เนื่ งเทียบ τ บน R จะได้ ่า

d

dx

∫ t

0

f(x, τ)dτ =

∫ t

0

∂

∂x
f(x, τ)dτ ำ รับ t ∈ R

บทนิยาม 2. เราจะกล่า ่า F (x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ φ(x) ำ รับ x ∈ R เมื่ t → ∞

ก็ต่ เมื่ ำ รับทุก ε > 0 จะมี T ที่ทำใ ้

|F (x, t)− φ(x)| < ε

ำ รับทุก t > T และ ำ รับทุก x ∈ R

ทฤ ฎีบท 3. ([9], p.447) ใ ้ f(x, τ) เป็นฟังก์ชันต่ เนื่ ง ำ รับทุก x ∈ R และ 0 ≤ τ < ∞

เรากำ นดใ ้

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, τ)dτ ำ รับ x, t ∈ R

มมติใ ้

1. φ(x) =
∫ ∞

0

f(x, τ)dτ มีค่าทุก x ∈ R

2. F (x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ φ(x) ำ รับ x ∈ R และ t → ∞

3. ฟังก์ชัน fx ต่ เนื่ ง ำ รับ x ∈ R

4. Fx(x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ ψ(x) ำ รับ x ∈ R และ t → ∞

จะได้ ่า

ψ(x) = φ′(x) =

∫ ∞

0

∂

∂x
f(x, τ)dτ ำ รับ x ∈ R
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นั่นคื

d

dx

∫ ∞

0

f(x, τ)dτ =

∫ ∞

0

∂

∂x
f(x, τ)dτ (1)

ำ รับทุก x ∈ R และ 0 ≤ τ < ∞

3.1
∫ ∞

0
e−at2 cos(xt)dt =

1

2

√
π

a
e−

x2

4a ำ รับ a > 0 และ x ∈ R

พิ ูจน์ ใ ้ a > 0 และ f(x, τ) = e−aτ2 cos(xτ) ำ รับทุก x ∈ R และ 0 ≤ τ < ∞

เราเ ็นได้ชัด ่า f เป็นฟังก์ชันต่ เนื่ ง ำ รับ x ∈ R และ 0 ≤ τ < ∞

กำ นดใ ้ F (x, t) =

∫ t

0

f(x, τ)dτ ำ รับ x ∈ R และ t > 0

เพื่ ที่จะประยุกต์ใช้ทฤ ฎีบทที่ 3. เราจำเป็นต้ งแ ดง ่า

1. φ(x) =
∫ ∞

0

f(x, τ)dτ มีค่าทุก x ∈ R

2. F (x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ φ(x) บน R เมื่ t → ∞

3. ฟังก์ชัน fx ต่ เนื่ ง ำ รับ x ∈ R ณ ทุก τ

4. Fx(x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ ψ(x) = −
∫ ∞

0

e−aτ2 sin(xτ)τdτ บน R เมื่ t → ∞

1. เรา ังเกตได้ ่า φ(x) = lim
n→∞

gn(x) เมื่ gn(x) =

∫ n

0

e−aτ2 cos(xτ)dτ

เนื่ งจาก e−aτ2 cos(xτ) ต่ เนื่ งทุก τ ∈ R จะได้ ่า

gn(x) =

∫ n

0

e−aτ2cos(xτ)dτ

าค่าได้ทุก n ∈ N และ x ∈ R

เพื่ แ ดง ่า φ(x) าค่าได้ เราจะต้ งแ ดง ่า lim
n→∞

gn(x) าค่าได้

ซึ่งเพียงพ ที่จะแ ดง ่า gn(x) เป็นลำดับโคชี

ใ ้ ε > 0 เลื ก N ∈ N โดยที่ N >
1

a2ε
ใ ้ m,n ∈ N ซึ่ง m,n ≥ N

โดยไม่เ ียในทั่ ไป มมติ ่า N ≤ m < n
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จะได้ ่า

|gn(x)− gm(x)| =
∣∣∣∣
∫ n

0

e−aτ2 cos(xτ)dτ −
∫ m

0

e−aτ2 cos(xτ)dτ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ n

m

e−aτ2 cos(xτ)dτ
∣∣∣∣

≤
∫ n

m

e−aτ2dτ

≤
∫ n

m

e−aτdτ

=
e−am − e−an

a

<
e−am

a

<
1

a2m

≤ 1

a2N

< ε

ดังนั้น lim
n→∞

gn(x) าค่าได้

2. ใ ้ ε > 0 เลื ก T = max
{
1, 1

a ln
(

1
aε

)}

ำ รับ t > T = max
{
1, 1

a ln
(

1
aε

)}
จะได้ ่า e−at

a < ε

ดังนั้น ำ รับ x ∈ R จะได้ ่า

|F (x, t)− φ(x)| =
∣∣∣∣
∫ t

0

e−aτ2 cos(xτ)dτ −
∫ ∞

0

e−aτ2 cos(xτ)dτ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ ∞

t

e−aτ2 cos(xτ)dτ
∣∣∣∣

≤
∫ ∞

t

e−aτ2dτ

≤
∫ ∞

t

e−aτdτ

=
1

a
e−at

< ε
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เพราะฉะนั้น F (x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ φ(x) ำ รับ x ∈ R ซึ่ง t → ∞

3. เ ็นได้ชัด ่า fx(x, τ) = −e−aτ2 sin(xτ)τ เป็นฟังก์ชันต่ เนื่ ง ำ รับ x ∈ R

4. เนื่ งจาก f(x, τ) = e−aτ2 cos(xτ) และ fx(x, τ) = −e−aτ2 sin(xτ)τ ต่ เนื่ งบน x ∈ R

โดยทฤ ฎีบทที่ 1. จะได้ ่า

Fx(x, t) =
d

dx

∫ t

0

e−aτ2 cos(xτ)dτ =

∫ t

0

∂

∂x
e−aτ2 cos(xτ)dτ

= −
∫ t

0

e−aτ2 sin(xτ)τdτ

ใ ้ ε > 0

กรณีที่ 1 ε < 1
2a จะได้ ่า 1

2aε > 1

เลื ก T =

√
ln( 1

2aε)
a

ำ รับ t > T =

√
ln( 1

2aε)
a จะได้ ่า e−at2

2a < ε

ดังนั้น ำ รับ x ∈ R จะได้ ่า

|Fx(x, t)− ψ(x)| =
∣∣∣∣−
∫ t

0

e−aτ2 sin(xτ)τdτ +
∫ ∞

0

e−aτ2 sin(xτ)τdτ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ ∞

t

e−aτ2 sin(xτ)τdτ
∣∣∣∣

≤
∫ ∞

t

e−aτ2τdτ

=
1

2a
e−at2

< ε

กรณีที่ 2 ε ≥ 1
2a

เลื ก T = 1
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ำ รับ t > T = 1 และ x ∈ R จะได้ ่า

|Fx(x, t)− ψ(x)| =
∣∣∣∣−
∫ t

0

e−aτ2 sin(xτ)τdτ +
∫ ∞

0

e−aτ2 sin(xτ)τdτ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ ∞

t

e−aτ2 sin(xτ)τdτ
∣∣∣∣

≤
∫ ∞

t

e−aτ2τdτ

=
1

2a
e−at2

<
1

2a

< ε

เพราะฉะนั้น Fx(x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ ψ(x) = −
∫ ∞

0

e−aτ2 sin(xτ)τdτ ำ รับ x ∈ R

และ t → ∞

โดยทฤ ฎีบทที่ 3. จะได้ ่า

φ′(x) =
d

dx

∫ ∞

0

e−at2 cos(xt)dt =
∫ ∞

0

∂

∂x
e−at2 cos(xt)dt

ดังนั้น

φ′(x) = −
∫ ∞

0

e−at2 sin(xt)tdt

=
1

2a

∫ ∞

0

sin(xt)de−at2

=
1

2a
lim
y→∞

∫ y

0

sin(xt)de−at2

=
1

2a
lim
y→∞

[
e−at2 sin(xt)

∣∣∣∣
t=y

t=0

−
∫ y

0

e−at2x cos(xt)dt

]

=
1

2a
lim
y→∞

[
e−ay2 sin(xy)−

∫ y

0

e−at2x cos(xt)dt
]

= − x

2a
φ(x)
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ดังนั้น

∫
φ′(x)

φ(x)
dx = −

∫
x

2a
dx

∫
dφ(x)

φ(x)
= −x2

4a
+ C0

ln |φ(x)| = −x2

4a
+ C0

φ(x) = Ce−
x2

4a

เนื่ งจาก φ(0) = Ce0 = C และ

φ(0) =

∫ ∞

0

e−at2dt

=
1√
2a

∫ ∞

0

e−
u2

2 du (u =
√
2at)

=
1√
2a

[√
2π(Φ(∞)− Φ(0))

]

=

√
π

a
(1− 1

2
)

=
1

2

√
π

a

จะได้ ่า

φ(x) =
1

2

√
π

a
e−

x2

4a

ำ รับ a > 0 และ x ∈ R
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3.2
∫ ∞

0
e−

nt2

8 sin(
√
nxt

2
)tdt =

2
√
2πx

n
e−

x2

2

พิ ูจน์ จาก (1) และภาคผน กที่ 3.1 จะได้ ่า

−
∫ ∞

0

e−at2 sin(xt)tdt =
∫ ∞

0

∂

∂x
e−at2 cos(xt)dt

=
d

dx

∫ ∞

0

e−at2 cos(xt)dt

=
d

dx

1

2

√
π

a
e−

x2

4a

= − x

4a

√
π

a
e−

x2

4a

เมื่ แทน a = n
8 และ x =

√
nx
2 ใน มการข้างต้น จะได้ ่า

∫ ∞

0

e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)tdt =

2
√
2πx

n
e−

x2

2

3.3
∫ ∞

0
t3e−

nt2

8 sin(
√
nxt

2
)dt =

8
√
2π

n2
x(3− x2)e−

x2

2

พิ ูจน์ จากภาคผน กที่ 3.2 พิ ูจน์ในทำน งเดีย กันกับภาคผน กที่ 3.1 จะได้ ่า

∫ ∞

0

e−at2 cos(xt)t2dt =
∫ ∞

0

∂

∂x
e−at2 sin(xt)tdt

=
d

dx

∫ ∞

0

e−at2 sin(xt)tdt

=
d

dx

x

4a

√
π

a
e−

x2

4a

=
1

4a

√
π

a
e−

x2

4a

(
1− x2

2a

)
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ดังนั้น

∫ ∞

0

e−at2 sin(xt)t3dt = −
∫ ∞

0

∂

∂x
e−at2 cos(xt)t2dt

= − d

dx

∫ ∞

0

e−at2 cos(xt)t2dt

= − d

dx

1

4a

√
π

a
e−

x2

4a

(
1− x2

2a

)

=
x

8a2

√
π

a

(
3− x2

2a

)
e−

x2

4a

เมื่ แทน a = n
8 และ x =

√
nx
2 ใน มการข้างต้น จะได้ ่า

∫ ∞

0

t3e−
nt2

8 sin(
√
nxt

2
)dt =

8
√
2π

n2
x(3− x2)e−

x2

2

3.4
∫ ∞

0
e−

nt2

8
sin(

√
nxt
2 )

t
dt = πΦ(x)− π

2
ำ รับ x ∈ R

พิ ูจน์ ใ ้ f(x, τ) = e−
τ2

2
sin(xτ)

τ ำ รับทุก x ∈ R และ 0 < τ < ∞ เราเ ็นได้ชัด ่า f

เป็นฟังก์ชันต่ เนื่ ง ำ รับ x ∈ R และ 0 < τ < ∞

กำ นดใ ้ F (x, t) =

∫ t

0

f(x, τ)dτ ำ รับ x ∈ R และ t > 0

เพื่ ที่จะประยุกต์ใช้ทฤ ฎีบทที่ 3. เราจำเป็นต้ งแ ดง ่า

1. φ(x) =
∫ ∞

0

f(x, τ)dτ มีค่าทุก x ∈ R

2. F (x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ φ(x) บน R เมื่ t → ∞

3. ฟังก์ชัน fx ต่ เนื่ ง ำ รับ x ∈ R ณ ทุก τ

4. Fx(x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ ψ(x) =
∫ ∞

0

e−
τ2

2 cos(xτ)dτ บน R เมื่ t → ∞

1. เรา ังเกตได้ ่า φ(x) = lim
n→∞

gn(x) เมื่ gn(x) =

∫ n

0

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ

เนื่ งจาก e−
τ2

2
sin(xτ)

τ ต่ เนื่ งทุก 0 < τ < ∞ จะได้ ่า

gn(x) =

∫ n

0

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ
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าค่าได้ทุก n ∈ N และ x ∈ R

เพื่ แ ดง ่า φ(x) าค่าได้ เราจะต้ งแ ดง ่า lim
n→∞

gn(x) าค่าได้

ซึ่งเพียงพ ที่จะแ ดง ่า gn(x) เป็นลำดับโคชี

ใ ้ ε > 0 เลื ก N ∈ N โดยที่ N > 4

√
2
ε

ใ ้ m,n ∈ N ซึ่ง m,n ≥ N

โดยไม่เ ียในทั่ ไป มมติ ่า N ≤ m < n

จะได้ ่า

|gn(x)− gm(x)| =
∣∣∣∣
∫ n

0

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ −
∫ m

0

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ n

m

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ

∣∣∣∣

≤
∫ n

m

e−
τ2

2

τ
dτ

=

∫ n

m

τ

τ 2
e−

τ2

2 dτ

≤ 1

m2

∫ n2

2

m2

2

τe−
τ2

2 dτ

=
1

m2

∫ n

m

e−
τ2

2 d

(
τ 2

2

)

=
1

m2

[
e−

m2

2 − e−
n2

2

]

<
1

m2
e−

m2

2

<
2

m4

≤ 2

N4

< ε

ดังนั้น lim
n→∞

gn(x) าค่าได้

2. ใ ้ ε > 0 เลื ก T = max
{
1, 4

√
2
ε

}

ำ รับ t > T = max
{
1, 4

√
2
ε

}
จะได้ ่า 2

t4 < ε
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ดังนั้น ำ รับ x ∈ R จะได้ ่า

|F (x, t)− φ(x)| =
∣∣∣∣
∫ t

0

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ −
∫ ∞

0

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ ∞

t

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ

∣∣∣∣

≤
∫ ∞

t

e−
τ2

2

τ
dτ

=

∫ ∞

t

τ

τ 2
e−

τ2

2 dτ

≤ 1

t2

∫ ∞

t

τe−
τ2

2 dτ

=
1

t2

∫ ∞

t2

2

e−
τ2

2 d

(
τ 2

2

)

=
1

t2
e−

t2

2

<
2

t4

< ε

เพราะฉะนั้น F (x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ φ(x) ำ รับ x ∈ R ซึ่ง t → ∞

3. เ ็นได้ชัด ่า fx(x, τ) = e−
t2

2 cos(xt) เป็นฟังก์ชันต่ เนื่ ง ำ รับ x ∈ R

4. เนื่ งจาก f(x, τ) = e−
τ2

2
sin(xτ)

τ และ fx(x, τ) = e−
t2

2 cos(xt) ต่ เนื่ งบน x ∈ R

โดยทฤ ฎีบทที่ 1. จะได้ ่า

Fx(x, t) =
d

dx

∫ t

0

e−
τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ =

∫ t

0

∂

∂x
e−

τ2

2
sin(xτ)
τ

dτ

=

∫ t

0

e−
t2

2 cos(xt)dτ

ใ ้ ε > 0 เลื ก T = max
{
1, 4ε
}

ำ รับ t > T = max
{
1, 4ε
}
จะได้ ่า 4

t < ε
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ดังนั้น ำ รับ x ∈ R จะได้ ่า

|Fx(x, t)− ψ(x)| =
∣∣∣∣
∫ t

0

e−
τ2

2 cos(xτ)dτ −
∫ ∞

0

e−
τ2

2 cos(xτ)dτ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ ∞

t

e−
τ2

2 cos(xτ)dτ
∣∣∣∣

≤
∫ ∞

t

e−
τ2

2 dτ

≤
∫ ∞

t

e−
τ
2 dτ

= 2e−
t
2

<
4

t

< ε

เพราะฉะนั้น Fx(x, t) ลู่เข้า ย่าง ม่ำเ ม ู่ ψ(x) =

∫ ∞

0

e−
τ2

2 cos(xτ)dτ ำ รับ x ∈ R

และ t → ∞

โดยทฤ ฎีบทที่ 3. จะได้ ่า

φ′(x) =
d

dx

∫ ∞

0

e−
t2

2
sin(xt)

t
dt =

∫ ∞

0

∂

∂x
e−

t2

2
sin(xt)

t
dt

โดยภาคผน ก 3.1 ทำใ ้ได้ ่า

φ′(x) =

∫ ∞

0

e−
t2

2 cos(xt)dt =
√
π

2
e−

x2

2

ดังนั้น

∫ x

0

φ′(t)dt =

√
π

2

∫ x

0

e−
t2

2 dt

=
π√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt− π√
2π

∫ 0

−∞
e−

t2

2 dt

= πΦ(x)− πΦ(0)

= π(Φ(x)− 1

2
)
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จาก φ(0) =
∫ ∞

0

e−
t2

2
sin(0)

t
dt = 0 เพราะฉะนั้น

φ(x)− φ(0) = π(Φ(x)− 1

2
)

φ(x) = πΦ(x)− π

2

นั่นคื

∫ ∞

0

e−
t2

2
sin(xt)

t
dt = πΦ(x)− π

2

ดังนั้น

∫ ∞

0

e−
nt2

8
sin(

√
nxt
2 )

t
dt =

∫ ∞

0

e−
u2

2 sin(ux)
u

du (u =

√
nt

2
)

= πΦ(x)− π

2



ภาคผน กที่ 4

4.1
∫ π

−π
eiktdt =






0 ถ้า k (= 0

2π ถ้า k = 0

พิ ูจน์ กรณีที่ k = 0 จะได้ ่า

∫ π

−π

eiktdt =

∫ π

−π

eit(0)dt

=

∫ π

−π

1dt

= 2π

กรณีที่ k (= 0 จะได้ ่า

∫ π

−π

eiktdt =

∫ π

−π

(cos(kt) + i sin(kt))dt

=

∫ π

−π

cos(kt)dt+ i

∫ π

−π

sin(kt)dt

=
sin(kt)

k

∣∣∣∣
π

−π

− i

[
cos(kt)

k

∣∣∣∣
π

−π

]

=
sin(kπ)

k
− sin(−kπ)

k
− i

[
cos(kπ)

k
− cos(−kπ)

k

]

= 0

69
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4.2
∫ ∞

a
t3e−t2dt =

(a2 + 1)e−a2

2
ำ รับ a ∈ R

พิ ูจน์ จากการ ินทิเกรตทีละ ่ น จะได้ ่า

∫ ∞

a

t3e−t2dt =
1

2

∫ ∞

a2
ue−udu (u = t2)

=
1

2

[
−ue−u

∣∣∣∣
∞

a2
−
∫ ∞

a2
−e−udu

]

=
1

2

[
lim
u→∞

−ue−u + a2e−a2 −
∫ ∞

a2
−e−udu

]

=
1

2

[
a2e−a2 −

∫ ∞

a2
−e−udu

]

และเนื่ งจาก

∫ ∞

a2
−e−udu = e−u

จะได้ ่า

∫ ∞

a

t3e−t2dt =
a2e−a2 − e−t2

2
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