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บทที่ 1 
บทนำและความรู้พื้นฐาน 

นักคณิตศาสตร์สนใจศึกษาผลเฉลยและพฤติกรรมของผลเฉลยของสมการเชิงผลต่าง 

ตลอดจนระบบสมการเชิงผลต่างในรูปแบบต่าง ๆ มากมาย ซึ่งสมการและระบบสมการเชิงผลต่าง

เหล่านี้ สามารถนำไปประยุกต์ทั้งในวิชาคณิตศาสตร์และสามารถนำไปประยุกต์เป็นตัวแบบเชิง

คณิตศาสตร์เพื่ออธิบายปรากฏการณ์ต่าง ๆ ในสาขาวิชาอื่น ๆ ได้ เช่น โครงข่ายประสาทเทียม และ

นิเวศวิทยา [1, 2, 5] 
สำหรับระบบสมการเชิงผลต่างที่โครงงานนี้สนใจศึกษา เป็นระบบสมการเชิงผลต่างของสอง

ตัวแปรอันดับ 1 ที่มีรูปแบบทั่วไปอยู่ในรูป 

    𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛),  𝑦𝑛+1 = 𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛), 𝑛 ≥ 0          (1.1) 

โดย 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องจากเซต 𝐽 × 𝐽 ไปยังเซต 𝐽 เมื่อ 𝐽 เปน็ช่วงบนจำนวนจริงหรือยูเนียน

ของช่วงบนจำนวนจริง  
 
บทนิยาม 1.1 ผลเฉลยของระบบสมการเชิงผลต่าง (1.1) คือ ลำดับ {𝑥𝑛}𝑛=0

∞  และ {𝑦𝑛}𝑛=0
∞  ที่

สอดคล้องกับระบบสมการเชิงผลต่าง (1.1)  
สังเกตว่า สำหรับเงื่อนไขเริ่มต้น 𝑥0 = 𝛼 และ 𝑦0 = 𝛽 ที่ 𝛼 และ 𝛽 เป็นจำนวนจริง จะได้ผล

เฉลย {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  และ {𝑦𝑛}𝑛=0

∞  ของระบบสมการเชิงผลต่าง (1.1) เพียงชุดเดียว  
 

บทนิยาม 1.2 ผลเฉลยสมดุลของระบบสมการเชิงผลต่าง (1.1) คือ ผลเฉลยของระบบสมการเชิง

ผลต่าง (1.1) ที่เป็นลำดับคงตัว 𝑥𝑛 = �̅� และ 𝑦𝑛 = �̅�  ทั้งคู่ ทุก 𝑛 ≥ 0 ในกรณีนี้จะเรียก (�̅�, �̅�) ว่า

จุดสมดุลของ (1.1)  
 ผลเฉลยของระบบสมการเชิงผลต่าง (1.1) จะเรียกว่าเป็นผลเฉลยที่ลู่เข้าสู่จุดสมดุล ถ้ามี

จำนวนนับ 𝑁 ที่ 𝑥𝑛 = �̅� และ 𝑦𝑛 = �̅� ทุก 𝑛 ≥ 𝑁   
 
บทนิยาม 1.3 ผลเฉลย {𝑥𝑛}𝑛=0

∞  และ {𝑦𝑛}𝑛=0
∞  ของระบบสมการเชิงผลต่าง (1.1) จะเรียกว่าเป็นคาบ

มูลฐาน 𝑝 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเต็มบวกท่ีน้อยที่สุดที่สอดคล้อง  
 𝑥𝑛+𝑝 = 𝑥𝑛 และ 𝑦𝑛+𝑝 = 𝑦𝑛                             (1.2) 
ทุก 𝑛 ≥ 0  



2 
 

 

 ผลเฉลยของระบบสมการเชิงผลต่าง (1.1) จะเรียกว่าเป็นผลเฉลยที่ลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่เป็นคาบ

มูลฐาน 𝑝  เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเต็มบวกท่ีน้อยที่สุด ถ้ามีจำนวนนับ 𝑁 ที่ 𝑥𝑛+𝑝 = 𝑥𝑛 และ 𝑦𝑛+𝑝 =

𝑦𝑛 ทุก 𝑛 ≥ 𝑁   
 

ตัวอย่างของระบบสมการเชิงผลต่างของสองตัวแปรอันดับ 1 ที่มีการศึกษามาก่อน [6] เช่น 

ระบบสมการเชิงผลต่างในรูป  

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| + 𝑎𝑦𝑛 + 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑐|𝑦𝑛| + 𝑑, 𝑛 ≥ 0   (1.3) 
โดยที่เงื่อนไขเริ่มต้น (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ2 และพารามิเตอร์ 𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑑 เป็นสมาชิกใน {−1,0,1}  

ต่อมา Grove และคณะ [3] ศึกษาผลเฉลยของระบบสมการเชิงผลต่างที่เป็นรูปแบบเฉพาะ

ของ (1.3) ในรูป 

           𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 1,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + |𝑦𝑛|, 𝑛 ≥ 0       (1.4) 

แล้วพบว่ามีเงื่อนไขเริ่มต้นที่ทำให้ผลเฉลยของ (1.4) ลู่เข้าสู่ผลเฉลยสมดุล และมีเงื่อนไขเริ่มต้นที่ทำ

ให้ผลเฉลยของ (1.4) ลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐาน 3 

Krinket และ Tikjha [4] ศึกษาผลเฉลยของระบบสมการเชิงผลต่างที่เป็นรูปแบบเฉพาะของ 

(1.3) ในรูป    

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 1,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0   (1.5) 
ที่มีเง่ือนไขเริ่มต้นเป็น 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ∈ (0,1) ∪ (5

4
, ∞) โดยพบว่า ผลเฉลยของที่ศึกษาลู่เข้าสู่

ผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐาน 4  
วิโรจน์ ติ๊กจ๊ะ [7] ขยายการศึกษาจาก (1.3) มาเป็นการศึกษาผลเฉลยของระบบสมการเชิง

ผลต่างในรูป      

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 2, 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0    (1.6) 
ที่มีเง่ือนไขเริ่มต้นเป็น 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ∈ (0, 1

2
) โดยพบว่า ผลเฉลยของที่ศึกษาลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่

เป็นคาบมูลฐาน 4  

 
โครงงานนี้ สนใจที่จะศึกษาผลเฉลยที่เป็นผลเฉลยสมดุล และผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐาน 𝑝 

ของระบบสมการเชิงผลต่างที่ปรับรูปแบบจาก (1.3) เป็น 

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0   

โดยพารามิเตอร์ 𝑏 เป็นจำนวนนับบางตัวที ่𝑏 ≥ 3 และ 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ≥ 0  

 
 



 
 

บทที่ 2 

ผลเฉลยสมดุลและผลเฉลยเป็นคาบของระบบสมการเชิงผลต่าง 

พิจารณาระบบสมการเชิงผลต่างในรูป 

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0     (2.1)          
เมื่อพารามิเตอร์ 𝑏 เป็นจำนวนนับบางตัวที ่𝑏 ≥ 3, 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ≥ 0  
 

ในขั้นแรกจะพิสูจน์ทฤษฎีบทประกอบที่เกี่ยวกับจุดสมดุลของ (2.1) ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.1 กำหนดให้ {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ {(𝑦𝑛)}𝑛=0

∞  เป็นผลเฉลยของ (2.1) สมมตวิ่ามี

จำนวนเต็มบวก 𝑁 ซ่ึง 𝑦𝑁 = −𝑥𝑁 − 𝑏 + 1 < 0 จะได้ว่า ถ้า 𝑥𝑁 < 0 แล้ว  
(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −𝑏 + 2)  

ทุก 𝑛 > 𝑁 

 
พิสูจน์  สมมตวิ่ามีจำนวนเต็มบวก 𝑁 ซ่ึง 𝑦𝑁 = −𝑥𝑁 − 𝑏 + 1 ให้ 𝑥𝑁 < 0 จะได้ว่า 
 𝑥𝑁+1    = |𝑥𝑁| − 𝑦𝑁 − 𝑏  = −𝑥𝑁 − (−𝑥𝑁 − 𝑏 + 1) − 𝑏 = −1 
  𝑦𝑁+1  =  𝑥𝑁 − |𝑦𝑁| + 1 =    𝑥𝑁 + (−𝑥𝑁 − 𝑏 + 1) + 1 = −𝑏 + 2 
และเนื่องจาก 𝑏 ≥ 3 จะได้ว่า −𝑏 + 2 < 0 ดังนั้น        

  𝑥𝑁+2    = |𝑥𝑁+1| − 𝑦𝑁+1 − 𝑏  = 1 − (−𝑏 + 2) − 𝑏 = −1 
  𝑦𝑁+2  =  𝑥𝑁+1 − |𝑦𝑁+1| + 1 = −1 + (−𝑏 + 2) + 1 = −𝑏 + 2 
ดังนั้นโดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะได้ (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −𝑏 + 2) ทุก 𝑛 > 𝑁                         □ 
 
 ในกรณี 𝑏 = 4 และ 𝑏 = 5 จะได้ว่า ถ้า 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ≥ 0 แล้ว จะมีจำนวนนับ 𝑁 ที่ 

𝑥𝑛 = �̅� และ 𝑦𝑛 = �̅� ทุก 𝑛 ≥ 𝑁 นั่นคือ ผลเฉลยของ (2.1) ในกรณีนี้ลู่เข้าสู่จุดสมดุล ดังทฤษฎีบท

ต่อไปนี้  

 
ทฤษฎีบท 2.2 ถ้า 𝑏 = 4 และเงื่อนไขเริ่มต้น (i) (𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0,0 ≤ 𝑦 ≤ 1} หรือ (ii) 
(𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0, 𝑦 > 1} แล้วจะมีจำนวนนับ 𝑁 ที่ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0

∞  และ 

{(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) อยู่ในรูป 𝑥𝑛 = −1 และ 𝑦𝑛 = −2 ทุก 𝑛 ≥ 𝑁 นั่นคือ ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0

∞  

และ {(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) ลู่เข้าสู่จุดสมดุล (−1, −2)  
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พิสูจน์ (i) ให้ (𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0,0 ≤ 𝑦 ≤ 1}  

จะได้ว่า 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 4 = −𝑦0 − 4 < 0,  𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = −𝑦0 + 1 ≥ 0 

 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 4 = 2𝑦0 − 1, 𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −4 
กรณี 1 ถ้า 𝑦0 ∈ [0, 1

2
) แล้ว 𝑥2 < 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 4 = −2𝑦0 + 1 > 0, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = 2𝑦0 − 4 < 0 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 4 = −4𝑦0 + 1, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = −2 
 กรณี 1.1 ถ้า 𝑦0 ∈ (1

4
, 1

2
) แล้ว 𝑥4 < 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 4 = 4𝑦0 − 3 < 0,   
 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = −4𝑦0 = −𝑥5 − 4 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −2) ทุก 𝑛 ≥ 6  

 กรณี 1.2 ถ้า 𝑦0 ∈ [0, 1
4
] แล้ว 𝑥4 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 4 = −4𝑦0 − 1 < 0, 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = −4𝑦0 ≤ 0 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 4 = 8𝑦0 − 3 < 0,    
 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −8𝑦0 = −𝑥6 − 4 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −2) ทุก 𝑛 ≥ 7 
กรณี 2 ถ้า 𝑦0 ∈ [1

2
, 1] แล้ว 𝑥2 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 4 = 2𝑦0 − 1 ≥ 0,  𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = 2𝑦0 − 4 < 0 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 4 = −1, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = 4𝑦0 − 4 ≤ 0 
 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 4 = 1 − 4𝑦0 < 0,   
 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 4𝑦0 − 4 = −𝑥5 − 4 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −2) ทุก 𝑛 ≥ 6           
(ii) ให้ (𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0, 𝑦 > 1}  

 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 4 = −𝑦0 − 4 < 0,  𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = −𝑦0 + 1 < 0 
 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 4 = 2𝑦0 − 1 > 0, 𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −2𝑦0 − 2 < 0 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 4 = 4𝑦0 − 3 > 0, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = −2 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 4 = 4𝑦0 − 5, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = 4𝑦0 − 4 > 0 
กรณี 1 ถ้า 𝑦0 ∈ [5

4
, ∞) แล้ว 𝑥4 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 4 = −5,  𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 0 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 4 = 1, 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = 4 

 𝑥7 = |𝑥6| − 𝑦6 − 4 = 1,  𝑦7 = 𝑥6 − |𝑦6| + 1 = −2 

 𝑥8 = |𝑥7| − 𝑦7 − 4 = −1, 𝑦8 = 𝑥7 − |𝑦7| + 1 = 0 

 𝑥9 = |𝑥8| − 𝑦8 − 4 = −3 < 0,   
 𝑦9 = 𝑥8 − |𝑦8| + 1 = 0 = −𝑥9 − 4 + 1 
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โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −2) ทุก 𝑛 ≥ 10 

กรณี 2 ถ้า 𝑦0 ∈ (1, 5
4
) แล้ว 𝑥4 < 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 4 = −8𝑦0 + 5 < 0, 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 0 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 4 = 8𝑦0 − 9, 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −8𝑦0 + 6 < 0 
กรณี 2.1 ถ้า 𝑦0 ∈ (1, 9

8
) แล้ว 𝑥6 < 0 และ 𝑦6 = −𝑥6 − 4 + 1 โดยทฤษฎีบทประกอบ 

2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −2) ทุก 𝑛 ≥ 7 
 กรณี 2.2 ถ้า 𝑦0 ∈ [9

8
, 5

4
) แล้ว 𝑥6 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥7 = |𝑥6| − 𝑦6 − 4 = 16𝑦0 − 19,  𝑦7 = 𝑥6 − |𝑦6| + 1 = −2 

 กรณี 2.2.1 ถ้า 𝑦0 ∈ [9
8

, 19
16

) แล้ว 𝑥7 < 0 ทำให้ได้ว่า 

              𝑥8 = |𝑥7| − 𝑦7 − 4 = −16𝑦0 + 17 < 0, 
 𝑦8 = 𝑥7 − |𝑦7| + 1 = 16𝑦0 − 20 = −𝑥8 − 4 + 1 
              โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −2) ทุก 𝑛 ≥ 9 

 กรณี 2.2.2 ถ้า 𝑦0 ∈ [19
16

, 5
4
) แล้ว 𝑥7 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 

              𝑥8 = |𝑥7| − 𝑦7 − 4 = 16𝑦0 − 21 < 0, 𝑦8 = 𝑥7 − |𝑦7| + 1 = 16𝑦0 − 20 ≤ 0 

 𝑥9 = |𝑥8| − 𝑦8 − 4 = −32𝑦0 + 37 < 0,  
 𝑦9 = 𝑥8 − |𝑦8| + 1 = 32𝑦0 − 40 = −𝑥9 − 4 + 1 
  โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −2) ทุก 𝑛 ≥ 10                 □ 
 

ทฤษฎีบท 2.3 ถ้า 𝑏 = 5 และเงื่อนไขเริ่มต้น (i) (𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0,0 ≤ 𝑦 ≤ 1} หรือ (ii) 
(𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0, 𝑦 > 1} แล้วจะมีจำนวนนับ 𝑁 ที่ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0

∞  และ 

{(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) อยู่ในรูป 𝑥𝑛 = −1 และ 𝑦𝑛 = −3 ทุก 𝑛 ≥ 𝑁 นั่นคือ ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0

∞  

และ {(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) ลู่เข้าสู่จุดสมดุล (−1, −3) 

 

พิสูจน์ (i) ให้ (𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0,0 ≤ 𝑦 ≤ 1}  

 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 5 = −𝑦0 − 5 < 0,  𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = −𝑦0 + 1 ≥ 0 

 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 5 = 2𝑦0 − 1, 𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −5 
กรณี 1 ถ้า 𝑦0 ∈ [0, 1

2
) แล้ว 𝑥2 < 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 5 = −2𝑦0 + 1 > 0, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = 2𝑦0 − 5 < 0 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 5 = −4𝑦0 + 1, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = −3 
 กรณี 1.1 ถ้า 𝑦0 ∈ (1

4
, 1

2
) แล้ว 𝑥4 < 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 5 = 4𝑦0 − 3 < 0,   
 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = −4𝑦0 = −𝑥5 − 5 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −3) ทุก 𝑛 ≥ 6 
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 กรณี 1.2 ถ้า 𝑦0 ∈ [0, 1
4
] แล้ว 𝑥4 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 5 = −4𝑦0 − 1 < 0, 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = −4𝑦0 − 1 < 0 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 5 = 8𝑦0 − 3 < 0,    
 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −8𝑦0 − 1 = −𝑥6 − 5 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −3) ทุก 𝑛 ≥ 7 

กรณี 2 ถ้า 𝑦0 ∈ [1
2

, 1] แล้ว 𝑥2 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 
 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 5 = 2𝑦0 − 1 ≥ 0,  𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = 2𝑦0 − 5 < 0 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 5 = −1, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = 4𝑦0 − 5 ≤ 0 
 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 5 = 1 − 4𝑦0 < 0,   
 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 4𝑦0 − 5 = −𝑥5 − 5 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −3) ทุก 𝑛 ≥ 6 
(ii) ให้ (𝑥0, 𝑦0) ∈ {(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 0, 𝑦 > 1}  
 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 5 = −𝑦0 − 5 < 0,  𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = −𝑦0 + 1 < 0 
 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 5 = 2𝑦0 − 1 > 0, 𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −2𝑦0 − 3 < 0 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 5 = 4𝑦0 − 3 > 0, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = −3 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 5 = 4𝑦0 − 5, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = 4𝑦0 − 5 
กรณี 1 ถ้า 𝑦0 ∈ [5

4
, ∞) แล้ว 𝑥4 ≥ 0 และ 𝑦4 ≥ 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 5 = −5,  𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 1 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 5 = −1, 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −5 

 𝑥7 = |𝑥6| − 𝑦6 − 5 = 1,  𝑦7 = 𝑥6 − |𝑦6| + 1 = −5 

 𝑥8 = |𝑥7| − 𝑦7 − 5 = 1, 𝑦8 = 𝑥7 − |𝑦7| + 1 = −3 

 𝑥9 = |𝑥8| − 𝑦8 − 5 = −1,  𝑦9 = 𝑥8 − |𝑦8| + 1 = −1 

 𝑥10 = |𝑥9| − 𝑦9 − 5 = −3,  
 𝑦10 = 𝑥9 − |𝑦9| + 1 = −1 = −𝑥10 − 5 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −3) ทุก 𝑛 ≥ 11 

กรณี 2 ถ้า 𝑦0 ∈ (1, 5
4
) แล้ว 𝑥4 < 0 และ 𝑦4 < 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 5 = −8𝑦0 + 5, 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 8𝑦0 − 9 
 กรณี 2.1 ถ้า 𝑦0 ∈ (1, 9

8
] แล้ว 𝑥5 ≤ 0 และ 𝑦5 = −𝑥5 − 5 + 1 โดยทฤษฎีบทประกอบ 

2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −3) ทุก 𝑛 ≥ 6 

 กรณี 2.2 ถ้า 𝑦0 ∈ (9
8

, 5
4
) แล้ว 𝑥5 < 0 และ 𝑦5 > 0 ทำให้ได้ว่า 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 5 = −1, 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −16𝑦0 + 15 < 0 

 𝑥7 = |𝑥6| − 𝑦6 − 5 = 16𝑦0 − 19,  𝑦7 = 𝑥6 − |𝑦6| + 1 = −2 
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 กรณี 2.2.1 ถ้า 𝑦0 ∈ (19
16

, 5
4
) แล้ว 𝑥7 > 0 และ 𝑦7 < 0 ทำให้ได้ว่า 

              𝑥8 = |𝑥7| − 𝑦7 − 5 = 32𝑦0 − 9 > 0, 𝑦8 = 𝑥7 − |𝑦7| + 1 = −3 

 𝑥9 = |𝑥8| − 𝑦8 − 5 = 32𝑦0 − 11 > 0,𝑦9 = 𝑥8 − |𝑦8| + 1 = 32𝑦0 − 11 > 0    

 𝑥10 = |𝑥9| − 𝑦9 − 5 = −5,  𝑦10 = 𝑥9 − |𝑦9| + 1 = 1 

 𝑥11 = |𝑥10| − 𝑦10 − 5 = −1, 𝑦11 = 𝑥10 − |𝑦10| + 1 = −5 

 𝑥12 = |𝑥11| − 𝑦11 − 5 = 1,  𝑦12 = 𝑥11 − |𝑦11| + 1 = −5 

 𝑥13 = |𝑥12| − 𝑦12 − 5 = 1, 𝑦13 = 𝑥12 − |𝑦12| + 1 = −3 

 𝑥14 = |𝑥13| − 𝑦13 − 5 = −1,  𝑦14 = 𝑥13 − |𝑦13| + 1 = −1 

 𝑥15 = |𝑥14| − 𝑦14 − 5 = −3 < 0,  
 𝑦15 = 𝑥14 − |𝑦14| + 1 = −1 = −𝑥15 − 5 + 1 
 โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −3) ทุก 𝑛 ≥ 16 
 กรณี 2.2.2 ถ้า 𝑦0 ∈ (9

8
, 19

16
] แล้ว 𝑥7 ≤ 0 และ 𝑦7 = −𝑥7 − 5 + 1 โดยทฤษฎีบท

ประกอบ 2.1 จะได้ว่า (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−1, −3) ทุก 𝑛 ≥ 8                                               □ 
 

 ในกรณีที่ 𝑏 = 3 และเงื ่อนไขเริ ่มต้นเป็น (0,0) หรือ (0,1) แล้วจะมีจำนวนนับ 𝑁 ที่ 

(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (1, −3), (𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1) = (1, −1), (𝑥𝑛+2, 𝑦𝑛+2) = (−1,1), (𝑥𝑛+3, 𝑦𝑛+3) =

(−3, −1) และ (𝑥𝑛+4, 𝑦𝑛+4) = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ทุก 𝑛 ≥ 𝑁 ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 2.4 ถ้า 𝑏 = 3 และเงื ่อนไขเริ่มต้น (i) (𝑥0, 𝑦0) = (0,0) หรือ (ii) (𝑥0, 𝑦0) = (0,1)  

แล้วผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ {(𝑦𝑛)}𝑛=0

∞  ของ (2.1) จะลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐาน 4  

 
พิสูจน์ (i) ให้ (𝑥0, 𝑦0) = (0,0)   
 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 3 = −3,  𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = 1 
 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 3 = −1, 𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −3 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 3 = 1, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 =  −3 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 3 = 1, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = −1 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 3 = −1,  𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 1 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 3 = −3, 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −1 

 𝑥7 = |𝑥6| − 𝑦6 − 3 = 1 = 𝑥3, 𝑦7 = 𝑥6 − |𝑦6| + 1 =  −3 = 𝑦3 

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะได้ว่า 𝑥𝑛+4 = 𝑥𝑛 และ 𝑦𝑛+4 = 𝑦𝑛 ทุก 𝑛 ≥ 3                     
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(ii) ให้ (𝑥0, 𝑦0) = (0,1)  
 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 3 = −4,  𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = 0 
 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 3 = 1, 𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −3 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 3 = 1, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 =  −1 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 3 = −1, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = 1 

 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 3 = −3,  𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = −1 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 3 = 1 = 𝑥2, 𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −3 = 𝑦2 

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะได้ว่า 𝑥𝑛+4 = 𝑥𝑛 และ 𝑦𝑛+4 = 𝑦𝑛 ทุก 𝑛 ≥ 2                    □ 

 
ในกรณีที่ 𝑏 > 3 และ 7 หาร 𝑏 ได้ 𝑘 ครั้ง และเหลือเศษ 3 จะได้ว่า ถ้าเงื่อนไขเริ่มต้นเป็น 

(0, 𝑘) แล้วจะมี 𝑁 ที่ (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (2𝑘 − 1, −9𝑘 + 6), (𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1) = (4𝑘 − 3, −7𝑘 +

6), (𝑥𝑛+2, 𝑦𝑛+2) = (4𝑘 − 5, −3𝑘 + 4), (𝑥𝑛+3, 𝑦𝑛+3) = (−5, 𝑘), (𝑥𝑛+4, 𝑦𝑛+4) =

(−8𝑘 + 9, −𝑘 − 4) และ (𝑥𝑛+5, 𝑦𝑛+5) = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ทุก 𝑛 ≥ 𝑁 ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 2.5 ถ้า 𝑏 = 7𝑘 − 4 เมื่อ 𝑘 เป็นจำนวนนับซึ่ง 𝑘 ≥ 2 และเงื่อนไขเริ่มต้น (𝑥0, 𝑦0) =

(0, 𝑘) แล้วผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ {(𝑦𝑛)}𝑛=0

∞  ของ (2.1) ลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐานทุก 5  
 

พิสูจน์  ให้ (𝑥0, 𝑦0) = (0, 𝑘)   
 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 7𝑘 + 4 = −8𝑘 + 4 < 0,𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = −𝑘 + 1 < 0 
 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 7k + 4 = 2𝑘 − 1 > 0, 𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −9𝑘 + 6 < 0 

 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 7k + 4 = 4𝑘 − 3 > 0, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = −7𝑘 + 6 < 0 

 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 7k + 4 = 4𝑘 − 5 > 0, 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = −3𝑘 + 4 < 0 
 𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 7𝑘 + 4 = −5, 𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 𝑘 > 0 

 𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 7𝑘 + 4 = −8𝑘 + 9 < 0,𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −𝑘 − 4 < 0 

 𝑥7 = |𝑥6| − 𝑦6 − 7𝑘 + 4 = 2𝑘 − 1 = 𝑥2,  
 𝑦7 = 𝑥6 − |𝑦6| + 1 = −9𝑘 + 6 = 𝑦2 
โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะได้ว่า 𝑥𝑛+5 = 𝑥𝑛 และ 𝑦𝑛+5 = 𝑦𝑛 ทุก 𝑛 ≥ 2                    □ 
 

 ในกรณีที่ 𝑏 > 3 และ 7 หาร 𝑏 ได้ 𝑘 ครั้ง และเหลือเศษ 3 จะได้ว่า ถ้าเง่ือนไขเริ่มต้นเป็น 

(0, 𝑘 + 1) แล้วจะมี 𝑁 ที่ (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (−5,7𝑘 − 8), (𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1) = (−14𝑘 + 17, −7𝑘 +

4), (𝑥𝑛+2, 𝑦𝑛+2) = (14𝑘 − 17, −21𝑘 + 22), (𝑥𝑛+3, 𝑦𝑛+3) = (−28𝑘 − 35, −7𝑘 + 6) 

(𝑥𝑛+4, 𝑦𝑛+4) = (28𝑘 − 37,21𝑘 − 28) และ (𝑥𝑛+5, 𝑦𝑛+5) = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ทุก 𝑛 ≥ 𝑁  
ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 2.6  ถ้า 𝑏 = 7𝑘 − 4 เมื่อ 𝑘 เป็นจำนวนนับซึ่ง 𝑘 ≥ 2 และเงื่อนไขเริ่มต้น (𝑥0, 𝑦0) =

(0, 𝑘 + 1) แล้วผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ {(𝑦𝑛)}𝑛=0

∞  ของ (2.1) จะลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่เป็นคาบมูล

ฐานทุก 5  

 
พิสูจน์  ให้ 𝛼 ≥ 0, 𝑘 เป็นจำนวนนับที่ 23𝛼+2+4

3
< 𝑘 ≤ 23(𝛼+1)+2+4

3
 และ (𝑥0, 𝑦0) = (0, 𝑘 + 1) 

จะได้ว่า 𝑥1 = |𝑥0| − 𝑦0 − 7𝑘 + 4 = −8𝑘 + 3 < 0,𝑦1 = 𝑥0 − |𝑦0| + 1 = −𝑘 < 0 
 𝑥2 = |𝑥1| − 𝑦1 − 7𝑘 + 4 = 2𝑘 + 1 > 0,   𝑦2 = 𝑥1 − |𝑦1| + 1 = −9𝑘 + 4 < 0 
 𝑥3 = |𝑥2| − 𝑦2 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 + 1 > 0, 𝑦3 = 𝑥2 − |𝑦2| + 1 = −7𝑘 + 6 < 0 
 𝑥4 = |𝑥3| − 𝑦3 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 + 23(0)+2 − 5 > 0, 
 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = −3𝑘 + 23(0)+2 + 4  

เนื่องจาก 𝑘 > 23(0)+2+4
3

 เพราะฉะนั้น 𝑦4 = 𝑥3 − |𝑦3| + 1 = −3𝑘 + 23(0)+2 + 4 < 0  
   𝑥5 = |𝑥4| − 𝑦4 − 7𝑘 + 4 = −5,  
  𝑦5 = 𝑥4 − |𝑦4| + 1 = 𝑘 + 2(23(0)+2) > 0 
   𝑥6 = |𝑥5| − 𝑦5 − 7𝑘 + 4 = −8𝑘 + 9 − 2(23(0)+2) < 0, 
  𝑦6 = 𝑥5 − |𝑦5| + 1 = −𝑘 − 4 − 2(23(0)+2) < 0 
   𝑥7 = |𝑥6| − 𝑦6 − 7𝑘 + 4 = 2𝑘 − 1 + 4(23(0)+2) > 0, 
  𝑦7 = 𝑥6 − |𝑦6| + 1 = −9𝑘 + 6 − 4(23(0)+2) < 0 
   𝑥8 = |𝑥7| − 𝑦7 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 − 3 + 8(23(0)+2) > 0, 
  𝑦8 = 𝑥7 − |𝑦7| + 1 = −7𝑘 + 6 < 0 
   𝑥9 = |𝑥8| − 𝑦8 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 + 23(1)+2 − 5 > 0,   

  𝑦9 = 𝑥8 − |𝑦8| + 1 = −3𝑘 + 23(1)+2 + 4 

เนื่องจาก 𝑘 > 23(1)+2+4
3

 เพราะฉะนั้น 𝑦9 = 𝑥8 − |𝑦8| + 1 = −3𝑘 + 23(1)+2 + 4 < 0   
 𝑥10 = |𝑥9| − 𝑦9 − 7𝑘 + 4 = −5,    
𝑦10 = 𝑥9 − |𝑦9| + 1 = 𝑘 + 2(23(1)+2) > 0 
 𝑥11 = |𝑥10| − 𝑦10 − 7𝑘 + 4 = −8𝑘 + 9 − 2(23(1)+2) < 0,  
𝑦11 = 𝑥10 − |𝑦10| + 1 = −𝑘 − 4 − 2(23(1)+2) < 0 
 𝑥12 = |𝑥11| − 𝑦11 − 7𝑘 + 4 = 2𝑘 − 1 + 4(23(1)+2) > 0,   

𝑦12 = 𝑥11 − |𝑦11| + 1 = −9𝑘 + 6 − 4(23(1)+2) < 0 
 𝑥13 = |𝑥12| − 𝑦12 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 − 3 + 8(23(1)+2) > 0,  
𝑦13 = 𝑥12 − |𝑦12| + 1 = −7𝑘 + 6 < 0 
 𝑥14 = |𝑥13| − 𝑦13 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 + 23(2)+2 − 5 > 0,   

𝑦14 = 𝑥13 − |𝑦13| + 1 = −3𝑘 + 23(2)+2 + 4 
เนื่องจาก 𝑘 > 23(2)+2+4

3
 เพราะฉะนั้น 𝑦14 = 𝑥13 − |𝑦13| + 1 = −3𝑘 + 23(2)+2 + 4 < 0 
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  𝑥15 = |𝑥14| − 𝑦14 − 7𝑘 + 4 = −5,    
𝑦15 = 𝑥14 − |𝑦14| + 1 = 𝑘 + 2(23(2)+2) > 0 
 𝑥16 = |𝑥15| − 𝑦15 − 7𝑘 + 4 = −8𝑘 + 9 − 2(23(2)+2) < 0,  
𝑦16 = 𝑥15 − |𝑦15| + 1 = −𝑘 − 4 − 2(23(2)+2) < 0 
 𝑥17 = |𝑥16| − 𝑦16 − 7𝑘 + 4 = 2𝑘 − 1 + 4(23(2)+2) > 0,   

𝑦17 = 𝑥16 − |𝑦16| + 1 = −9𝑘 + 6 − 4(23(2)+2) < 0 
 𝑥18 = |𝑥17| − 𝑦17 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 − 3 + 8(23(2)+2) > 0,  
𝑦18 = 𝑥17 − |𝑦17| + 1 = −7𝑘 + 6 < 0 
 𝑥19 = |𝑥18| − 𝑦18 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 + 23(3)+2 − 5 > 0,   

𝑦19 = 𝑥18 − |𝑦18| + 1 = −3𝑘 + 23(3)+2 + 4 
เนื่องจาก 𝑘 > 23(3)+2+4

3
 เพราะฉะนั้น 𝑦19 = 𝑥18 − |𝑦18| + 1 = −3𝑘 + 23(3)+2 + 4 < 0 

 
ดำเนินการเช่นนี้เรื่อยไปจนได้ว่า 

 
 𝑥5(𝛼+1)     = |𝑥5𝛼+4| − 𝑦5𝛼+4 − 7𝑘 + 4 = −5,  
𝑦5(𝛼+1)     = 𝑥5𝛼+4 − |𝑦5𝛼+4| + 1 = 𝑘 + 2(23(𝛼)+2) > 0 
 𝑥5(𝛼+1)+1 = |𝑥5(𝛼+1)| − 𝑦5(𝛼+1) − 7𝑘 + 4 = −8𝑘 + 9 − 2(23(𝛼)+2) < 0, 
𝑦5(𝛼+1)+1 = 𝑥5(𝛼+1) − |𝑦5(𝛼+1)| + 1 = −𝑘 − 4 − 2(23(𝛼)+2) < 0 
 𝑥5(𝛼+1)+2 = |𝑥5(𝛼+1)+1| − 𝑦5(𝛼+1)+1 − 7𝑘 + 4 = 2𝑘 − 1 + 4(23(𝛼)+2) > 0, 
𝑦5(𝛼+1)+2 = 𝑥5(𝛼+1)+1 − |𝑦5(𝛼+1)+1| + 1 = −9𝑘 + 6 − 4(23(𝛼)+2) < 0 
 𝑥5(𝛼+1)+3 = |𝑥5(𝛼+1)+2| − 𝑦5(𝛼+1)+2 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 − 3 + 8(23(𝛼)+2) > 0, 
𝑦5(𝛼+1)+3 = 𝑥5(𝛼+1)+2 − |𝑦5(𝛼+1)+2| + 1 = −7𝑘 + 6 < 0 
 𝑥5(𝛼+1)+4 = |𝑥5(𝛼+1)+3| − 𝑦5(𝛼+1)+3 − 7𝑘 + 4 = 4𝑘 + 23(𝛼+1)+2 − 5 > 0, 
𝑦5(𝛼+1)+4 = 𝑥5(𝛼+1)+3 − |𝑦5(𝛼+1)+3| + 1 = −3𝑘 + 23(𝛼+1)+2 + 4 

เนื่องจาก 𝑘 ≤ 23(𝛼+1)+2+4
3

 เพราะฉะนั้น 

𝑦5(𝛼+1)+4 = 𝑥5(𝛼+1)+3 − |𝑦5(𝛼+1)+3| + 1 = −3𝑘 + 23(𝛼+1)+2 + 4 ≥ 0  
      𝑥5(𝛼+2)     = |𝑥5(𝛼+1)+4| − 𝑦5(𝛼+1)+4 − 7𝑘 + 4 = −5,  
𝑦5(𝛼+2)      = 𝑥5(𝛼+1)+4 − |𝑦5(𝛼+1)+4| + 1 = 7𝑘 − 8 > 0 
 𝑥5(𝛼+2)+1 = |𝑥5(𝛼+2)| − 𝑦5(𝛼+2) − 7𝑘 + 4 = −14𝑘 + 17 < 0, 
𝑦5(𝛼+2)+1 = 𝑥5(𝛼+2) − |𝑦5(𝛼+2)| + 1 = −7𝑘 + 4 < 0 
 𝑥5(𝛼+2)+2 = |𝑥5(𝛼+2)+1| − 𝑦5(𝛼+2)+1 − 7𝑘 + 4 = 14𝑘 − 17 > 0,  

𝑦5(𝛼+2)+2 = 𝑥5(𝛼+2)+1 − |𝑦5(𝛼+2)+1| + 1 = −21𝑘 + 22 < 0 
 𝑥5(𝛼+2)+3 = |𝑥5(𝛼+2)+2| − 𝑦5(𝛼+2)+2 − 7𝑘 + 4 = 28𝑘 − 35 > 0,  
𝑦5(𝛼+2)+3 = 𝑥5(𝛼+2)+2 − |𝑦5(𝛼+2)+2| + 1 = −7𝑘 + 6 < 0 
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 𝑥5(𝛼+2)+4 = |𝑥5(𝛼+2)+3| − 𝑦5(𝛼+2)+3 − 7𝑘 + 4 = 28𝑘 − 37 > 0,   

𝑦5(𝛼+2)+4 = 𝑥5(𝛼+2)+3 − |𝑦5(𝛼+2)+3| + 1 = 21𝑘 − 28 > 0 
 𝑥5(𝛼+3)     = |𝑥5(𝛼+2)+4| − 𝑦5(𝛼+2)+4 − 7𝑘 + 4 = −5 = 𝑥5(𝛼+2),   
𝑦5(𝛼+3)      = 𝑥5(𝛼+2)+4 − |𝑦5(𝛼+2)+4| + 1 = 7𝑘 − 8 = 𝑦5(𝛼+2)  

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะได้ว่า 𝑥𝑛+5 = 𝑥𝑛 และ 𝑦𝑛+5 = 𝑦𝑛 ทุก 𝑛 ≥ 5(𝛼 + 2)         □



 

 

บทที่ 3 

บทสรุปและข้อเสนอแนะ  

โครงงานนี้ ศึกษาระบบสมการเชิงผลต่าง (2.1) ในรูป 

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0   

เมื่อพารามิเตอร์ 𝑏 เป็นจำนวนนับบางตัวที ่𝑏 ≥ 3, 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ≥ 0 ได้ผลดังนี้ 

 

พารามิเตอร์ เงื่อนไขเริ่มต้น ลักษณะของผลเฉลย 

𝑏 = 3 

 

𝑦0 = 0 

 

 

ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ 

{(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) ลู่เข้าสู่

ผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐาน 4  
 

𝑦0 = 1 

𝑏 = 4 𝑦0 ≥ 0 

 

ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ 

{(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) ลู่เข้าสู่

จุดสมดุล 

 

𝑏 = 5 𝑦0 ≥ 0 

 

ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ 

{(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) ลู่เข้าสู่

จดุสมดุล 

 

𝑏 = 7𝑘 − 4 

เมื่อ 𝑘 เป็นจำนวนนับซึ่ง 𝑘 ≥ 2 

𝑦0 = 𝑘 

 

ผลเฉลย {(𝑥𝑛)}𝑛=0
∞  และ 

{(𝑦𝑛)}𝑛=0
∞  ของ (2.1) ลู่เข้าสู่

ผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐาน 5  
 

𝑦0 = 𝑘 + 1 
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 สังเกตว่าโครงงานฉบับนี้ศึกษา 𝑏 ทั้งหมด 4 แบบ และแต่ละแบบมีค่าเริ่มต้น 𝑦0 แตกต่างกันดัง

สรุปข้างต้น ด้วยแนวคิดเดียวกันนี้ ผู้ที่สนใจอาจพยายามสร้างข้อความคาดการณ์และทำการพิสูจน์

ข้อสรุปเกี ่ยวกับผลเฉลยของระบบสมการ 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1, 
𝑛 ≥ 0 โดยพารามิเตอร์ 𝑏 เป็นจำนวนนับในแบบอื่น ๆ  นอกเหนือจาก 4 แบบเหล่านี้ หรือขยาย

แนวคิดไปสู่การพิจารณาค่าเริ่มต้นลักษณะอ่ืน ๆ เช่น 𝑥0 ≠ 0 ต่อไปได้
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𝑦𝑛 − 1 and 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + |𝑦𝑛|." CUBO, A Mathematical Journal 14.2 (2012): 111-
152. 
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_________________________________________________________________________ 
 

หลักการและเหตุผล 

นักคณิตศาสตร์สนใจศึกษาผลเฉลยและพฤติกรรมของผลเฉลยของสมการเชิงผลต่าง ตลอดจน

ระบบสมการเชิงผลต่างในรูปแบบต่าง ๆ มากมาย ซึ่งสมการและระบบสมการเชิงผลต่างเหล่านี้ สามารถ

นำไปประยุกต์ทั้งในวิชาคณิตศาสตร์และสามารถนำไปประยุกต์เป็นตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์เพื่ออธิบาย

ปรากฏการณ์ต่าง ๆ ในสาขาวิชาอ่ืน ๆ ได้ เช่น โครงข่ายประสาทเทียม และนิเวศวิทยา [1, 2, 5] 
สำหรับระบบสมการเชิงผลต่างที่โครงงานนี้สนใจศึกษา เป็นระบบสมการเชิงผลต่างอันดับ 1 ที่มี

รูปแบบทั่วไปอยู่ในรูป 

          𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛),  𝑦𝑛+1 = 𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛), 𝑛 ≥ 0                      (1) 

โดยที่ 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องจากเซต 𝐽 × 𝐽 ไปยังเซต 𝐽 เมื่อ 𝐽 เป็นช่วงบนจำนวนจริงหรือยูเนียนของ

ช่วงบนจำนวนจริง ผลเฉลยของระบบสมการเชิงผลต่าง คือ ลำดับ {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  และ {𝑦𝑛}𝑛=0

∞  ที่สอดคล้องกับ

ระบบสมการเชิงผลต่าง (1) ทุก 𝑛 ≥ 0 เมื่อกำหนดเงื่อนไขเริ่มต้น 𝑥0 = 𝛼 และ 𝑦0 = 𝛽 โดยที่ 𝛼 และ 𝛽 

เป็นจำนวนจริง และสำหรับแต่ละเงื่อนไขเริ่มต้นจะได้ผลเฉลย {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  และ {𝑦𝑛}𝑛=0

∞  เพียงชุดเดียว ผล

เฉลยของระบบสมการเชิงผลต่าง (1) ที่เป็นลำดับคงตัว 𝑥𝑛 = �̅� และ 𝑦𝑛 = �̅�  ทั้งคู่ จะเรียกว่าผลเฉลย

สมดุล และเรียก (�̅�, �̅�) ว่าจุดสมดุลของระบบสมการเชิงผลต่าง (1) นอกจากนี้ผลเฉลยของระบบสมการนี้

จะเรียกว่าเป็นคาบ 𝑝 เมื่อมีจำนวนเต็ม 𝑝 ≥ 1 ซ่ึง  
 𝑥𝑛+𝑝 = 𝑥𝑛 และ 𝑦𝑛+𝑝 = 𝑦𝑛 ทุก 𝑛 ≥ 0                        (2) 
ยิ่งไปกว่านั้น ผลเฉลยของระบบสมการนี้จะเรียกว่าเป็นคาบมูลฐาน 𝑝 ถ้า 𝑝 เป็นจำนวนเต็มบวกท่ีน้อยที่สุด

ที่สอดคล้อง (2)   
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ตัวอย่างของระบบสมการเชิงผลต่างอันดับ 1 ที่มีการศึกษามาก่อน [6] เช่น ระบบสมการเชิง

ผลต่างในรูป  

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| + 𝑎𝑦𝑛 + 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑐|𝑦𝑛| + 𝑑, 𝑛 ≥ 0       (3) 
โดยที่เงื่อนไขเริ่มต้น (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ2 และพารามิเตอร์ 𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑑 เป็นสมาชิกใน {−1,0,1}  

ต่อมา Grove และคณะ [3] ศึกษาผลเฉลยของระบบสมการที่เป็นรูปแบบเฉพาะของ (3) ในรูป 

           𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 1,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + |𝑦𝑛|, 𝑛 ≥ 0     (4) 

พบว่ามีเงื่อนไขเริ่มต้นที่ทำให้ผลเฉลยของ (4) เป็นผลเฉลยสมดุล หรือมีเงื่อนไขเริ่มต้นที่ทำให้ผลเฉลยของ 

(4) เป็นคาบมูลฐาน 3 

Krinket และ Tikjha [4] ศึกษาผลเฉลยของระบบสมการที่เป็นรูปแบบเฉพาะของ (3) ในรูป    

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 1,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0         (5) 
ที่มีเง่ือนไขเริ่มต้นเป็น 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ∈ (0,1) ∪ (5

4
, ∞) โดยพบว่า จะมีจำนวนเต็ม 𝑁 ที่ทำให้ผลเฉลย

ของระบบสมการ (5) ที่สอดคล้องเงื่อนไขเริ่มต้นดังกล่าวเป็นคาบมูลฐาน 4 เมื่อ 𝑛 ≥ 𝑁  

วิโรจน์ ติ๊กจ๊ะ [7] ขยายการศึกษาจาก (3) มาเป็นการศึกษาผลเฉลยของระบบสมการในรูป      

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 2, 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0 (6) 
ที่มีเง่ือนไขเริ่มต้นเป็น 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ∈ (0, 1

2
) โดยพบว่า จะมีจำนวนเต็ม 𝑁 ที่ทำให้ผลเฉลยของระบบ

สมการ (6) ที่สอดคล้องเงื่อนไขเริ่มต้นดังกล่าวเป็นคาบมูลฐาน 4 เมื่อ 𝑛 ≥ 𝑁  
โครงงานนี้ สนใจที่จะศึกษาผลเฉลยที่เป็นคาบมูลฐานของระบบสมการที่ปรับรูปแบบจาก (3) ใน

รูป 

 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1, 𝑛 ≥ 0 (7)          
โดยพารามิเตอร์ 𝑏 เป็นจำนวนนับบางตัวที่มากกว่าหรือเท่ากับ 3 และ 𝑥0 = 0 
 
วัตถุประสงค์ 

โครงงานนี้มีวัตถุประสงค์เพื ่อศึกษาระบบสมการเชิงผลต่างในรูป 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 𝑏, 
 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 − |𝑦𝑛| + 1 เมื่อ 𝑛 ≥ 0, 𝑏 เป็นจำนวนนับบางตัวที่มากกว่าหรือเท่ากับ 3 และ 𝑥0 = 0 

โดยจะหาช่วงของจำนวนจริง 𝑦0 ที่ไม่เป็นลบที่ทำให้เกิดผลเฉลยสมดุลของระบบสมการดังกล่าว หรือช่วง

ของ 𝑦0 ที่ทำให้เกิดผลเฉลยเป็นคาบมูลฐาน 𝑝 ≥ 2 ของระบบสมการดังกล่าว 
 

ขอบเขตของโครงงาน 

ในโครงงานนี ้จะศึกษาเฉพาะระบบสมการในรูป 𝑥𝑛+1 = |𝑥𝑛| − 𝑦𝑛 − 𝑏,  𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 −

|𝑦𝑛| + 1 เมื่อ 𝑛 ≥ 0, 𝑏 เป็นจำนวนนับบางตัวที่มากกว่าหรือเท่ากับ 3, 𝑥0 = 0 และ 𝑦0 ≥ 0 เท่านั้น 
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วิธีการดำเนินงาน 

1. ศึกษาปัญหา สืบค้นข้อมูลเพิ่มเติมเก่ียวกับงานวิจัย และกำหนดหัวข้อที่จะศึกษา 

2. สำรวจพฤติกรรมของผลเฉลยของระบบสมการ (7) โดยใช้โปรแกรม Microsoft Excel เมื่อ

เปลี่ยนเงื่อนไขค่าเริ่มต้น (𝑥0, 𝑦0) เป็นค่าต่าง ๆ  
3. นำผลจากการสำรวจมาสร้างข้อความคาดการณ์และทำการพิสูจน์ 

4. ตรวจสอบความถูกต้องของผลการดำเนินงาน 

5. สรุปและจัดทำรูปเล่มรายงาน 
 

 

วิธีการดำเนินงาน 
สิงหาคม 2563 - เมษายน 2563 

ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1. ศึกษาปัญหา สืบค้นข้อมูล

เพ่ิมเติมเก่ียวกับงานวิจัย และ

กำหนดหัวข้อที่จะศึกษา 

         

2. สำรวจพฤติกรรมของผลเฉลย

ของระบบสมการ (7) โดยใช้

โปรแกรม Microsoft Excel 
เมื่อเปลี่ยนเงื่อนไขค่าเริ่มต้น 

(𝑥0, 𝑦0) เป็นค่าต่าง ๆ 

         

3. นำผลจากการสำรวจมาสร้าง

ข้อความคาดการณ์และทำการ

พิสูจน์ 

         

4. ตรวจสอบความถูกต้องของ

ผลการดำเนินงาน 

         

5. สรุปและจัดทำรูปเล่มรายงาน          

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

ได้ช่วงของจำนวนจริง 𝑦0 ที่ไม่เป็นลบที่ทำให้เกิดผลเฉลยสมดุลของระบบสมการ (7) หรือช่วงของ 

𝑦0 ที่ทำให้เกิดผลเฉลยเป็นคาบมูลฐาน 𝑝 ≥ 2 ของระบบสมการ (7) เมื่อ 𝑏 เป็นจำนวนนับบางตัวที่

มากกว่าหรือเท่ากับ 3 และ 𝑥0 = 0 
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อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 
1. กระดาษ A4 
2. Notebook 
3. โปรแกรม Microsoft Excel และ โปรแกรม Microsoft Word  

 

งบประมาณ 

1. Digital AV Adapter  1,790  บาท 
2. USB Adapter Wi-Fi    220  บาท 
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