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บทที่ 1 

บทนำและความรู้เบื้องต้น 
 

ในเกมหมากรุก มีตัวหมากหลายชนิด แตตัวหมากตัวหนึ่งที่นาสนใจ คือ มา ซึ่งมาในเกมหมากรุกมี

วิธีการเดินที่นาสนใจ กลาวคือ มาจะเดินตามแนวตั้งหรือแนวนอนไปสองชองแลวเดินทำมุมฉากกับแนวเดิมไป

อีกหนึ่งชองบนกระดาน เรียกการเดินลักษณะนี้วา การเดินมาแบบปกติ ซึ่งในโครงงานนี้จะเรียกสั้น ๆ วา การ

เดินมา โดยทั่วไปแลว กระดานหมากรุกที่นิยมเลนกันปกติจะมีขนาด 8 x 8 นั่นคือ กระดานหมากรุกจะ

ประกอบดวยชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจำนวนแปดแถว แตละแถวมีชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจำนวนแปดหลัก ตอมา

ไดมีการพิจารณากระดานหมากรุกขนาด m x n ซึ่งประกอบดวยชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจำนวน m แถว แตละ

แถวมี n หลัก ทาสีขาวและสีดำสลับกันไป ในโครงงานนี้จะใชสัญลักษณ CB(m, n) แทนกระดานหมากรุก

ขนาด m x n นอกจากนี้ยังใชการบอกตำแหนงชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสบน CB(m, n) ดวยคูอันดับ (i, j) ใน

ลักษณะเดียวกับการบอกตำแหนงของสมาชิกตาง ๆ ของเมทริกซขนาด m x n ดังนั้น ถาการเดินมา 1 ครั้งเริ่ม

จากชอง (i, j) บน CB(m, n) แลวชองถัดไปที่มาสามารถเดินไปไดจะมีอยางมาก 8 ชอง คือ (i ± 2, j ± 1) หรือ 

(i ± 1, j ± 2) ดังตัวอยางในรูปที่ 1.1 สังเกตวา ถาการเดินมาเริ่มจากชองสีขาว แลวชองถัดไปที่มาจะเดินไปถึง

ไดจะเปนชองสีดำเทานั้น ในทำนองกลับกัน ถาการเดินมาเริ่มจากชองสีดำ แลวชองถัดไปที่มาสามารถเดินไป

ถึงไดก็จะเปนชองสีขาวเทานั้น 

 
รูปที่ 1.1 ตำแหนงทั้ง 8 ที่การเดินมา 1 ครั้งจาก (4, 5) บน CB(8, 8) ไปถึงได 

เมื่อพิจารณาการเดินมาบน CB(m, n) แลว จะพบวาสามารถนำมาจำลองเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

ไดโดยใชกราฟดวยการแทนชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส (i, j) แตละชองเปนจุดยอดของกราฟ แทนดวย (i, j) เชนเดิม 

และจุดยอดสองจุดจะมีเสนเชื่อมหากัน หรือเรียกวา ประชิดกัน ถามาสามารถเดินจากชองหนึ่งไปยังอีกชอง

หนึ่งไดดวยการเดินมา 1 ครั้ง ทั้งนี้ถา (i, j) และ (r, s) ประชิดกัน จะใชสัญลักษณ (i, j)-(r, s) แทนเสนเชื่อมที่มี

จุดปลายทั้งสองเปน (i, j) และ (r, s) ทั้งนี้จะเรียกกราฟที่แสดงเสนเชื่อมทั้งหมดที่เปนไปไดจากแตละจุดยอด
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ของ CB(m, n) วากราฟมาของ CB(m, n) และแทนดวยสัญลักษณ G(m, n) ดังตัวอยาง G(8, 8) ในรูปที่ 1.2 

สังเกตวาตัวเลขที่กำกับในแตละจุดยอดของ G(8, 8) คือ จำนวนเสนเชื่อมที่ประชิดกับจุดยอดนั้น  

 
รูปที่ 1.2 G(8, 8) 

ปญหาหนึ่งที่นักคณิตศาสตรสนใจเกี่ยวกับการเดินมาบน CB(m, n) คือ การมีอยูของการเดินมาแบบ

ปด และการมีอยูของการเดินมาแบบเปด การเดินมาแบบปดบน CB(m, n) คือ การเดินมาที่เริ่มตนจากชองใด

ชองหนึ่งบน CB(m, n) และเดินผานชองทุกชองบน CB(m, n) เพียงชองละหนึ่งครั้งเทานั้น แลวเดินกลับมาที่

จุดเริ่มตน ในขณะที่ การเดินมาแบบเปดบน CB(m, n) คือ การเดินมาที่เริ่มตนจากชองใดชองหนึ่งบน CB(m, 

n) และเดินผานชองทุกชองบน CB(m, n) เพียงชองละหนึ่งครั้งเทานั้น แตไมไดเดินกลับมาที่จุดเริ่มตน ดัง

ตัวอยางในรูปที่ 1.3 และ 1.4 ตามลำดับ หากพิจารณาในมุมมองของทฤษฎีกราฟจะเห็นวา การหาการเดินมา

แบบปดบน CB(m, n) คือ การหาวงแฮมิลโตเนียนบน G(m, n) และการหาการเดินมาแบบเปดบน CB(m, n) 

คือ การหาวิถีแฮมิลโตเนียนบน G(m, n) ทฤษฎีบทที่สำคัญบทหนึ่งในทฤษฎีกราฟที่เกี่ยวกับการมีอยูของวงแฮ

มิลโตเนียนซึ่งโครงงานนี้จะใชอางอิง คือทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 1.1 [5] ให G เปนกราฟ และ S เปนสับเซตแทของเซตของจุดยอดทั้งหมดของ G ถา G มีวงแฮมิล

โตเนียน แลว w(G – S) ≤ |S| 

เมื่อ G – S คือ กราฟที่ลบจุดยอด S ออกจากจุดยอดของ G และลบเสนเชื่อมทั้งหมดที่ประชิดกับจุดยอดทุก

จุดใน S และ w(G – S) คือ จำนวนสวนประกอบของ G – S  
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รูปที่ 1.3 การเดินมาแบบปดบน CB(8, 8) 

 
รูปที่ 1.4 การเดินมาแบบเปดบน CB(8, 8) 

ใน ค.ศ. 1991 Schwenk [4] ไดแสดงบทพิสูจนของทฤษฎีบทที่วา สำหรับจำนวนนับ m, n ที่ m ≤ 

n จะมีการเดินมาแบบปดบน CB(m, n) ยกเวนเงื่อนไขใดเงื่อนไขหนึ่งในบรรดา 3 เงื่อนไขตอไปนี้  

(1) m และ n เปนจำนวนคี่  

(2) m = 1, 2 หรือ 4  

(3) m = 3 และ n = 4, 6 หรือ 8  

เปนจริง นั่นคือ ถาเง่ือนไขใดเงื่อนไขหนึ่งเกี่ยวกับ m และ n ขางตนเปนจริง แลวจะไมมีการเดินมาแบบปดบน 

CB(m, n) นั้นได  

จากเงื่อนไขท้ัง 3 ขางตนทำใหตอมา ใน ค.ศ. 2009 DeMaio และ Hippchen [2] ไดสนใจหาจำนวน

ชองที่นอยที่สุดที่เมื่อลบออกไปจาก CB(m, n) แลวทำใหมีการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยู ทั้งนี้ถา A 
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เปนเซตของชองที่ตองการลบออกไปจาก CB(m, n) แลวในโครงงานนี้จะใชสัญลักษณ CB(m, n) – A แทน

กระดานหมากรุกขนาด m x n ที่เหลือหลังจากลบชองทั้งหลายใน A ออกไป และ G(m, n) – A แทนกราฟมา

ของ CB(m, n) – A  

สำหรับจำนวนนับ m, n ที่ m ≤ n ให T(m, n) แทน จำนวนชองที่นอยที่สุดที่ลบออกจาก CB(m, n) 

แลวมีการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยู แสดงวาถามีการเดินมาแบบปดบน CB(m, n) แลว T(m, n) = 

0 แตถาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(m, n) แลว DeMaio และ Hippchen [2] สามารถพิสูจนไดวา 

(1) T(m, n) = 1 เมื่อ m และ n เปนจำนวนนับคี่ท้ังคู ยกเวน m = 3 และ n = 5  

(2) T(4, n) = 2 เมื่อ n เปนจำนวนนับที ่n ≥ 4  

(3) T(3, 4) = T(3, 8) = 2, T(3, 5) = 3 และ T(3, 6) = 4  

(4) T(2, n) = 2n – 2 เมื่อ n เปนจำนวนนับที ่n ≥ 3 

(5) T(1, n) and T(2, 2) ไมนิยาม 

ตอมา Miller และ Farnsworth [3] ไดพิจาณาคา n และหาตำแหนงที่เปนไปไดท้ังหมดในการลบชอง 

1 ชองออกจาก CB(3, n) แลวทำใหมีการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยู  และเนื่องจาก T(m, n) = 1 

โดยที่ m และ n เปนจำนวนคี่ทั้งคู ยกเวน m = 3 และ n = 5 ทำใหใน ค.ศ. 2015 Bi และคณะ [1] ไดศึกษา

เกี่ยวกับตำแหนงทั้งหมดของชอง 1 ชองที่เมื่อลบชองนั้นออกจาก CB(m, n) แลวมีการเดินมาแบบปดบน

กระดานหมากที่เหลืออยู เมื่อ m และ n เปนจำนวนคี่ที่มากกวาหรือเทากับ 3   

สำหรับ CB(4, n) เมื่อ n เปนจำนวนนับที่ n ≥ 3 Bi และ คณะ [1] ยังไดพิสูจนทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 1.2 [1] สำหรับจำนวนนับ n ที ่n ≥ 3 ให A เปนเซตของชอง 2 ชองบน CB(4, n) จะไดวาถามีการ

เดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – A แลวสมาชิกใน A ไมใชชองทีอ่ยูในแถวที่ 2 หรือ แถวที่ 3 

และยังมีขอคาดการณที่วา สำหรับจำนวนนับ n ที่ n ≥ 7 จะไดวามีการเดินแบบปดของมาบน CB(4, 

n) – A เมื่อ A มีสมาชิกเพียง 2 ตัวที่เปนชอง 2 ชองใด ๆ ที่มีสีตางกัน และไมไดมีชองใดชองหนึ่งมากจากแถว

ที่ 2 หรือ แถวที่ 3 ของ CB(4, n) เลย  

นอกจากนี้จากผลงานของ DeMaio และ Hippchen ยังไดดวยวา T(2, 4) = 6 และ T(1, 4) ไมนิยาม

ดังนั้น สำหรับ CB(4, 2) ตองลบชองออกทั้งหมด 6 ชอง จึงจะมีการเดินมาแบบปดได และ CB(4, 1) ไมมีการ

เดินมาแบบปดบนกระดานนี้ตั้งแตตน จึงไมนิยามจำนวนชองที่ลบแลวจะเกิดการเดินมาแบบปดบนกระดาน

ดังกลาว 

ดังนั้น โครงงานนี้ จึงไดสนใจที่จะพิสูจนขอความคาดการณนี้เพียงบางสวน โดยศึกษา CB(4, n) เมื่อ 

n เปนจำนวนนับที่ n ≥ 3 เพ่ือ 

(1) หาตำแหนงที่เปนไปไดทั้งหมดในการลบชอง 2 ชองออกจาก CB(4, n) แลวมีการเดินมาแบบปด

บนกระดานที่เหลืออยู เมื่อ n ≤ 8 

(2) พิสูจนวาเมื่อลบชอง 2 ชองบางแบบออกจาก CB(4, n) แลวมีการเดินมาแบบปดบนกระดานที่

เหลืออยู เมื่อ n ≥ 9 
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บทที่ 2 

CB(4, n) เมื่อ n ≤ 8 
 

 พิจารณา CB(4, n) เมื่อ n เปนจำนวนนับที่ n ≥ 3 ซึ่งไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) แต DeMaio 

และ Hippchen [2] รับประกันวาการลบชองเพียง 2 ชองที่เหมาะสมออกจาก CB(4, n) จะทำใหหาการเดินมา

แบบปดบนกระดานที่เหลือได อยางไรก็ดี ทฤษฎีบท 1.2 ยังระบุวาชองทั้งสองดังกลาวนี้ ตองไมมีชองใดเลยมา

จากแถวที่ 2 หรือ แถวที่ 3 นอกจากนี้ จากขอสังเกตเกี่ยวกับการเดินมาท่ี 1 ครั้งจะเดินจากชองสีขาวไปชองสี

ดำ หรือจากชองสีดำไปชองสีขาวเทานั้น ทำใหสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทตอไปนี้ได 

 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.1 ให n เปนจำนวนนับที่ n ≥ 3 ถา A เปนเซตที่มีสมาชิก 2 ตัวที่เปนชองสีเดียวกัน หรือ 

มีสมาชิกตัวใดตัวหนึ่งมาจากแถวที่ 2 หรือ แถวที่ 3 แลวไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – A     

 

ดังนั้นในบทนี้ จะหาตำแหนงของชองตางสีกัน 2 ชองทั้งหมดที่เปนไปไดในแถวที่ 1 หรือ แถวที่ 4 ที่

ตองการลบออกจาก CB(4, 3), CB(4, 4), CB(4, 5), CB(4, 6), CB(4, 7) และ CB(4, 8) แลวมีการเดินมาแบบ

ปดบนกระดานที่เหลืออยู 

 

ทฤษฎีบท 2.2 มีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 3) – A ก็ตอเมื่อ A = {(1, 2), (4, 2)} 

พิสูจน์ ขั้นแรก รูปที ่2.1 แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)}         

 
รูปที ่2.1 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)} 
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ขั้นตอมาแบงเปน 4 กรณ ีไดดังนี้  

กรณี 1 A เปน {(1, 1), (4, 1)} หรือ {(1, 3), (4, 3)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} เทานั้น ให S = {(2, 1), 

(3, 1)} จากรูปที่ 2.2 จะไดวา w((G(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)}) – S) = 4 > 2 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะ

ไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)}  

 
รูปที ่2.2 w((G(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)}) – S) = 4  

หมายเหตุ สำหรับรูปตอ ๆ ไป ชองที่แรเงา คือ ชอง 2 ชองที่ลบออกจาก CB(4, n) และ ชองที่กากบาท คือ 

ชองที่เปนสมาชิกของ S ที่กำหนดในกรณีนั้น ๆ  

กรณี 2 A เปน {(1, 1), (4, 3)} หรือ {(1, 3), (4, 1)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 3)} เทานั้น ให S = {(2, 1), 

(3, 1), (4, 1)} จากรูปที่ 2.3 จะไดวา w((G(4, 3) – {(1, 1), (4, 3)}) – S) = 4 > 3 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 

1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 3)}         

 
รูปที ่2.3 w((G(4, 3)– {(1, 1), (4, 3)}) – S) = 4 
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กรณี 3 A เปน {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 2), (1, 3)}, {(4, 1), (4, 2)} หรือ {(4, 2), (4, 3)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 3) – {(1, 1), (1, 2)} เทานั้น ให S = {(2, 1), 

(3, 1), (4, 1)} จากรูปที่ 2.4 จะไดวา w((G(4, 3) – {(1, 1), (1, 2)}) – S) = 4 > 3 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 

1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 3) – {(1, 1), (1, 2)} 

 
รูปที ่2.4 w((G(4, 3) – {(1, 1), (1, 2)}) – S) = 4 

กรณีที่ 4 ถา A เปนเซตของสองชองอ่ืน ๆ ของ CB(4, 3) ที่ไมใช {(1, 2), (4, 2)} และไมอยูในกรณีที่ 1 ถึง 3 

แลวจะเปนสองชองที่มีชองใดชองหนึ่งอยูในแถวที่ 2 หรือ 3 หรือเปนสองชองที่มีสีเดียวกันทั้งคู ดังนั้น โดย

ทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 3) – A ดังกลาว 

               � 

 

ทฤษฎีบท 2.3 มีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 4) – A ก็ตอเมื่อ A เปนเซตใดเซตหนึ่งตอไปนี้ {(1, 1), (1, 4)}, 

{(1, 1), (4, 1)}, {(1, 4), (4, 4)} และ {(4, 1), (4, 4)}   

พิสูจน์ ขั้นแรก จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 4) – {(1, 1), (1, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที่ 

2.5 แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 4) – {(1, 1), (1, 4)}         

 
รูปที ่2.5 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 4) – {(1, 1), (1, 4)} 
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ขั้นตอมา ถา A เปนเซตของสองชองอ่ืน ๆ ของ CB(4, 4) ที่ไมใช {(1, 1), (1, 4)}, {(1, 1), (4, 1)}, {(1, 

4), (4, 4)} และ {(4, 1), (4, 4)} แลวจะเปนสองชองที่มีชองใดชองหนึ่งอยูในแถวที่ 2 หรือ 3 หรือเปนสองชอง

ที่มีสีเดียวกันทั้งคู ดังนั้น โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 4) – A ดังกลาว 

� 

 

ทฤษฎีบท 2.4 มีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) –  A ก็ตอเมื่อ A เปนเซตใดเซตหนึ่งตอไปนี้ {(1, 1), (1, 2)}, 

{(1, 4), (1, 5)}, {(4, 1), (4, 2)}, {(4, 4), (4, 5)}, {(1, 1), (4, 1)}, {(1, 5), (4, 5)}, {(1, 1), (4, 5)} และ {(1, 5), 

(4, 1)}  

พิสูจน์ ขั้นแรกแบงเปน 3 กรณี ไดดังนี้ 

กรณี 1 A เปน {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 4), (1, 5)}, {(4, 1), (4, 2)} หรอื {(4, 4), (4, 5)}  

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 1), (1, 2)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.6 แสดง

การเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (1, 2)}         

 
รูปที ่2.6 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (1, 2)} 

กรณี 2 A เปน {(1, 1), (4, 1)} หรือ {(1, 5), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 1)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.7 แสดง

การเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 1)}       

 
รูปที ่2.7 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 1)} 
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กรณี 3 A เปน {(1, 1), (4, 5)} หรือ {(1, 5), (4, 1)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.8 แสดง

การเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 5)}      

 
รูปที ่2.8 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 5)} 

ขั้นตอมาแบงเปน 7 กรณ ีไดดังนี้ 

กรณี 1 A เปน {(1, 2), (1, 3)}, {(1, 3), (1, 4)}, {(4, 2), (4, 3)} หรือ {(4, 3), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 2), (1, 3)} เทานั้น ให S = {(2, 2), 

(2, 3), (3, 2), (3, 3), (4, 2), (4, 3)} จากรูปที่ 2.9 จะไดวา w((G(4, 5) – {(1, 2), (1, 3)}) – S) = 8 > 6 = |S| 

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 2), (1, 3)}  

 
รูปที ่2.9 w((G(4, 5) – {(1, 2), (1, 3)}) – S) = 8 

กรณี 2 A เปน {(1, 3), (4, 3)}  

ให S = {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3), (4, 2)} จากรูปที ่2.10 จะไดวา w((G(4, 5) – {(1, 3), (4, 

3)}) – S) = 8 > 6 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 3), (4, 

3)}  
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รูปที ่2.10 w((G(4,5) – {(1, 3), (4, 3)}) – S) = 8 

กรณี 3 A เปน {(1, 1), (1, 4)}, {(1, 2), (1, 5)}, {(4, 1), (4, 4)} หรือ {(4, 2), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 1), (1, 4)} เทานั้น ให S = {(1, 3), 

(2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4)} จากรูปที่ 2.11 จะไดวา w((G(4, 5) – {(1, 1), (1, 4)}) – S) = 8 > 

7 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (1, 4)}  

 
รูปที่ 2.11 w((G(4, 3) – {(1, 1), (1, 4)}) – S) = 8 

กรณี 4 A เปน {(1, 2), (4, 4)} หรือ {(1, 4), (4, 2)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 2), (4, 4)} เทานั้น ให S = {(1, 3), 

(1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3)} จากรูปที่ 2.12 จะไดวา w((G(4, 5) – {(1, 2), (4, 4)}) – S) = 8 > 

7 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 2), (4, 4)}  

 
รูปที ่2.12 w((G(4, 5) – {(1, 2), (4, 4)}) – S) = 8 
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กรณี 5 A เปน {(1, 1), (4, 3)}, {(1, 3), (4, 1)}, {(1, 3), (4, 5)} หรือ {(1, 5), (4, 3)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 3)} เทานั้น ให S = {(1, 3), 

(1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)} จากรูปที่ 2.13 จะไดวา w((G(4, 5) – {(1, 1), (4, 3)}) – S) = 8 > 

7 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 1), (4, 3)}  

 
รูปที ่2.13 w((G(4, 5) – {(1, 1), (4, 3)}) – S) = 8   

กรณี 6 A เปน {(1, 2), (4, 2)} หรือ {(1, 4), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 5) – {(1, 2), (4, 2)} เทานั้น ให S = {(1, 3), 

(2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3), (4, 4)} จากรูปที ่2.14 จะไดวา w((G(4, 5) – {(1, 2), (4, 2)}) – S) = 8 > 6 = |S| 

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – {(1, 2), (4, 2)}  

 
รูปที ่2.14 w((G(4, 5) – {(1, 2), (4, 2)}) – S) = 8   

กรณี 7 ถา A เปนเซตของสองชองอ่ืน ๆ ของ CB(4, 5) ที่ไมใช {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 4), (1, 5)}, {(4, 1), (4, 2)}, 

{(4, 4), (4, 5)}, {(1, 1), (4, 1)}, {(1, 5), (4, 5)}, {(1, 1), (4, 5)} และ {(1, 5), (4, 1)} และไมอยูในกรณีที่ 1 ถึง 

6 แลวจะเปนสองชองที่มีชองใดชองหนึ่งอยูในแถวที่ 2 หรือ 3 หรือเปนสองชองที่มีสีเดียวกันทั้งคู ดังนั้น โดย

ทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 5) – A ดงักลาว 

� 
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ทฤษฎีบท 2.5 มีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – A ก็ตอเมื่อ A เปนเซตใดเซตหนึ่งตอไปนี้ {(1, 1), (4, 1)}, 

{(1, 6), (4, 6)}, {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 5), (1, 6)}, {(4, 1), (4, 2)}, {(4, 5), (4, 6)}, {(1, 2), (4, 2)}, {(1, 5), (4, 5)}, 

{(1, 1), (1, 6)}, {(4, 1), (4, 6)}, {(1, 1), (4, 5)}, {(1, 2), (4, 6)}, {(1, 5), (4, 1)} และ {(1, 6), (4, 2)}  

พิสูจน์ ขั้นแรกแบงเปน 5 กรณี ไดดังนี้ 

กรณี 1 A เปน {(1, 1), (4, 1)} หรือ {(1, 6), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 1)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.15 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 1)}         

 
รูปที ่2.15 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 1)} 

กรณี 2 A เปน {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 5), (1, 6)}, {(4, 1), (4, 2)} หรือ {(4, 5), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 2)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.16 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 2)}         

 
รูปที ่2.16 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 2)} 
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กรณี 3 A เปน {(1, 2), (4, 2)} หรือ {(1, 5), (4, 5)}  

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 2), (4, 2)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.17 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 2), (4, 2)}         

 
รูปที ่2.17 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 2), (4, 2)} 

กรณี 4 A เปน {(1, 1), (1, 6)} หรือ {(4, 1), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 6)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.18 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 6)}         

 
รูปที ่2.18 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 6)} 

กรณี 5 A เปน {(1, 1), (4, 5)}, {(1, 2), (4, 6)}, {(1, 5), (4, 1)} หรือ {(1, 6), (4, 2)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.19 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 5)}         

 
รูปที ่2.19 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 5)} 
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ขั้นตอมาแบงเปน 7 กรณ ีไดดังนี้ 

กรณี 1 A เปน {(1, 1), (4, 3)}, {(1, 3), (4, 1)}, {(1, 4), (4, 6)} หรือ {(1, 6), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 3)} เทานั้น ให S = {(1, 3), 

(1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)} จากรูปที ่2.20 จะไดวา w(G(4, 6) – {(1, 1), (4, 3)}) – S) = 8 > 

7 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (4, 3)}  

 
รูปที ่2.20 w(G(4, 6) – {(1, 1), (4, 3)}) – S) = 8   

กรณี 2 A เปน {(1, 2), (4, 4)}, {(1, 3), (4, 5)}, {(1, 4), (4, 2)} หรือ {(1, 5), (4, 3)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 2), (4, 4)} เทานั้น ให S = {(1, 3), 

(1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3)} จากรูปที ่2.21 จะไดวา w((G(4, 6) – {(1, 2), (4, 4)}) – S) = 8 > 

7 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 2), (4, 4)}  

 
รูปที ่2.21 w(G(4, 6) – {(1, 2), (4, 4)}) – S) = 8   
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กรณี 3 A เปน {(1, 1), (1, 4)}, {(1, 3), (1, 6)}, {(4, 1), (4, 4)} หรือ {(4, 3), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 4)} เทานั้น ให S = {(1, 3), 

(2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4)} จากรูปที ่2.22 จะไดวา w((G(4, 6) – {(1, 1), (1, 4)}) – S) = 8 > 

7 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 1), (1, 4)}  

 
รูปที ่2.22 w((G(4, 6) – {(1, 1), (1, 4)}) – S) = 8   

กรณี 4 A เปน {(1, 3), (4, 3)} หรือ {(1, 4), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 3), (4, 3)} เทานั้น ให S = {(1, 4), 

(2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)} จากรูปที ่2.23 จะไดวา w((G(4, 6) – {(1, 3), (4, 3)}) – S) = 8 > 6 = 

|S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 3), (4, 3)}  

 
รูปที ่2.23 w((G(4, 6) – {(1, 3), (4, 3)}) – S) = 8   

กรณี 5 A เปน {(1, 2), (1, 3)}, {(1, 4), (1, 5)}, {(4, 2), (4, 3)} หรือ {(4, 4), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 2), (1, 3)} เทานั้น ให S = {(1, 4), 

(2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4)} จากรูปที ่2.24 จะไดวา w((G(4, 6) – {(1, 2), (1, 3)}) – S) = 8 > 

7 = |S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 2), (1, 3)}  

 
รูปที ่2.24 w((G(4, 6) – {(1, 2), (1, 3)}) – S) = 8   
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กรณี 6 A เปน {(1, 3), (1, 4)} หรือ {(4, 3), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 6) – {(1, 3), (1, 4)} เทานั้น ให S = {(2, 3), 

(2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4)} จากรูปที ่2.25 จะไดวา w((G(4, 6) – {(1, 3), (1, 4)}) – S) = 8 > 6 = 

|S| ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 1.1 จะไดวาไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – {(1, 3), (1, 4)}  

 
รูปที ่2.25 w(G(4, 6) – {(1, 3), (1, 4)}) – S) = 8   

กรณี 7 ถา A เปนเซตของสองชองอ่ืน ๆ ของ CB(4, 6) ที่ไมใช {(1, 1), (4, 1)}, {(1, 6), (4, 6)}, {(1, 1), (1, 2)}, 

{(1, 5), (1, 6)}, {(4, 1), (4, 2)}, {(4, 5), (4, 6)}, {(1, 2), (4, 2)}, {(1, 5), (4, 5)}, {(1, 1), (1, 6)}, {(4, 1), (4, 

6)}, {(1, 1), (4, 5)}, {(1, 2), (4, 6)}, {(1, 5), (4, 1)} และ {(1, 6), (4, 2)} และไมอยูในกรณีที่ 1 ถึง 6 แลวจะ

เปนสองชองที่มีชองใดชองหนึ่งอยูในแถวที่ 2 หรือ 3 หรือเปนสองชองที่มีสีเดียวกันทั้งคู ดังนั้น โดยทฤษฎีบท

ประกอบ 2.1 จะไมมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 6) – A ดังกลาว 
� 

 

ทฤษฎีบท 2.6 ให 1 ≤ b, d ≤ 7 

มีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – A ก็ตอเมื่อ 

(i) A = {(1, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคู หรือ 
(ii) A = {(1, b), (1, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคี่ หรือ 

(iii) A = {(4, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคี่ 

พิสูจน์  

กรณี 1 A = {(1, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคู  

กรณี 1.1 A เปน {(1, 1), (4, 1)} หรือ {(1, 7), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 1)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.26 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 1)}   

 
รูปที ่2.26 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 1)} 
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กรณี 1.2 A เปน {(1, 1), (4, 3)}, {(1, 3), (4, 1)}, {(1, 5), (4, 7)} หรือ {(1, 7), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 3)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.27 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 3)}   

 
รูปที ่2.27 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 3)} 

กรณี 1.3 A เปน {(1, 1), (4, 5)}, {(1, 3), (4, 7)}, {(1, 5), (4, 1)} หรือ {(1, 7), (4, 3)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.28 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 5)}   

 
รูปที่ 2.28 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 5)} 

กรณี 1.4 A เปน {(1, 1), (4, 7)} หรือ {(1, 7), (4, 1)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 7)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.29 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 7)}   

 
รูปที ่2.29 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (4, 7)} 
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กรณี 1.5 A เปน {(1, 2), (4, 2)} หรือ {(1, 6), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 2)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.30 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 2)}   

 
รูปที่ 2.30 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 2)} 

กรณี 1.6 A เปน {(1, 2), (4, 4)}, {(1, 4), (4, 2)}, {(1, 4), (4, 6)} หรือ {(1, 6), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.31 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 4)}   

 
รูปที ่2.31 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4,4)} 

กรณี 1.7 A {(1, 2), (4, 6)} หรือ {(1, 6), (4, 2)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 6)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.32 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 6)}   

 
รูปที ่2.32 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (4, 6)} 
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กรณี 1.8 A เปน {(1, 3), (4, 3)} หรือ {(1, 5), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 3), (4, 3)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.33 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 3), (4, 3)}   

 
รูปที ่2.33 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 3), (4, 3)} 

กรณี 1.9 A เปน {(1, 3), (4, 5)} หรือ {(1, 5), (4, 3)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 3), (4, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.34 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 3), (4, 5)}   

 
รูปที ่2.34 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 3), (4, 5)} 

กรณี 1.10 A = {(1, 4), (4, 4)} 

พิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 4), (4, 4)} ซึ่งรูปที ่2.35 แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 

4), (4, 4)}   

 
รูปที ่2.35 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 4), (4, 4)} 
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กรณี 2 A = {(1, b), (1, d)} หรือ {(4, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคี ่

กรณี 2.1 A เปน {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 6), (1, 7)}, {(4, 1), (4, 2)} หรือ {(4, 6), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 2)} เทานั้น ซึ่งรูปที่ 2.36 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 2)}   

 
รูปที ่2.36 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 2)} 

กรณี 2.2 A เปน {(1, 2), (1, 3)}, {(1, 5), (1, 6)}, {(4, 2), (4, 3)} หรือ {(4, 5), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 2), (1, 3)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.37 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (1, 3)}   

 
รูปที ่2.37 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (1, 3)} 

กรณี 2.3 A เปน {(1, 3), (1, 4)}, {(1, 4), (1, 5)}, {(4, 3), (4, 4)} หรือ {(4, 4), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 3), (1, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.38 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 3), (1, 4)}   

 
รูปที ่2.38 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 3), (1, 4)} 
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กรณี 2.4 A เปน {(1, 1), (1, 4)}, {(1, 4), (1, 7)}, {(4, 1), (4, 4)} หรือ {(4, 4), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.39 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 4)}   

 
รูปที ่2.39 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 4)} 

กรณี 2.5 A เปน {(1, 1), (1, 6)}, {(1, 2), (1, 7)}, {(4, 1), (4, 6)} หรือ {(4, 2), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 6)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.40 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 6)} 

 
รูปที ่2.40 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 1), (1, 6)} 

กรณี 2.6 A เปน {(1, 2), (1, 5)}, {(1, 3), (1, 6)}, {(4, 2), (4, 5)} หรือ {(4, 3), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 7) – {(1, 2), (1, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.41 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (1, 5)} 

 
รูปที ่2.41 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 7) – {(1, 2), (1, 5)} 

กรณี 3 ถา A เปนเซตของชองสองชองอ่ืน ๆ ที่ไมอยูใน กรณี 1 และ 2 แลวจะเปนสองชองที่มีชองใดชองหนึ่ง

อยูในแถวที่ 2 หรือ 3 หรือเปนสองชองท่ีมีสีเดียวกันทั้งคู ดังนั้น โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะไมมีการเดินมา

แบบปดบน CB(4, 3) – A ดังกลาว 

� 
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ทฤษฎีบท 2.7 ให 1 ≤ b, d ≤ 8  

มีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – A ก็ตอเมื่อ 

(i) A = {(1, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคู หรือ 
(ii) A = {(1, b), (1, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคี่ หรือ 

(iii) A = {(4, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคี่ 

พิสูจน์ กรณี 1 A = {(1, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคู  

กรณี 1.1 A เปน {(1, 1), (4, 1)} หรือ {(1, 8), (4, 8)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 1)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.42 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 1)}  

 

รูปที ่2.42 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 1)} 

กรณี 1.2 A เปน {(1, 1), (4, 3)}, {(1, 3), (4, 1)}, {(1, 6), (4, 8)} หรือ {(1, 8), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 3)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.43 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 3)}   

 

รูปที ่2.43 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 3)} 

กรณี 1.3 A เปน {(1, 1), (4, 5)}, {(1, 4), (4, 8)}, {(1, 5), (4, 1)} หรือ {(1, 8), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.44 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 5)}   

 

รูปที ่2.44 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 5)} 
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กรณี 1.4 A เปน {(1, 1), (4, 7)}, {(1, 2), (4, 8)}, {(1, 7), (4, 1)} หรือ {(1, 8), (4, 2)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 7)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.45 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 7)}   

 

รูปที ่3.45 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (4, 7)} 

กรณี 1.5 A เปน {(1, 2), (4, 2)} หรือ {(1, 7), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 2)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.46 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 2)}   

 

รูปที ่2.46 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 2)} 

กรณี 1.6 A เปน {(1, 2), (4, 4)}, {(1, 4), (4, 2)}, {(1, 5), (4, 7)} หรือ {(1, 7), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.47 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 4)}   

 

รูปที ่3.47 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 4)} 
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กรณี 1.7 A เปน {(1, 2), (4, 6)}, {(1, 3), (4, 7)}, {(1, 6), (4, 2)} หรือ {(1, 7), (4, 3)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 6)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.48 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 6)}   

 

รูปที ่3.48 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 6)} 

กรณี 1.8 A เปน {(1, 3), (4, 3)} หรอื {(1, 6), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 3), (4, 3)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.49 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (4, 3)}   

 

รูปที ่2.49 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (4, 3)} 

กรณี 1.9 A เปน {(1, 3), (4, 5)}, {(1, 4), (4, 6)}, {(1, 5), (4, 3)} หรือ {(1, 6), (4, 4)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 3), (4, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.50 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (4, 5)}   

 

รูปที ่2.50 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (4, 5)} 
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กรณี 1.10 A เปน {(1, 4), (4, 4)} หรือ {(1, 5), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 4), (4, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.51 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 4), (4, 4)}   

 

รูปที ่2.51 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 4), (4, 4)} 

กรณี 2 A = {(1, b), (1, d)} หรือ {(4, b), (4, d)} เมื่อ b + d เปนจำนวนนับคี ่

กรณี 2.1 A เปน {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 7), (1, 8)}, {(4, 1), (4, 2)} หรือ {(4, 7), (4, 8)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 2)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.52 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 2)}   

 

รูปที ่2.52 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 2)} 

กรณี 2.2 A เปน {(1, 2), (1, 3)}, {(1, 6), (1, 7)}, {(4, 2), (4, 3)} หรือ {(4, 6), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 3)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.53 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 3)}   

 

รูปที ่2.53 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 3)} 
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กรณี 2.3 A เปน {(1, 3), (1, 4)}, {(1, 5), (1, 6)}, {(4, 3), (4, 4)} หรือ {(4, 5), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 3), (1, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.54 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (1, 4)}   

 

รูปที ่3.54 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (1, 4)} 

กรณี 2.4 A เปน {(1, 4), (1, 5)} หรือ {(4, 4), (4, 5)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 4), (1, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.55 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 4), (1, 5)}   

 

รูปที ่3.55 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 4), (1, 5)} 

กรณี 2.5 A เปน {(1, 1), (1, 4)}, {(1, 5), (1, 8)}, {(4, 1), (4, 4)} หรือ {(4, 5), (4, 8)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 4)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.56 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 4)}   

 

รูปที ่2.56 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 4)} 
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กรณี 2.6 A เปน {(1, 1), (1, 6)}, {(1, 3), (1, 8)}, {(4, 1), (4, 6)} หรือ {(4, 3), (4, 8)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 6)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.57 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 6)}   

 

รูปที ่2.57 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 6)} 

กรณี 2.7 A เปน {(1, 1), (1, 8)} หรือ {(4, 1), (4, 8)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 8)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.58 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 8)}   

 

รูปที ่2.58 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 1), (1, 8)} 

กรณี 2.8 A เปน {(1, 2), (1, 5)}, {(1, 4), (1, 7)}, {(4, 2), (4, 5)} หรือ {(4, 4), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 5)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.59 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 5)}   

 

รูปที ่2.59 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 5)} 
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กรณี 2.9 A เปน {(1, 2), (1, 7)} หรือ {(4, 2), (4, 7)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 7)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.60 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 7)}   

 

รูปที ่2.60 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (1, 7)} 

กรณี 2.10 A เปน {(1, 3), (1, 6)} หรือ {(4, 3), (4, 6)} 

จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน CB(4, 8) – {(1, 3), (1, 6)} เทานั้น ซึ่งรูปที ่2.61 

แสดงการเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (1, 6)}   

 

รูปที ่2.61 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 3), (1, 6)} 

กรณี 3 ถา A เปนเซตของชองสองชองอ่ืน ๆ ที่ไมอยูใน กรณี 1 และ 2 แลวจะเปนสองชองที่มีชองใดชองหนึ่ง

อยูในแถวที่ 2 หรือ 3 หรือเปนสองชองท่ีมีสีเดียวกันทั้งคู ดังนั้น โดยทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จะไมมีการเดินมา

แบบปดบน CB(4, 3) – A ดังกลาว 

� 
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บทที่ 3 

CB(4, n) เมื่อ n t 9 
 

 ในบทนี้จะพยายามพิสูจนขอความคาดการณของ [1] บางสวน โดยพิจารณาตำแหนงชอง 2 ชองบาง

ตำแหนงที่เมื่อลบออกจาก CB(4, n) แลวทำใหมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานที่เหลืออยู  

ทฤษฎีบทประกอบ 3.1 ให n, b เปนจำนวนนับที่ n t 9 และ 1 ≤ b ≤ n จะมีการเดินมาแบบปดบน CB(4, 

n) – {(1, b), (4, b)} เมื่อ 1 ≤ b ≤ 4 หรือ n – 3 ≤ b ≤ n  

พิสูจน์ ให n, b เปนจำนวนนับที่ n t 9 และ 1 ≤ b ≤ n จากความสมมาตร จึงเพียงพอที่จะพิจารณาบน

เฉพาะ 1 ≤ b ≤ 4 

กรณี 1 b = 1  

กรณี 1.1 มีจำนวนนับ t ที่ n = 5 + 4t แบง CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} ออกเปน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} 

1 อัน, CB(4, 4) t อัน และ CB(4, 2) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} ดังรูปที่ 3.1 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 8 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.2 และ สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 2) ดังรูปที่ 3.3  

 
รูปที่ 3.1 วิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)}  

 

 

รูปที่ 3.2 วิถี 8 เสน บน CB(4, 4) 
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รูปที่ 3.3 วิถี 4 เสน บน CB(4, 2) 

(ii) เชื่อมจุดยอด (1, 3), (2, 3), (3, 3) และ (4, 3) ของ CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} กับจุดยอด (2, 2), 

(1, 2), (4, 2) และ (3, 2) ของ CB(4, 4) อันแรก ตามลำดับ จากนั้นเชื่อมจุดยอด (2, 2) ของ CB(4, 3) – {(1, 

1), (4, 1)} กับจุดยอด (1, 1) และ (3, 1) ของ CB(4, 4) อันแรก และเชื่อมจุดยอด (3, 2) ของ CB(4, 3) – {(1, 

1), (4, 1)} กับจุดยอด (2, 1) และ (4, 1) CB(4, 4) อันแรก ดังรูปที่ 3.4  

(iii) สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t – 1 เชื่อมจุดยอด (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3) 

และ (4, 4) ของ CB(4, 4) อันที ่ i กับจุดยอด (2, 1), (2, 2), (1, 1), (1, 2), (4, 1), (4, 2), (3, 1) และ (3, 2) 

ของ CB(4, 4) อันที่ i + 1 ตามลำดับ 

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3) และ (4, 4) ของ CB(4, 4) อันที่ t 

กับจุดยอด (2, 1), (2, 2), (1, 1), (1, 2), (4, 1), (4, 2), (3, 1) และ (3, 2) ของ CB(4, 2) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.4 และ 3.5 เมื่อ 

n = 9 และ 13 ตามลำดับ      

 

รูปที ่3.4 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 9) – {(1, 1), (4, 1)} 

 
รูปที ่3.5 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 13) – {(1, 1), (4, 1)} 



31 
 

กรณี 1.2 มีจำนวนนับ t ที่ n = 6 + 4t แบง CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} ออกเปน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} 

1 อัน, CB(4, 4) t อัน และ CB(4, 3) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} ดังรูปที่ 3.1 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 8 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.2 และ สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 3) ดังรูปที่ 3.6  

 
รูปที่ 3.6 วิถี 4 เสน บน CB(4, 3) 

(ii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (ii) ในกรณี 1.1   

(iii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (iii) ในกรณี 1.1   

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3) และ (4, 4) ของ CB(4, 4) อันที่ t 

กับจุดยอด (2, 1), (2, 2), (1, 1), (1, 2), (4, 1), (4, 2), (3, 1) และ (3, 2) ของ CB(4, 3) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.7 และ 3.8 เมื่อ 

n = 10 และ 14 ตามลำดับ      

 

รูปที ่3.7 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 10) – {(1, 1), (4, 1)} 

 
รูปที ่3.8 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 14) – {(1, 1), (4, 1)} 
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กรณี 1.3 มีจำนวนนับ t ที่ n = 7 + 4t แบง CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} ออกเปน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} 

1 อัน, CB(4, 4) t อัน และ CB(4, 4) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} ดังรูปที่ 3.1 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 8 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.2 และ สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.9  

 
รูปที่ 3.9 วิถี 4 เสน บน CB(4, 4) 

(ii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (ii) ในกรณี 1.1   

(iii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (iii) ในกรณี 1.1   

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3) และ (4, 4) ของ CB(4, 4) อันที่ t 

กับจุดยอด (2, 1), (2, 2), (1, 1), (1, 2), (4, 1), (4, 2), (3, 1) และ (3, 2) ของ CB(4, 4) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.10 และ 3.11 

เมื่อ n = 11 และ 15 ตามลำดับ      

 

รูปที ่3.10 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 11) – {(1, 1), (4, 1)} 

 
รูปที ่3.11 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 15) – {(1, 1), (4, 1)} 
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กรณี 1.4 มีจำนวนนับ t ที่ n = 8 + 4t แบง CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} ออกเปน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} 

1 อัน, CB(4, 4) t อัน และ CB(4, 5) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 1), (4, 1)} ดังรูปที่ 3.1 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 8 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.2 และ สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 5) ดังรูปที่ 3.12  

 
รูปที่ 3.12 วิถี 4 เสน บน CB(4, 5) 

(ii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (ii) ในกรณี 1.1   

(iii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (iii) ในกรณี 1.1   

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 3) และ (4, 4) ของ CB(4, 4) อันที่ t 

กับจุดยอด (2, 1), (2, 2), (1, 1), (1, 2), (4, 1), (4, 2), (3, 1) และ (3, 2) ของ CB(4, 5) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 1), (4, 1)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.13 และ 3.14 

เมื่อ n = 12 และ 16 ตามลำดับ      

 

รูปที ่3.13 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 12) – {(1, 1), (4, 1)} 

 
รูปที ่3.14 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 16) – {(1, 1), (4, 1)} 
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กรณี 2 b = 2  

กรณี 2.1 มีจำนวนนับ t ที่ n = 6 + 2t แบง CB(4, n) – {(1, 2), (4, 2)} ออกเปน CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)} 

1 อัน, CB(4, 2) t อัน และ CB(4, 3) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 2), (4, 2)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)} ดังรูปที่ 3.15 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 2) ดังรูปที่ 3.3 และ สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) ดังรูปที่ 3.16 

 
รูปที่ 3.15 วิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)}  

 

 
รูปที่ 3.16 วิถี 2 เสน บน CB(4, 3)  

(ii) เชื่อมจุดยอด (1, 3), (2, 2), (3, 2) และ (4, 3) ของ CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)} กับจุดยอด (3, 1), 

(1, 1), (4, 1) และ (2, 1) ของ CB(4, 2) อันแรก ตามลำดับ ดังรูปที่ 3.17 

(iii) สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t – 1 เชื่อมจุดยอด (1, 2), (2, 2), (3, 2) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อัน

ที่ i กับจุดยอด (3, 1), (4, 1), (1, 1) และ (2, 1) ของ CB(4, 2) อันที่ i + 1 ตามลำดับ 

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 2), (2, 2), (3, 2) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อันที่ t กับจุดยอด (2, 2), (4, 1), (1, 

1) และ (3, 2) ของ CB(4, 3) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 2), (4, 2)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.17 และ 3.18 

เมื่อ n = 8 และ 10 ตามลำดับ      
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รูปที ่3.17 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 8) – {(1, 2), (4, 2)} 

 

รูปที ่3.18 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 10) – {(1, 2), (4, 2)} 

กรณี 2.2 มีจำนวนนับ t ที่ n = 7 + 2t แบง CB(4, n) – {(1, 2), (4, 2)} ออกเปน CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)} 

1 อัน, CB(4, 2) t อัน และ CB(4, 4) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 2), (4, 2)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) – {(1, 2), (4, 2)} ดังรูปที่ 3.15 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 2) ดังรูปที่ 3.3 และ สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.19 
 

 
รูปที่ 3.19 วิถี 2 เสน บน CB(4, 4)  

(ii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (ii) ในกรณี 2.1   

(iii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (iii) ในกรณี 2.1   

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 2), (2, 2), (3, 2) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อันที่ t กับจุดยอด (3, 1), (4, 1), (1, 

1) และ (2, 1) ของ CB(4, 4) ตามลำดับ 
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จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 2), (4, 2)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.20 และ 3.21

เมื่อ n = 9 และ 11 ตามลำดับ     

 
รูปที ่3.20 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 9) – {(1, 2), (4, 2)} 

 
รูปที ่3.21 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 11) – {(1, 2), (4, 2)} 

กรณี 3 b = 3  

กรณี 3.1 มีจำนวนนับ t ที่ n = 7 + 2t แบง CB(4, n) – {(1, 3), (4, 3)} ออกเปน CB(4, 4) – {(1, 3), (4, 3)} 

1 อัน, CB(4, 2) t อัน และ CB(4, 3) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 3), (4, 3)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 4) – {(1, 3), (4, 3)} ดังรูปที่ 3.22 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 2) ดังรูปที่ 3.3 และ สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) ดังรูปที่ 3.16 

 
รูปที่ 3.22 วิถี 2 เสน บน CB(4, 4) – {(1, 3), (4, 3)}  
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 (ii) เชื่อมจุดยอด (1, 4), (2, 4), (3, 4) และ (4, 4) ของ CB(4, 4) – {(1, 3), (4, 3)} กับจุดยอด (3, 1), 

(4, 1), (1, 1) และ (2, 1) ของ CB(4, 2) อันแรก ตามลำดับ ดังรูปที่ 3.23 

(iii) สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t – 1 เชื่อมจุดยอด (1, 2), (2, 2), (3, 2) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อัน

ที่ i กับจุดยอด (3, 1), (4, 1), (1, 1) และ (2, 1) ของ CB(4, 2) อันที่ i + 1 ตามลำดับ 

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 2), (2, 2), (3, 2) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อันที่ t กับจุดยอด (2, 2), (4, 1), (1, 

1) และ (3, 2) ของ CB(4, 3) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 3), (4, 3)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.23 และ 3.24 

เมื่อ n = 9 และ 11 ตามลำดับ      

 

รูปที ่3.23 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 9) – {(1, 3), (4, 3)} 

 

รูปที ่3.24 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 11) – {(1, 3), (4, 3)} 

กรณี 3.2 มีจำนวนนับ t ที่ n = 8 + 2t แบง CB(4, n) – {(1, 3), (4, 3)} ออกเปน CB(4, 4) – {(1, 3), (4, 3)} 

1 อัน, CB(4, 2) t อัน และ CB(4, 4) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 3), (4, 3)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 4) – {(1, 3), (4, 3)} ดังรูปที่ 3.23 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 2) ดังรูปที่ 3.3 และ สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.19 

 (ii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (ii) ในกรณี 3.1   

(iii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (iii) ในกรณี 3.1   

(iv) เชื่อมจุดยอด (1, 2), (2, 2), (3, 2) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อันที่ t กับจุดยอด (3, 1), (4, 1), (1, 

1) และ (2, 1) ของ CB(4, 4) ตามลำดับ 
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จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 3), (4, 3)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.25 และ 3.26

เมื่อ n = 10 และ 12 ตามลำดับ     

 

รูปที ่3.25 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 10) – {(1, 3), (4, 3)} 

 

รูปที ่3.26 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 12) – {(1, 3), (4, 3)} 

กรณี 4 b = 4  

กรณี 4.1 มีจำนวนนับ t ที่ n = 7 + 2t แบง CB(4, n) – {(1, 4), (4, 4)} ออกเปน CB(4, 4) – {(1, 4), (4, 4)} 

1 อัน, CB(4, 2) t อัน และ CB(4, 3) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 4), (4, 4)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 4) – {(1, 4), (4, 4)} ดังรูปที่ 3.27 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 2) ดังรูปที่ 3.3 และ สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 3) ดังรูปที่ 3.28 

 
รูปที่ 3.27 วิถี 2 เสน บน CB(4, 4) – {(1, 4), (4, 4)}  
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รูปที่ 3.28 วิถี 2 เสน บน CB(4, 3)  

 (ii) เชื่อมจุดยอด (2, 3), (2, 4), (3, 3) และ (3, 4) ของ CB(4, 4) – {(1, 4), (4, 4)} กับจุดยอด (1, 1), 

(1, 2), (4, 1) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อันแรก ตามลำดับ ดังรูปที่ 3.29 

(iii) สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t – 1 เชื่อมจุดยอด (2, 1), (2, 2), (3, 1) และ (3, 2) ของ CB(4, 2) อัน

ที่ i กับจุดยอด (1, 1), (1, 2), (4, 1) และ (4, 2) ของ CB(4, 2) อันที่ i + 1 ตามลำดับ 

(iv) เชื่อมจุดยอด (2, 1), (2, 2), (3, 1) และ (3, 2) ของ CB(4, 2) อันที่ t กับจุดยอด (1, 1), (1, 2), (4, 

1) และ (4, 2) ของ CB(4, 3) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 4), (4, 4)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.29 และ 3.30 

เมื่อ n = 9 และ 11 ตามลำดับ      

 

รูปที ่3.29 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 9) – {(1, 4), (4, 4)} 

 

รูปที ่3.30 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 11) – {(1, 4), (4, 4)} 
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กรณี 4.2 มีจำนวนนับ t ที่ n = 8 + 2t แบง CB(4, n) – {(1, 4), (4, 4)} ออกเปน CB(4, 4) – {(1, 4), (4, 4)} 

1 อัน, CB(4, 2) t อัน และ CB(4, 4) 1 อัน แลวสรางการเดินแบบปดของมาบน CB(4, n) – {(1, 4), (4, 4)} 

ตามข้ันตอนวิธีตอไปนี้       

(i) สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 4) – {(1, 4), (4, 4)} ดังรูปที่ 3.27 จากนั้น สำหรับแตละ i ที่ 1 ≤ i ≤ t 

สรางวิถี 4 เสน บน CB(4, 2) ดังรูปที่ 3.3 และ สรางวิถี 2 เสน บน CB(4, 4) ดังรูปที่ 3.31 

 
รูปที่ 3.31 วิถี 2 เสน บน CB(4, 3)  

(ii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (ii) ในกรณี 4.1   

(iii) เชื่อมจุดยอดตาง ๆ เหมือน (iii) ในกรณี 4.2 

(iv) เชื่อมจุดยอด (2, 1), (2, 2), (3, 1) และ (3, 2) ของ CB(4, 2) อันที่ t กับจุดยอด (1, 1), (1, 2), (4, 

1) และ (4, 2) ของ CB(4, 4) ตามลำดับ 

จึงจะทำใหไดการเดินมาแบบปดบน CB(4, n) – {(1, 4), (4, 4)}  ดังตัวอยางในรูปที่ 3.32 และ 3.33

เมื่อ n = 10 และ 12 ตามลำดับ      

 

รูปที ่3.32 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 10) – {(1, 4), (4, 4)} 

 
รูปที ่3.33 การเดินมาแบบปดบน CB(4, 12) – {(1, 4), (4, 4)} 

� 
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บทที่ 4 

สรุปและข้อเสนอแนะ 
 

 โครงงานนี้ตอบคำถามของ Bi และ คณะไดอยางสมบูรณสำหรับ CB(4, n) เมื่อ n ≤ 8 อยางไรก็ดีใน

กรณีท่ี n ≥ 9 สามารถหาคำตอบไดเพียงบางสวนเทานั้น ผูที่สนใจอาจพยายามหาวิธีสรางการเดินแบบปดของ

มาบน C(4, n) – A เมื่อ A เปนเซตของชองสองชองที่ตางสีกันในแถวที่ 1 หรือ แถวที่ 4 
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แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2562 

ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย) การเดินมาแบบปดบนกระดานหมากรุกขนาด 4 × n ที่ถูกลบสองชองเม่ือ      

n ≥ 3   

ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ)     Closed knight’s tours on 4 × n chessboards with two squares 

removed where n ≥ 3 

อาจารยที่ปรึกษา รองศาสตราจารย ดร.รตินันท  บุญเคลือบ 

ผูดำเนินการ นายธนธรณ  แกววรรณรัตน เลขประจำตัวนิสิต 5933522023 

 สาขาวิชาคณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 

 คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

____________________________________________________________________________________________________________________ 

หลักการและเหตุผล 

ในเกมหมากรุก จะมีตัวหมากหลายชนิด แตมีตัวหมากตัวหนึ่งที่เราสนใจ คือ มา ซึ่งมาในกระดาน

หมากรุกนั้นจะมีวิธีการเดินที่นาสนใจ คือ มาจะเดินตามแนวตั้งหรือแนวนอนไปสองชองแลวเดินทำมุมฉากกับ

แนวเดิมไปอีกหนึ่งชองบนกระดาน เราจะเรียกการเดินแบบนี้วา การเดินของมาแบบปกติ โดยทั่วไปแลว

กระดานหมากรุกที่นิยมเลนกันปกติจะมีขนาด 8 x 8 นั่นคือ กระดานหมากรุกจะประกอบดวยชองรูปสี่เหลี่ยม

จัตุรัสจำนวนแปดแถว และแปดหลัก ตอมาไดมีการพิจารณากระดานหมากรุกที่มขีนาด m x n ซ่ึง

ประกอบดวยชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจำนวน m แถว และ n หลัก เมื่อพิจารณาดูการเดินของมาบนกระดาน

หมากรุกแลว จะพบวาเราสามารถนำมาจำลองเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไดโดยใชกราฟดวยการแทนชองรูป

สี่เหลี่ยมจัตุรัสแตละชองเปนจุดยอดของกราฟและจุดยอดสองจุดจะมีเสนเชื่อมหรือเรียกวาประชิดกันถามา

สามารถเดินจากชองหนึ่งไปยังอีกชองหนึ่งไดดวยหลักการเดินของมาแบบปกติ  

ในโครงงานนี้ เราจะศึกษาไปที่ปญหาทางคณิตศาสตรเกี่ยวกับการเดินของมาบนกระดานหมากรุก 

โดยมาจะตองเดินผานชองทุกชองบนกระดานหมากรุกเพียงชองละหนึ่งครั้งเทานั้นและเปนไปตามหลักการเดิน

ของมาแบบปกต ิถาการเดินของมาบนกระดานหมากรุกนั้นมีจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเปนชองเดียวกัน เราจะ

เรียกการเดินมานั้นวา “การเดินมาแบบปด” แตถาจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเปนชองที่แตกตางกัน เราจะเรียก

การเดินมานั้นวา “การเดินมาแบบเปด”  

ในปค.ศ.1991 Schwenk [4] ไดใหทฤษฎีบทไววา สำหรับกระดานหมากรุกขนาด m × n โดยที่  m ≤ 

n จะมีการเดินมาแบบปด ยกเวนเงื่อนไขใดเงื่อนไขหนึ่งหรือมากกวาในสามเงื่อนไข ดังนี้ (1) m และ n เปน
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จำนวนคี่ (2) m = 1, 2 หรือ 4 (3) m = 3 และ n = 4, 6 หรือ 8 นั่นคือ ถาเกิดกรณีเหลานี้ขึ้นเพียงเงื่อนไขใด

เงื่อนไขหนึ่ง แลวจะไมสามารถหาการเดินมาแบบปดบนกระดานหมากรุกขนาด m × n นั้นได เนื่องจากมี

กระดานหมากรุกขนาด m × n จากสามเงื่อนไขที่ไมสามารถหาการเดินมาแบบปดบนกระดานได จึงทำให

ตอมา ในป ค.ศ. 2009 DeMaio และ Hippchen [2] ไดสนใจและศึกษาเกี่ยวกับการหาจำนวนชองที่นอยที่สุด

บนกระดานหมากรุกขนาด m × n ทีถู่กลบออกไปแลวทำใหมีการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลือ ซึ่งตอมา

ในป ค.ศ. 2013  Miller และ Farnsworth [3] ไดหาตำแหนงในการลบชองหนึ่งชองท่ีเปนไปไดทั้งหมด ออก

จากกระดานหมากรุกขนาด 3 × n แลวทำใหมีการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยู และตอมาในปค.ศ. 

2015 Bi และคณะ [1] ไดสรางเงื่อนไขท่ีขยายงานของ Miller และ Farnsworth [3] โดยการพิสูจนวาเรา

สามารถลบชองใดเพียงหนึ่งชองไดบางจากกระดานหมากรุกขนาด m x n โดยที่ m, n เปนจำนวนคี่ที่มากกวา

หรือเทากับ 3  ที่เมื่อลบแลวทำใหมีการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยู  

ตอมาเมื่อพิจารณา กระดานหมากรุกขนาด 4 x n เนื่องจากทฤษฎีบทของ Schwenk [4] กระดาน

หมากรุกขนาด 4 x n ไมสามารถหาการเดินมาแบบปดได แตในป ค.ศ. 2009 DeMaio และ Hippchen [2] 

ไดพิสูจนไวแลววา หากลบชองออกสองชองจากกระดานหมากรุกขนาด 4 x n จะเพียงพอที่รับประกันไดวามี

การเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลือเสมอ ในโครงงานนี้ จึงไดสนใจและขยายแนวคิดของ Bi และคณะ [1] 

ในการหาตำแหนงที่เปนไปไดทั้งหมดในการลบชองสองชองออกจากกระดานหมากรุกขนาด  4 x n โดยที่ n ≥ 

3 แลวทำใหสามารถหาการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยูได 

วัตถุประสงค ์

เพ่ือหาตำแหนงที่เปนไปไดทั้งหมดในการลบชองสองชองออกจากกระดานหมากรุกขนาด 4 x n โดยที่ 

n ≥ 3 แลวทำใหสามารถหาการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยูได 

ขอบเขตของโครงงาน 

ศึกษากระดานหมากรุกขนาด 4 × n และการเดินมาแบบปดบนกระดานดังกลาวเทานั้น  

วิธีการดำเนินงาน 

แผนการศึกษา 

1. ศึกษาการเดินของมาแบบปกติบนกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐานและการเดินของมาแบบปดบน
กระดานหมากรุกขนาด m x n 

2. หาตำแหนงที่ในการลบชองสองชองออกจากกระดานหมากรุกขนาด 4 x n โดยที่ n ≥ 3 แลวทำให
สามารถหาการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยูได 

3. พิสูจนวาตำแหนงที่หาไดนั้นเปนตำแหนงที่เปนไปไดทั้งหมดแลว 
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ระยะเวลาที่ศึกษา 

 

ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

1. ไดตำแหนงที่เปนไปไดทั้งหมดในการลบชองสองชองออกจากกระดานหมากรุกขนาด 4 x n โดยที ่    
n ≥ 3 แลวทำใหสามารถหาการเดินมาแบบปดบนกระดานที่เหลืออยูได 

2. ไดฝกฝนการคิด วิเคราะห ตั้งคำถาม และแกไขปญหา  
 

อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 

Microsoft Word  Microsoft Powerpoint  กระดาษ A4 กระดาษกราฟ และ External Harddisk 

 

 

      ขั้นตอนการ

ดำเนินการ 

เดือน 

ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. พ.ค. 

1. ศึกษาเนื้อหาที่เก่ียวของและ
เสนอหัวขอโครงงาน 

           

2. ดำเนินการโครงงาน 

- ศึกษาการเดินของมาแบบปกติ
บนกระดานหมากรุกขนาด
มาตรฐานและการเดินของมา
แบบปดบนกระดานหมากรุก
ขนาด m × n 

- หาตำแหนงที่ในการลบชองสอง
ชองออกจากกระดานหมากรุก
ขนาด 4 × n โดยที่  
n ≥ 3 แลวทำใหสามารถหา

การเดินมาแบบปดบนกระดาน

ที่เหลืออยูได 

- พิสูจนวาตำแหนงที่หาไดนัน้
เปนตำแหนงที่เปนไปไดทั้ง
หมดแลว 

           

3. เขียนรายงานและนำเสนอ
โครงงาน 
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งบประมาณ 

1. กระดาษ A4             500  บาท 
2. คาอุปกรณเครื่องเขียน                   2000 บาท 
3. คาถายเอกสาร                                           500   บาท 
4. อุปกรณจัดเก็บขอมูล                                    2000 บาท 
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[3] Amanda M. Miller, David L. Farnsworth. (2013). Knight's Tours on 3 x n Chessboards with a 

Single Square Removed, Open Journal of Discrete Mathematics, 3, 56-59. 

[4] Allen J. Schwenk. (1991). Which rectangular chessboards have a knight’s tour?, Mathematics      

Magazine, 64(5), 325-332. 
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ประวัติผู้เขียน 

 

   นายธนธรณ แกววรรณรัตน                                                 

เลขประจำตัวนิสิต 5933522023                           

สาขาวิชาคณิตศาสตร                                         

ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร                

คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 
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