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บทท่ี 1 
บทนําและความรูพื้นฐาน 

 
 ไดกราฟ  (   ) ประกอบดวยเซต   ของจุดยอดจํานวน   จุด และ   เปนเซตของคูอันดับ (   ) 
สับเซตของ  ×   หรือเสนเชื่อมแสดงทิศทาง (   ) จํานวน   เสน ทั้งนี้สําหรับเสนเชื่อมแสดงทิศทาง  

(   ) ของไดกราฟ  (   ) จะเรียกจุดยอด   วา จุดเริ่มตน และ จุดยอด   วา จุดปลาย โดยจะเขียนแทน     

เสนเชื่อมแสดงทิศทาง (   ) ดวยเสนตรงที่มีลูกศรชี้จากจุดยอด   ไปยังจุดยอด   ดังตัวอยางในภาพ 1.1     
ทีเ่ปนไดกราฟท่ีมจีุดยอด 6 จุด และเสนเชื่อมแสดงทิศทาง 10 เสน   
 

 
ภาพที ่1.1 ตัวอยางไดกราฟ 

 โดยทั่วไป การกํากับของกราฟหรือไดกราฟ คือ ฟงกชันจากเซตของจุดยอด หรือเซตของเสนเชื่อม หรือ

ทั้งสองเซตของกราฟ ไปยังสับเซตของจํานวนเต็ม โดยฟงกชันดังกลาวจะมีสมบัติบางประการ ซึ่งในโครงงานนี้ 

สนใจศึกษาการกํากับบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่สมบัติพิเศษ ซึ่งเรียกวา การกํากับอยางสงางาม

บนเสนเชื่อมแสดงทิศทาง ดังบทนิยามตอไปนี้ 
 
บทนิยาม 1.1 การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (   ) คือ ฟงกชัน   แบบ  
สมนัยหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {1 2 3    } ที่มีสมบัติวา      {0 1 2     –  1} ซ่ึงกําหนดโดย  

 ( ) =  ( ) −  ( )  (     ) 
เปนฟงกชันสมนัยหนึ่งตอหนึ่ง เมื่อ 
  ( ) คือ ผลรวมของจํานวนซึ่งกํากับโดย   บนเสนเชื่อมที่มีทิศพุงเขาหาจุดยอด   และ 
      ( )  คือ ผลรวมของจํานวนซึ่งกํากับโดย   บนเสนเชื่อมที่มีทิศพุงออกจากจุดยอด   
  
 ใน ค.ศ. 2011 Gayathri และ Vanitha [1] ไดศึกษาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทาง
ของไดกราฟที่ไมมีวง กลาวคือ ไดกราฟ  (   ) ที่มีจุดยอดเปน   (   ) = {             

𝒗𝟏 

𝒗ퟔ 
 

𝒗𝟐 
 

𝒗ퟓ 
 

𝒗𝟑 
 

𝒗ퟒ 
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                           } และมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางในลักษณะดัง

ภาพ 1.2 และตัวอยางในภาพ 1.3 เปนการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (5 10)  

 
ภาพที ่1.2 ไดกราฟ  (   ) 

 
ภาพที ่1.3 การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (5 10) 

 นอกจากนี้ [1] ยังไดสรางการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ 〈    〉 เมื่อ 

  เปนจํานวนนับ ที่  ≥ 2 และ   เปนจํานวนนับคี่ที่   ≥ 3 โดยที่ไดกราฟนี้มี  〈    〉 =
{                                                  
   } และมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางในลักษณะดังภาพ 1.4 และตัวอยางในภาพ 1.5 เปนการกํากับอยาง     
สงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ 〈   7〉  

 
ภาพที ่1.4 ไดกราฟ 〈    〉 
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ภาพที ่1.5 การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ 〈   7〉 

 ยิ่งไปกวานั้น [1] ยังไดสรางการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ   เมื่อ   

เปนจํานวนนับคี่ที่  ≥ 5 โดยที่ไดกราฟนี้มี  ( ) = {                             

  } และมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางในลักษณะดังภาพ 1.6 และตัวอยางในภาพ 1.7 เปนการกํากับอยางสงา
งามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ   

 
ภาพที ่1.6 ไดกราฟ   

 
ภาพที ่1.7 การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ   
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 และในปเดียวกัน Gayathri และ Vanitha [2] ไดศึกษาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดง

ทิศทางของไดกราฟที่มีวง 1 วง กลาวคือ ไดกราฟ      เมื่อ   และ   เปนจํานวนนับที่  ≥ 2 

โดยที่      = {                   } และมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางใน

ลักษณะดังภาพ 1.8 และตัวอยางในภาพ 1.9 เปนการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของ        

ไดกราฟ      

 
ภาพที ่1.8 ไดกราฟ      

 
ภาพที ่1.9 การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ      

 Gayathri และ Vanitha [2] ยังไดสรางการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ 
     เมื่อ   และ   เปนจํานวนนับที่  ≥ 2 และ      = {            

         } และมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางในลักษณะดังภาพ 1.10 และตัวอยางในภาพ 1.11 เปนการ
กํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ      
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ภาพที ่1.10 ไดกราฟ      

 
ภาพที ่1.11 การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ      

 สุดทาย [2] ไดสรางการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ     เมื่อ   เปน

จํานวนนับคู และ   เปนจํานวนนับคี่ที่  ≥ 3  โดยที่  (   ) = {                   

                       } และมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางในลักษณะดังภาพ 1.12 
และตัวอยางในภาพ 1.13 เปนการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ     

 
ภาพที ่1.12 ไดกราฟ     
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ภาพที ่1.13 การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ     

 จากผลการศึกษาของ Gayathri และ Vanitha ทั้งจาก [1] และ [2] ซึ่งมุงพิจารณาไดกราฟที่ไมมีวง 
และไดกราฟที่มีวงเพียงวงเดียว โครงงานนี้จงึขยายแนวคิดเพ่ือศึกษาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดง
ทิศทางของไดกราฟที่มีวงอยางนอย 2 วงบางชนิดที่นิยามโดยบทนิยามตอไปนี้  
 

บทนิยาม 1.2  ให   เปนจํานวนนับที่  ≥ 2 และ            เปนจํานวนนับที่  ≥ 3 ทุก   ที่ 

1 ≤  ≤    ไดกราฟ  (         ) มี   (         ) = {                 

                           } ซึ่งแตละวงมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางพุงออกจาก 

  ไปยัง   เสนเชื่อมเสนตอไปชี้ทิศทางตรงขามกับเสนแรก เสนเชื่อมเสนที่ 3 ชี้ทิศทางตรงขามกับเสนที่ 2 
และเปนเชนนี้เรื่อยไปจนถึงเสนเชื่อมแสดงทิศทางเสนสุดทายของวงนั้น ๆ ในลักษณะดังภาพ 1.14 ซึ่งแสดง 
 (3 4 5) 

 
ภาพที ่1.14 ไดกราฟ  (3 4 5) 
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 โดยไดกราฟที่จะศึกษาในโครงงานนี้เปนกรณีพิเศษของไดกราฟในบทนิยาม 1.2 ที่  =   ทุก   ที่ 
1 ≤  ≤   ซ่ึงจะใชสัญลักษณ  ( ×  ) แทน  (         ) ดังตัวอยาง  (3 × 7) ในภาพ 1.15 

 
ภาพที ่1.15 ไดกราฟ  (3 × 7) 
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บทที่ 2                                                                              
การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ 푪(풄 × 풂) 

 
  ให   เปนจํานวนเต็มคี่ที่  ≥ 3 และ   เปนจํานวนเต็มที่  ≥ 2 จะไดวาไดกราฟ  ( ×  ) ในบท

นิยาม 1.2 มีจํานวนจุดยอดเปน  = ( − 1) + 1 ≥ 7 และมีจํานวนเสนเชื่อมเปน  =   ≥ 6 สรางการ

กํากับ     {1 2 3     } บนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟดังกลาวโดยขั้นตอนวิธีตอไปนี้ 

 
ขั้นตอนวิธี 1  (i)     =    เมื่อ 1 ≤  ≤   

(ii)     =  + (2 − 1)   เมื่อ 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

(iii)     =  + 2    เมื่อ 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 1 

(iv)     =  +  − 1  เมื่อ 1 ≤  ≤   

 
ทฤษฎีบท 2.1  สําหรับ  ≥ 7 การกํากับบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  ( ×  ) ที่สรางโดยขั้นตอน

วิธี 1 เปนการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  ( ×  ) 
 
บทพิสูจน จะแบงการพิสูจนเปนสามข้ันตอนดังนี้ 
ขั้นที่ 1. จะแสดงวา   เปนฟงกชันสมนัยหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปทั่วถึง {1 2 3     } 
สังเกตวา  =     1 ≤  ≤  = { |1 ≤  ≤  } = {1 2 3    }  

 =     1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤
 − 1
2 

 

      =     1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

      =  + (2 − 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

      = { + 1  + 2  + 3   2  3 + 1 3 + 2 3 + 3   4  5 + 1 5 + 2 5 + 3   6     
            ( − 2) + 1 ( − 2) + 2 ( − 2) + 3   ( − 1) }  
 =     1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤

 − 1
2 

− 1  

      =     1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

      =  + 2    1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

      = {2 + 1 2 + 2 2 + 3   3  4 + 1 4 + 2 4 + 3   5  6 + 1 6 + 2 6 + 3   7     
            ( − 3) + 1 ( − 3) + 2 ( − 3) + 3   ( − 2) }  
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 =     1 ≤  ≤  = { +  − 1  |1 ≤  ≤  } 

      = {( − 1) + 1 ( − 1) + 2 ( − 1) + 3     } 

 ทําใหไดวา  ( ) =        = {1  2 3     } ดังนั้น   เปนฟงกชันจาก   ไปทั่วถึง 

{1 2 3     } และเนื่องจาก | | =    จึงไดวา   เปนฟงกชันสมนัยหนึ่ งตอหนึ่ งจาก   ไปทั่วถึง 

{1 2 3     }  
 
ขั้นที่ 2. จะคํานวณคาของฟงกชัน   ที่จุดยอดของไดกราฟ  ( ×  ) 

 2.1 จากข้ันตอนวิธี 1 (i) และ (ii) จะไดวา ถา 1 ≤  ≤   แลว 

    =     +  (   ) =  + ( +  ) = 2 +     

 ตอมาเนื่องจากไมมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางพุงออกจากจุดยอด   ทุก 1 ≤  ≤   จะไดวา   = 0  

 ดังนั้น    = (2 +  ) (     ) 

  2.1.1 กรณ ี  = 3 และ 1 ≤  <  จะไดวา  = 2 + 1 > 2 +   ดังนั้น   = 2 +      

  2.1.2 กรณ ี  = 3 และ ≤  ≤   จะได  = 2 + 1 ≤ 2 +  ≤ 3 < 4 + 2 = 2   
  ดังนั้น   = 2 +  −    
  2.1.3 กรณ ี  ≥ 5 จะไดวา ถา 1 ≤  ≤   แลว 2 +  ≤ 3 < 4 + 1 ≤ ( − 1) + 1 =    
  ดังนั้น   = 2 +   
  
 2.2 เนื่องจากไมมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางพุงเขาหาจุดยอด   ทุก 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 1         

 จะไดวา    = 0  
 ตอมาจากข้ันตอนวิธี 1 (ii) และ (iii) จะไดวา ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 1 แลว 

    =     +  (   ) = ( + (2 − 1) ) + ( + 2  ) = 2 + (4 − 1)        
 ดังนั้น    = (−2 − (4 − 1) ) (     ) 

  2.2.1 กรณี 2 + (4 − 1) ≤   จะได   =  − 2 − (4 − 1)   

  2.2.2 กรณี 2 + (4 − 1) >   สังเกตวาในกรณีนี้  

 < 2 + (4 − 1) ≤ 2 + 4
 − 1
2 

− 1 − 1  = 2 −  − 2 < 2  

  ดังนั้น   = 2 − 2 − (4 − 1)  
 2.3 จากข้ันตอนวิธี 1 (ii) และ (iii) จะไดวา ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 2 แลว 

    =     +  (   ) = ( + 2  ) + ( + (2( + 1) − 1) )   
       = 2 + (4 + 1)   
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 ตอมาเนื่องจากไมมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางพุงออกจากจุดยอด   ทุก 1 ≤  ≤    

 และ 1 ≤  ≤ − 2 จะไดวา   = 0 

 ดังนั้น   = (2 + (4 + 1) ) (     ) 

  2.3.1 กรณ ี2 + (4 + 1) <   จะได    = 2 + (4 + 1)  
  2.3.2 กรณ ี2 + (4 + 1) ≥   สังเกตวาในกรณีนี้  

 ≤ 2 + (4 + 1) ≤ 2 + 4
 − 1
2 

− 2 + 1  = 2 − 5 − 2 < 2  
  ดังนั้น   = 2 + (4 + 1) −   
 
 2.4 จากข้ันตอนวิธี 1 (ii) และ (iii) จะไดวา ถา − 1 ≥ 3 และ 1 ≤  ≤   แลว  

     =     +      

    =  + 2 − 1  +  + 2 − 1       
                 = 2 + 2 − 3 − 2  
 ตอมาเนื่องจากไมมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางพุงออกจากจุดยอด   ทุก 1 ≤  ≤   จะไดวา  

   = 0 

 ดังนั้น    = (2 + 2 − 3 − 2)(     ) 

 เนื่องจาก 2 − 3 − 2 ≤ − − 2 < ( − 1) + 1 =   ดังนั้น    =  + 2 − 3 − 2  

 

 2.5 เนื่องจากไมมีเสนเชื่อมแสดงทิศทางพุงเขาหาจุดยอด   ทุก 1 ≤  ≤   จะไดวา    = 0

 ตอมาจากขั้นตอนวิธี 1 (ii) และ (iv) จะไดวา ถา 1 ≤  ≤   แลว 

    =     +     =  + 2 − 1  + ( +  − 1)  

    = 2 + 2 −  − 2 

 ดังนั้น   = (2 +  − 2 − 2 ) (     )   

  2.5.1 กรณ ี2 +  − 2 ≥ 0 จะไดวา    = 2 +  − 2  

  2.5.2 กรณ ี2 +  − 2 < 0 จะไดวา  + 2 +  − 2 ≥  +  > 0  

  ดังนั้น    =  + 2 +  − 2   
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 2.6 จากข้ันตอนวิธี 1 (i) และ (iv) จะไดวาถา 1 ≤  ≤   แลว   
  ( ) = ∑     = ∑  = ( ) และ 

  ( ) = ∑     = ∑ ( +  − 1) = ( ) 

 ดังนั้น  ( ) = ( ) − ( )  (     ) =  ( − 1) (     ) 
 เนื่องจาก  −  = ( − 1) + 1 −  = ( − 2) + 1 > 0  
 ดังนั้น  ( ) =  −   
 
ขั้นที่ 3 จะแสดงวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2    − 1} โดยจะแบงการพิจารณาเปน

กรณีตาง ๆ ตามคาของ   และ   ดังตอไปนี้ 
 3.1 กรณ ี = 3 และ   เปนจํานวนเต็มคู สังเกตวา − 2 < − 1 = 0, − 1 = 1 และ  

  − 1 = 2  ดังนั้น 

 จาก 2.1.1 และ 2.1.2 จะไดวา 
   1 ≤  ≤   =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

    = 2 +  1 ≤  ≤  2 +  − (2 + 1) ≤  ≤      

    = { + 2  + 4  + 6   2 }  {1 3 5    − 1} 
    =     
  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต  + 2 ถึง 2  และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคี่ตั้งแต 1  
 ถึง  − 1 
   ตอมาจาก 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา 
    1 ≤  ≤    =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

     = 2 +  − 2 1 ≤  ≤  (2 + 1) + 2 +  − 2 ≤  ≤   

     = {0 2 4    }  { + 3  + 5  + 7   2 − 1} 
     =     

  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต 0 ถึง   และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคี่ตั้งแต  + 3  
 ถึง 2 − 1 
 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(2 + 1) −  } = { + 1} =    
 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใด ๆ จากบรรดา         และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย 
 ยิ่งไปกวานั้น          = {0 1 2   2 }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   2 }  



12 
 

 
ภาพที่ 2.1 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (2 × 3) 

 

ภาพที่ 2.2 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (4 × 3) 

 3.2 กรณ ี = 3 และ   เปนจํานวนเต็มคี่ สังเกตวา − 2 < − 1 = 0, − 1 = 1 และ  
  − 1 = 2  ดังนั้น 

 จาก 2.1.1 และ 2.1.2 จะไดวา 
   1 ≤  ≤   =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

    = 2 +  1 ≤  ≤  2 +  − (2 + 1) ≤  ≤    

    = { + 2  + 4  + 6   2 − 1}  {0 2 4    − 1} 
    =      

 จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคี่ตั้งแต  + 2 ถึง 2 − 1 และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคู

ตั้งแต 0 ถึง  − 1 
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 ตอมาจาก 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา 

    1 ≤  ≤   =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

    = 2 +  − 2 1 ≤  ≤  (2 + 1) + 2 +  − 2 ≤  ≤   

    = {1 3 5    }  { + 3  + 5  + 7   2 } 
    =     

  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคี่ตั้งแต 1 ถึง   และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต  + 3  
 ถึง 2  
 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(2 + 1) −  } = { + 1} =    
 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใด ๆ จากบรรดา         และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย 
 ยิ่งไปกวานั้น          = {0 1 2   2 }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   2 }   

 
ภาพที ่2.3 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (3 × 3) 

 3.3 กรณี  = 5 และ   เปนจํานวนเต็มคู สังเกตวา − 2 = 0, − 1 = 1, − 1 = 3 และ  
  − 1 = 4  ดังนั้น 

 จาก 2.1.3 จะไดวา 
   1 ≤  ≤   = {2 +  |1 ≤  ≤  } = { + 2  + 4  + 6   3 } =     

  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต  + 2 ถึง 3  
 ตอมาสังเกตวาถา 1 ≤  ≤  แลว 2 + 3 ≤ 4 < 4 + 1 =   และถา ≤  ≤   แลว 2 + 3 ≥ 

 4 + 2 > 4 + 1 =   ดังนั้นโดย 2.2.1 และ 2.2.2 จะไดวา   
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   1 ≤  ≤   =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

    = (4 + 1) − 2 − 3 1 ≤  ≤  2(4 + 1) − 2 − 3 ≤  ≤      
    = {1 3 5    − 1}  {3 + 2 3 + 4 3 + 6   4 } 
    =     

  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคี่ตั้งแต 1 ถึง  − 1 และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต  
 3 + 2 ถึง 4  
 ตอมาโดย 2.4 จะไดวา   
   1 ≤  ≤   = {(4 + 1) + 2 − 3 − 2|1 ≤  ≤  } 
    = { − 1 + 2 |1 ≤  ≤  }    
    = { + 1  +  3  + 5   3 − 1} 
    =    
  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคี่ตั้งแต  + 1 ถึง 3 − 1 
 ตอมาโดย 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา   
   1 ≤  ≤   =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

    = 2 +  − 2 1 ≤  ≤  (4 + 1) + 2 +  − 2 ≤  ≤   

    = {0 2 4    }  {3 + 3 3 + 5 3 + 7   4 − 1} 
    =     

  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต 0 ถึง   และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคีต่ั้งแต 3 + 3  
 ถึง 4 − 1 
 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(4 + 1) −  } = {3 + 1} =   
 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใด ๆ จากบรรดา             และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย 
 ยิ่งไปกวานั้น              = {0 1 2   4 }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   4 }  

 
ภาพที่ 2.4 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (2 × 5) 
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ภาพที่ 2.5 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (4 × 5) 

 3.4 กรณี  = 5 และ   เปนจํานวนเต็มค่ี สังเกตวา − 2 = 0, − 1 = 1, − 1 = 3 และ  
  − 1 = 4  ดังนั้น 

 จาก 2.1.3 จะไดวา 
   1 ≤  ≤  = {2 +  |1 ≤  ≤  } = { + 2  + 4  + 6  3 } =     

  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคีต่ั้งแต  + 2 ถึง 3  

 ตอมาสังเกตวาถา 1 ≤  ≤  แลว 2 + 3 ≤ 4 + 1 =   และถา ≤  ≤   แลว 2 + 3 ≥ 

 4 + 3 > 4 + 1 =   ดังนั้นโดย 2.2.1 และ 2.2.2 จะไดวา   
   1 ≤  ≤   =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

    = (4 + 1) − 2 − 3 1 ≤  ≤  2(4 + 1) − 2 − 3 ≤  ≤      

           = {0 2 4    − 1}  {3 + 2 3 + 4 3 + 6   4 + 1} 
    =     

 จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต 0 ถึง  − 1 และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคี่ตั้งแต 

3 + 2 ถึง 4 + 1 
 ตอมาโดย 2.4 จะไดวา   
   1 ≤  ≤      = {(4 + 1) + 2 − 3 − 2|1 ≤  ≤  } 
    = { − 1 + 2 |1 ≤  ≤  } 
    = { + 1  +  3  + 5   3 − 1} 
    =   

  จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคีต่ั้งแต  + 1 ถึง 3 − 1 
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 ตอมาโดย 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา   
   1 ≤  ≤   =   1 ≤  ≤    ≤  ≤   

    = 2 +  − 2 1 ≤  ≤  (4 + 1) + 2 +  − 2 ≤  ≤   

    = {1 3 5    }  {3 + 3 3 + 5 3 + 7   4 } 
    =     

 จะเห็นวา   เปนเซตของจํานวนเต็มคูตั้งแต 1 ถึง   และ   เปนเซตของจํานวนเต็มคีต่ั้งแต 3 + 3  
ถึง 4  

 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(4 + 1) −  } = {3 + 1} =   
 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใด ๆ จากบรรดา             และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย 
 ยิ่งไปกวานั้น              = {0 1 2   4 }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   4 }  

 
ภาพที ่2.6 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (3 × 5) 

 3.5 กรณี  ≥ 7,  เปนจํานวนเต็มคู และ   เปนจํานวนเต็มคู สังเกตวา − 2 = ≥ 1,        
 − 1 = ≥ 2, − 1 =  − 2 ≥ 3 และ  − 1 = ( − 1)  ดังนั้น 

 จาก 2.1.3 จะไดวา 
   1 ≤  ≤  = {2 +  |1 ≤  ≤  } = { + 2  + 4  + 6  3 } =    
  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4) และ   เปนจํานวนเต็มคู  
 และ   [ + 2 3 ] 
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 ตอมาสังเกตวา  
 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) ≤ 2 + 4 − 1   

 =  − 1 −  <   และ 
 ถา ≤  ≤ − 1 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) > 2 + 4 − 1   

 =  +  + 1 >    
 ดังนั้นโดย 2.2.1 และ 2.2.2 จะไดวา  
        1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 1  

 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1  

  = ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

   2 ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1     
 = {3 − (2 − 1)|1 ≤  ≤  }  {7 − (2 − 1)|1 ≤  ≤  }  {11 − (2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
     {( − 4) − (2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
   {5 − (2 − 2)|1 ≤  ≤  }  {9 − (2 − 2)|1 ≤  ≤  }  {13 − (2 − 2)|1 ≤  ≤  } 
     {( − 2) − (2 − 2)|1 ≤  ≤  } 
 = { + 1  + 3  + 5   3 − 1}  {5 + 1 5 + 3 5 + 5   7 − 1} 
        {9 + 1 9 + 3 9 + 5   11 − 1} 
     {( − 6) + 1 ( − 6) + 3 ( − 6) + 5   ( − 4) − 1} 
   {3 + 2 3 + 4 3 + 6   5 }  {7 + 2 7 + 4 7 + 6   9 } 
   {11 + 2 11 + 4 11 + 6   13 } 
     {( − 4) + 2 ( − 4) + 4 ( − 4) + 6   ( − 2) } 
 =                     
  จะเหน็วาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปน 
 จํานวนเต็มคี ่และ           [ + 1 ( − 4) − 1]   

 สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู 

และ           [3 + 2 ( − 2) ]   
 ตอมาสังเกตวา  
 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≤ 2 + 4 + 1   

 =  − 1 − 3 <   และ 
 ถา  =  และ 1 ≤  ≤  แลว 2 + (4 + 1) ≤  + 4 + 1   

 =  − 1 <   และ 
 ถา  =  และ ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≥  + 2 + 4 + 1   

 =  + 1 >   และ 
 ถา ≤  ≤ − 2 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≥ 2 + 4 + 1   

 =  + 3 + 1 >   
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 ดังนั้นโดย 2.3.1 และ 2.3.2 จะไดวา 
   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 2  

 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤  

     ≤  ≤     1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2  

  = 2 + (4 + 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  2 + 4 + 1  1 ≤  ≤  

   2 + 4 + 1  − (( − 1) + 1) ≤  ≤   

   2 + (4 + 1) − (( − 1) + 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2     
 = {5 + 2 |1 ≤  ≤  }  {9 + 2 |1 ≤  ≤  }  {13 + 2 |1 ≤  ≤  } 
     {( − 6) + 2 |1 ≤  ≤  }  ( − 2) + 2 1 ≤  ≤  − + 2 − 1 ≤  ≤   

   {3 + 2 − 1|1 ≤  ≤  }  {7 + 2 − 1|1 ≤  ≤  }  {11 + 2 − 1|1 ≤  ≤  } 
     {( − 8) + 2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
 = {5 + 2 5 + 4 5 + 8   7 }  {9 + 2 9 + 4 9 + 6   11 } 
   {13 + 2 13 + 4 13 + 8   15 } 
     {( − 6) + 2 ( − 6) + 4 ( − 6) + 6   ( − 4) } 
   {( − 2) + 2 ( − 2) + 4 ( − 2) + 6   ( − 1) }  {1 3 5    − 1} 
   {3 + 1 3 + 3 3 + 5   5 − 1}  {7 + 1 7 + 3 7 + 5   9 − 1} 
   {11 + 1 11 + 3 11 + 5   13 − 1} 
     {( − 8) + 1 ( − 8) + 3 ( − 8) + 5   ( − 6) − 1} 
 =                         
  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปน 
 จํานวนเต็มคู และ           [5 + 2 ( − 4) ] 
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู และ                       
   [( − 2) + 2 ( − 1) ] 
  สมาชิกใน   เปนจํานวนเต็มคี่ตั้งแต 1 ถึง  − 1 
  สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)   เปนจํานวนเต็มคี ่
 และ           [3 + 1 ( − 6) − 1]  
 ตอมาโดย 2.4 จะไดวา 

   1 ≤  ≤   = {( − 1) + 1 + 2 − 3 − 2|1 ≤  ≤  } 

  = {( − 4) + 1 ( − 4) + 3 ( − 4) + 5   ( − 2) − 1} 
  =   

  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 4  3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู  
 และ   [( − 4) + 1 ( − 2) − 1] 
 ตอมาโดย 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา  
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   1 ≤  ≤   

 =   1 ≤  ≤    ≤  ≤    

 =  + 2 − 2 1 ≤  ≤  (( − 1) + 1) +  + 2 − 2 ≤  ≤   

 = {0 2 4    }  {( − 2) + 3 ( − 2) + 5 ( − 2) + 7   ( − 1) − 1} 
 =      
  จะเห็นวาสมาชิกใน   เปนจํานวนเต็มคูตั้งแต 0 ถึง    
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี ่และ                       
   [( − 2) + 3 ( − 1) − 1]  
 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(( − 1) + 1) −  } = {( − 2) + 1} =   

 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใดๆ จากบรรดา                            

                           และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย 

 ยิ่งไปกวานั้น                            

                      = {0 1 2   ( − 1) }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   ( − 1) }  

 
ภาพที่ 2.7 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (2 × 7) 
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ภาพที ่2.8 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (4 × 7) 

 3.6 กรณี  ≥ 7,  เปนจํานวนเต็มคู และ   เปนจํานวนเต็มคี่ สังเกตวา − 2 = ≥ 1, 
  − 1 = ≥ 2, − 1 =  − 2 ≥ 3 และ  − 1 = ( − 1)  ดังนั้น 

 จาก 2.1.3 จะไดวา 
   1 ≤  ≤   = {2 +  |1 ≤  ≤  } = { + 2  + 4  + 6   3 } =    

  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู  
 และ   [ + 2 3 ] 
 ตอมาสังเกตวา  
 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) ≤ 2 + 4 − 1   

 =  − 1 −  <   และ 
 ถา ≤  ≤ − 1 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) > 2 + 4 − 1   

 =  +  + 1 >    
 ดังนั้นโดย 2.2.1 และ 2.2.2 จะไดวา  
        1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 1  

 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1  

  = ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

   2 ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1     
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 = {3 − (2 − 1)|1 ≤  ≤  }  {7 − (2 − 1)|1 ≤  ≤  }  {11 − (2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
     {( − 4) − (2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
   {5 − (2 − 2)|1 ≤  ≤  }  {9 − (2 − 2)|1 ≤  ≤  }  {13 − (2 − 2)|1 ≤  ≤  } 
     {( − 2) − (2 − 2)|1 ≤  ≤  } 
 = { + 1  + 3  + 5   3 − 1}  {5 + 1 5 + 3 5 + 5   7 − 1} 
   {9 + 1 9 + 3 9 + 5   11 − 1} 
     {( − 6) + 1 ( − 6) + 3 ( − 6) + 5   ( − 4) − 1} 
   {3 + 2 3 + 4 3 + 6   5 }  {7 + 2 7 + 4 7 + 6   9 } 
   {11 + 2 11 + 4 11 + 6   13 } 
     {( − 4) + 2 ( − 4) + 4 ( − 4) + 6   ( − 2) } 
 =                     
 จะเหน็วาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปน 
จํานวนเต็มคี ่และ           [ + 1 ( − 4) − 1]   
 สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู 

และ           [3 + 2 ( − 2) − 1]  
 ตอมาสังเกตวา  
 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≤ 2 + 4 + 1   

 =  − 1 − 3 <   และ 
 ถา  =  และ 1 ≤  ≤  แลว 2 + (4 + 1) ≤  − 1 + 4 + 1  =  − 2 <   
 และถา  =  และ ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≥  + 1 + 4 + 1  =   และ 
 ถา ≤  ≤ − 2 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≥ 2 + 4 + 1   

 =  + 3 + 1 >   
 ดังนั้นโดย 2.3.1 และ 2.3.2 จะไดวา 
   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 2  

 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤  

     ≤  ≤     1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2  

 = 2 + (4 + 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  2 + 4 + 1  1 ≤  ≤  

   2 + 4 + 1  − (( − 1) + 1) ≤  ≤   

   2 + (4 + 1) − (( − 1) + 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2  
 = {5 + 2 |1 ≤  ≤  }  {9 + 2 |1 ≤  ≤  }  {13 + 2 |1 ≤  ≤  } 
     {( − 6) + 2 |1 ≤  ≤  }  ( − 2) + 2 1 ≤  ≤  

   − + 2 − 1 ≤  ≤   {3 + 2 − 1|1 ≤  ≤  }  {7 + 2 − 1|1 ≤  ≤  } 
   {11 + 2 − 1|1 ≤  ≤  }    {( − 8) + 2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
 = {5 + 2 5 + 4 5 + 8   7 }  {9 + 2 9 + 4 9 + 6   11 } 
   {13 + 2 13 + 4 13 + 8   15 } 
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     {( − 6) + 2 ( − 6) + 4 ( − 6) + 6   ( − 4) } 
   {( − 2) + 2 ( − 2) + 4 ( − 2) + 6   ( − 1) − 1}  {0 2 4    − 1} 
   {3 + 1 3 + 3 3 + 5   5 − 1}  {7 + 1 7 + 3 7 + 5   9 − 1} 
   {11 + 1 11 + 3 11 + 5   13 − 1} 
     {( − 8) + 1 ( − 8) + 3 ( − 8) + 5   ( − 6) − 1} 
 =                         
  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปน 
 จํานวนเต็มคู และ           [5 + 2 ( − 4) ]   
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู และ                       
   [( − 2) + 2 ( − 1) − 1] 
  สมาชิกใน   เปนจํานวนเต็มคูตั้งแต 0 ถึง  − 1 
  สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี ่
 และ           [3 + 1 ( − 6) − 1]                   
 ตอมาโดย 2.4 จะไดวา 

   1 ≤  ≤   = {( − 1) + 1 + 2 − 3 − 2|1 ≤  ≤  } 

  = {( − 4) + 1 ( − 4) + 3 ( − 4) + 5   ( − 2) − 1} 
  =   

  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 4  3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี่  
 และ   [( − 4) + 1 ( − 2) − 1] 
 ตอมาโดย 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา  

   1 ≤  ≤   

 =   1 ≤  ≤    ≤  ≤    

 =  + 2 − 2 1 ≤  ≤  (( − 1) + 1) +  + 2 − 2 ≤  ≤   

 = {1 3 5    }  {( − 2) + 3 ( − 2) + 5 ( − 2) + 7   ( − 1) } 
 =     

  จะเห็นวาสมาชิกใน   เปนจํานวนเต็มค่ีตั้งแต 1 ถึง    
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี ่และ                       
   [( − 2) + 3 ( − 1) − 1] 
 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(( − 1) + 1) −  } = {( − 2) + 1} =   

 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใดๆ จากบรรดา                            

                           และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย 

 ยิ่งไปกวานั้น                           

                   = {0 1 2   ( − 1) }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   ( − 1) }  
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ภาพที่ 2.9 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (3 × 7) 

 3.7 กรณี  ≥ 7,  เปนจํานวนเต็มค่ี และ   เปนจํานวนเต็มคู สังเกตวา − 2 = ≥ 1, 
  − 1 = ≥ 2, − 1 =  − 2 ≥ 3 และ  − 1 = ( − 1)  ดังนั้น 

 จาก 2.1.3 จะไดวา 
   1 ≤  ≤  = {2 +  |1 ≤  ≤  } = { + 2  + 4  + 6   3 } =    

  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู  
 และ   [ + 2 3 ] 
 ตอมาสังเกตวา  
 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) ≤ 2 + 4 − 1   

 =  − 1 − 3 <   และ 
 ถา  =  และ 1 ≤  ≤  แลว 2 + (4 − 1) ≤  + 4 − 1  =  − 1 <   และ 
 ถา  =  และ ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) ≥  + 2 + 4 − 1  =  + 1 >   และ 
 ถา ≤  ≤ − 1 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) > 2 + 4 − 1   

 =  + 3 + 1 >    
 ดังนั้นโดย 2.2.1 และ 2.2.2 จะไดวา  
       1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 1  
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 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤    ≤  ≤    

     1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1  

 = ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

   ( − 1) + 1 − 2 − 4 − 1  1 ≤  ≤  

   2 ( − 1) + 1 − 2 − 4 − 1  ≤  ≤   

   2 ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1     
 = {5 + 1 − 2 |1 ≤  ≤  }  {9 + 1 − 2 |1 ≤  ≤  }  {13 + 1 − 2 |1 ≤  ≤  } 
     {( − 4) + 1 − 2 |1 ≤  ≤  }   + 1 − 2 1 ≤  ≤    + 2 − 2 ≤  ≤   
   {5 + 2 − 2 |1 ≤  ≤  }  {9 + 2 − 2 |1 ≤  ≤  }  {13 + 2 − 2 |1 ≤  ≤  } 
     {( − 4) + 2 − 2 |1 ≤  ≤  } 
 = {3 + 1 3 + 3 3 + 5   5 − 1}  {7 + 1 7 + 3 7 + 5   9 − 1} 
   {11 + 1 11 + 3 11 + 5   13 − 1} 
     {( − 6) + 1 ( − 6) + 3 ( − 6) + 5   ( − 4) − 1}  {1 3 5    − 1} 
   {( − 2) + 2 ( − 2) + 4 ( − 2) + 6   ( − 1) } 
   {3 + 2 3 + 4 3 + 6   5 }  {7 + 2 7 + 4 7 + 6   9 } 
   {11 + 2 11 + 4 11 + 6   13 } 
     {( − 6) + 2 ( − 6) + 4 ( − 6) + 6   ( − 4) } 
 =                         
  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)    เปน 
 จํานวนเต็มคี่ และ           [3 + 1 ( − 4) − 1]   
  สมาชิกใน   เปนจํานวนเต็มคี่ตั้งแต 1 ถึง  − 1 
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู และ                       
   [( − 2) + 2 ( − 1) ] 
  สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู 
 และ           [3 + 2 ( − 4) ]                   

 ตอมาสังเกตวา 

 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≤ 2 + 4 + 1   

 =  −  − 1 <   และ 

 ถา ≤  ≤ − 2 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) > 2 + 4 + 1   

 =  +  + 1 >    
 ดังนั้นโดย 2.3.1 และ 2.3.2 จะไดวา  
   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 2  

 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2  

 = 2 + (4 + 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

   2 + (4 + 1) − (( − 1) + 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2  
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 = {5 + 2 |1 ≤  ≤  }  {9 + 2 |1 ≤  ≤  }  {13 + 2 |1 ≤  ≤  } 
     {( − 4) + 2 |1 ≤  ≤  }  { + 2 − 1|1 ≤  ≤  }  {5 + 2 − 1|1 ≤  ≤  } 
   {9 + 2 − 1|1 ≤  ≤  }    {( − 8) + 2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
 = {5 + 2 5 + 4 5 + 8   7 }  {9 + 2 9 + 4 9 + 6   11 } 
   {13 + 2 13 + 4 13 + 8   15 } 
     {( − 4) + 2 ( − 4) + 4 ( − 4) + 6   ( − 2) } 
   { + 1  + 3  + 5   3 − 1}  {5 + 1 5 + 3 5 + 5   7 − 1} 
   {9 + 1 9 + 3 9 + 5   11 − 1} 
     {( − 8) + 1 ( − 8) + 3 ( − 8) + 5   ( − 6) − 1} 
 =                     
  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปน 
 จํานวนเต็มคู และ           [5 + 2 ( − 2) ]   
  สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี ่ 
 และ           [ + 1 ( − 6) − 1] 
 ตอมาโดย 2.4 จะไดวา 

   1 ≤  ≤     = {( − 1) + 1 + 2 − 3 − 2|1 ≤  ≤  } 
  = {( − 4) + 1 ( − 4) + 3 ( − 4) + 5   ( − 2) − 1} 
  =   

  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 4  3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี่  
 และ   [( − 4) + 1 ( − 2) − 1] 

 ตอมาโดย 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา  

   1 ≤  ≤   

 =   1 ≤  ≤    ≤  ≤    

 =  + 2 − 2 1 ≤  ≤  (( − 1) + 1) +  + 2 − 2 ≤  ≤   

 = {0 2 4    }  {( − 2) + 3 ( − 2) + 5 ( − 2) + 7   ( − 1) − 1} 
 =     

  จะเห็นวาสมาชิกใน    เปนจํานวนเต็มคูตั้งแต 0 ถึง    
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี ่และ                       
   [( − 2) + 3 ( − 1) − 1] 
 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(( − 1) + 1) −  } = {( − 2) + 1} =   

 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใด ๆ จากบรรดา                             

                           และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย 

 ยิ่งไปกวานั้น                            
                    = {0 1 2   ( − 1) }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   ( − 1) } 
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ภาพที่ 2.10 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (2 × 9) 

 

ภาพที่ 2.11 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (4 × 9) 

 3.8 กรณี  ≥ 7,  เปนจํานวนเต็มค่ี และ   เปนจํานวนเต็มค่ี สังเกตวา − 2 = ≥ 1, 
  − 1 = ≥ 2, − 1 =  − 2 ≥ 3 และ  − 1 = ( − 1)  ดังนั้น 

 จาก 2.1.3 จะไดวา 
   1 ≤  ≤   = {2 +  |1 ≤  ≤  } = { + 2  + 4  + 6  3 } =    

  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู  
 และ   [ + 2 3 ] 
 ตอมาสังเกตวา  
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 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) ≤ 2 + 4 − 1   

 =  − 1 − 3 <   และ 
 ถา  =  และ 1 ≤  ≤  แลว 2 + (4 − 1) ≤  + 4 − 1  =  − 1 <   และ 
 ถา  =  และ ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) ≥  + 2 + 4 − 1  =  + 1 >   และ 
 ถา ≤  ≤ − 1 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) > 2 + 4 − 1   

 =  + 3 + 1 >    
 ดังนั้นโดย 2.2.1 และ 2.2.2 จะไดวา  
       1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 1  

 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤  

     ≤  ≤      1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1  

 = ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

   ( − 1) + 1 − 2 − 4 − 1  1 ≤  ≤  

   2 ( − 1) + 1 − 2 − 4 − 1  ≤  ≤   

   2 ( − 1) + 1 − 2 − (4 − 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 1     
 = {5 + 1 − 2 |1 ≤  ≤  }  {9 + 1 − 2 |1 ≤  ≤  }  {13 + 1 − 2 |1 ≤  ≤  } 
     {( − 4) + 1 − 2 |1 ≤  ≤  }   + 1 − 2 1 ≤  ≤  

     + 2 − 2 ≤  ≤   {( − 4) + 2 − 2 |1 ≤  ≤  } 
   {( − 8) + 2 − 2 |1 ≤  ≤  } 
   {( − 12) + 2 − 2 |1 ≤  ≤  }    {5 + 2 − 2 |1 ≤  ≤  } 
 = {3 + 1 3 + 3 3 + 5   5 − 1}  {7 + 1 7 + 3 7 + 5   9 − 1} 
   {11 + 1 11 + 3 11 + 5   13 − 1} 
     {( − 6) + 1 ( − 6) + 3 ( − 6) + 5   ( − 4) − 1}  {0 2 4    − 1} 
   {( − 2) + 2 ( − 2) + 4 ( − 2) + 6   ( − 1) − 1} 
   {3 + 2 3 + 4 3 + 6   5 }  {7 + 2 7 + 4 7 + 6   9 } 
   {11 + 2 11 + 4 11 + 6   13 } 
     {( − 6) + 2 ( − 6) + 4 ( − 6) + 6   ( − 4) } 
 =                         
  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)    เปน 
 จํานวนเต็มคี่ และ           [3 + 1 ( − 4) − 1]   
  สมาชิกใน   เปนจํานวนเต็มคูตั้งแต 0 ถึง  − 1 
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู และ                       
   [( − 2) + 2 ( − 1) − 1] 
  สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคู 
 และ           [3 + 2 ( − 4) ]               
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 ตอมาสังเกตวา 

 ถา 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 + 1) ≤ 2 + 4 + 1   

 =  −  − 1 <   และ 

 ถา ≤  ≤ − 2 และ 1 ≤  ≤   แลว 2 + (4 − 1) > 2 + 4 + 1   

 =  +  + 1 >    
 ดังนั้นโดย 2.3.1 และ 2.3.2 จะไดวา  
   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤ − 2  

 =   1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤    1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2  

 = 2 + (4 + 1) 1 ≤  ≤   และ 1 ≤  ≤  

   2 + (4 + 1) − (( − 1) + 1) 1 ≤  ≤   และ ≤  ≤ − 2  
 = {5 + 2 |1 ≤  ≤  }  {9 + 2 |1 ≤  ≤  }  {13 + 2 |1 ≤  ≤  } 
     {( − 4) + 2 |1 ≤  ≤  }  { + 2 − 1|1 ≤  ≤  }  {5 + 2 − 1|1 ≤  ≤  } 
   {9 + 2 − 1|1 ≤  ≤  }    {( − 8) + 2 − 1)|1 ≤  ≤  } 
 = {5 + 2 5 + 4 5 + 8   7 }  {9 + 2 9 + 4 9 + 6   11 } 
   {13 + 2 13 + 4 13 + 8   15 } 
     {( − 4) + 2 ( − 4) + 4 ( − 4) + 6   ( − 2) } 
   { + 1  + 3  + 5   3 − 1}  {5 + 1 5 + 3 5 + 5   7 − 1} 
   {9 + 1 9 + 3 9 + 5   11 − 1} 
     {( − 8) + 1 ( − 8) + 3 ( − 8) + 5   ( − 6) − 1} 
 =                     
  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปน 
 จํานวนเต็มคู และ           [5 + 2 ( − 2) ]   
  สมาชิกแตละตัวใน           อยูในรูป   +   เมื่อ   1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี่  
 และ           [ + 1 ( − 6) − 1] 
 ตอมาโดย 2.4 จะไดวา 

   1 ≤  ≤   = {( − 1) + 1 + 2 − 3 − 2|1 ≤  ≤  } 

  = {( − 4) + 1 ( − 4) + 3 ( − 4) + 5   ( − 2) − 1} 
  =   

  จะเห็นวาสมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 4  3 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี่  
 และ   [( − 4) + 1 ( − 2) − 1] 

 ตอมาโดย 2.5.1 และ 2.5.2 จะไดวา  

   1 ≤  ≤   

 =   1 ≤  ≤    ≤  ≤    

 =  + 2 − 2 1 ≤  ≤  (( − 1) + 1) +  + 2 − 2 ≤  ≤   
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 = {1 3 5    }  {( − 2) + 3 ( − 2) + 5 ( − 2) + 7   ( − 1) } 
 =     

  จะเห็นวาสมาชิกใน    เปนจํานวนเต็มค่ีตั้งแต 1 ถึง    
  สมาชิกแตละตัวใน   อยูในรูป   +   เมื่อ  =  − 2  1 (    4)    เปนจํานวนเต็มคี ่และ                       
   [( − 2) + 3 ( − 1) − 1] 
 สุดทายจาก 2.6 จะไดวา { ( )} = {(( − 1) + 1) −  } = {( − 2) + 1} =   

 เห็นไดชัดวา เซต 2 เซตใด ๆ จากบรรดา                             

                           และ   ไมมีสมาชิกซํ้ากันเลย  
 ยิ่งไปกวานั้น                            

                    = {0 1 2   ( − 1) }  

 ทําใหไดวา   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {0 1 2   ( − 1) }  

 
ภาพที่ 2.12 การกํากับอยางสงางามบนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  (3 × 9) 
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บทที่ 3 
 บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 

 โครงงานนี้ไดกําหนดทิศทางใหกับกราฟที่สรางโดยการกําหนดใหจุดจุดหนึ่งของวง   จํานวน   วง 

เปนจุดเดียวกัน ที่เรียกวา ไดกราฟ  ( ×  ) แลวสรางการกํากับบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ 

 ( ×  ) เมื่อ   เปนจํานวนนับที่  ≥ 2 และ   เปนจํานวนนับที่  ≥ 3 และพิสูจนวาการกํากับนี้เปนการ

กํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  ( ×  ) 

 สังเกตวาโครงงานฉบับนี้ศึกษาเพียงกรณีที่   เปนจํานวนนับคี่ ดวยแนวคิดเดียวกันนี้ ผูที่สนใจ        

อาจพยายามสรางการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ  ( ×  ) ในกรณีที่   เปน
จํานวนนับคูตอไปได 
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เอกสารอางอิง 
 
[1] B. Gayatri and V. Vanitha (2011). Directed edge - graceful labeling of trees, Elixir Appl. 
 Math, 36, 3062-3066. 
[2] B. Gayatri and V. Vanitha (2011). Directed edge - graceful labeling of cycle and star related  
 graphs, International Journal of Mathematics and Soft Computing Vol.1, No.1, 89-104.     
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ภาคผนวก 
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แบบเสนอหัวขอโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 
ปการศึกษา 2562 

 
ชื่อโครงงาน(ภาษาไทย) การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่มีวงอยางนอย 2 วง 
ชื่อโครงงาน(ภาษาอังกฤษ) Directed Edge-Graceful labeling of digraph containing at least 2 cycles 
อาจารยที่ปรึกษา รองศาสตราจารย ดร.รตินันท บุญเคลือบ 
ผูดําเนินการ นางสาวนัตดาวรรณ รวมแกว เลขประจําตัวนิสิต 5933525923 

สาขา คณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 
คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

หลักการและเหตุผล 
 ให  = (   ) เปนกราฟที่มีทิศทาง หรือไดกราฟ ที่มี   เปนเซตของจุดยอดจํานวน   จุด และ   
เปนเซตของเสนเชื่อมแสดงทิศทาง หรือเซตของเสนเชื่อมจํานวน   เสน การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อม

แสดงทิศทางของ   คือ ฟงกชัน   แบบสมนัยหนึ่งตอหนึ่งจาก   ไปยัง {1 2 3    } ที่มีสมบัติวา 
        {0 1 2     –  1}  กําหนดโดย  

 ( ) =  ( ) −  ( )            

เปนฟงกชันสมนัยหนึ่งตอหนึ่ง โดยที่ 
 ( ) คือ ผลรวมของจํานวนซึ่งกํากับบนเสนเชื่อมที่มีทิศพุงเขาหาจุดยอด   และ 
 ( )  คือ ผลรวมของจํานวนซึ่งกํากับบนเสนเชื่อมที่มีทิศพุงออกจากจุดยอด   

   ในป ค.ศ. 2011 Gayathri และ Vanitha ไดศึกษาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทาง
ของไดกราฟตนไม [1] และการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟวงและไดกราฟ         

ที่เกี่ยวของกับดาว [2] โดยที่การกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ เปนการวางนัย

ทั่วไปของการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมของกราฟที่นิยามโดย Lo [3] ทั้งนี้ผลการศึกษาจาก [1] และ [2]       
มุงพิจารณาไดกราฟไมมีวง และไดกราฟที่มีวงเพียงวงเดียว 
 ในโครงงานฉบับนี้จะศึกษาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่มีวงอยาง

นอย 2 วง บางไดกราฟ 
 
วัตถุประสงค 
 เพ่ือหาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่มีวงอ ยางนอย 2 วง             

บางไดกราฟ 
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ขอบเขตของโครงงาน 
 ศึกษาเฉพาะการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่มีวงอยางนอย 2 ว ง        

อยางนอย 2 ไดกราฟ 
 
วิธีการดําเนินงาน 
แผนการศึกษา 

1. ศึกษาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟจากงานวิจัยที่มีอยูแลว 
2. กําหนดไดกราฟที่มีวงอยางนอย 2 วง และสรางการกํากับบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟ

ดังกลาว 
3. พิสูจนวาการกํากับบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่สราง เปนการกํากับอยางสงางามบนเสน

เชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่มีวงอยางนอย 2 วง 
4. สรุปและจัดทํารูปเลม 

ระยะเวลาที่ศึกษา  

วิธีการดําเนินงาน 
สิงหาคม 2562 - เมษายน 2563 
ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1. ศึกษาการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อม

แสดงทิศทางของไดกราฟจากงานวิจัยที่มีอยู

แลว 

         

2. กําหนดไดกราฟที่มีวงอยางนอย 2 วง และ

สรางการกํากับบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของ  

ไดกราฟดังกลาว 

         

3. พิสูจนวาการกํากับบนเสนเชื่อมแสดง

ทิศทางของไดกราฟที่สราง เปนการกํากับ

อยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของได

กราฟที่มีวงอยางนอย 2 วง 

         

4. สรุปและจัดทํารูปเลม          
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ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
1. ไดการกํากับอยางสงางามบนเสนเชื่อมแสดงทิศทางของไดกราฟที่มีวงอยางนอย 2 วง บางไดกราฟ 
2. ไดศึกษาการขยายงานวิจัยทางคณิตศาสตร 

 
อุปกรณและเครื่องมือที่ใช 

1. คอมพิวเตอร 
2. กระดาษ A4 
3. อุปกรณจัดเก็บขอมูล 
4. Microsoft Word 

 
งบประมาณ 

1. กระดาษ A4  1,000 บาท 
2. คาถายเอกสาร 1,000 บาท 
3. อุปกรณจัดเก็บขอมูล 1,500 บาท 
4. หมึกพิมพ  1,500 บาท 

 
เอกสารอางอิง 
[1] B. Gayatri and V. Vanitha (2011). Directed edge - graceful labeling of trees, Elixir Appl. 
 Math, 36, 3062-3066. 
[2] B. Gayatri and V. Vanitha (2011). Directed edge - graceful labeling of cycle and star related 
 graphs, International Journal of Mathematics and Soft Computing Vol.1, No.1, 89-104.    
[3] S. Lo (1985). On edge – graceful labelings of graphs, Congr. Numer., 50, 231-241. 
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ประวัติผูเขียน 
 

 
 
 
 
 
 
 

นางสาวนัตดาวรรณ  รวมแกว 
รหัสนิสิต 5933525923 
สาขา คณิตศาสตร 
ภาควิชา คณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 
จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 
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