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บทที่ 1 

บทน า 

1.1 ประวัติความเป็นมา 

การส่งคงแบบเป็นฟังก์ชันที่รักษาค่ามุมระหว่างเส้นโค้ง 2 เส้นที่ผ่านจุดร่วมกันในโดเมนของฟังก์ชัน    

จากการวิเคราะห์เชิงซ้อน เราทราบว่าถ้า 𝑓: Ω → Ω′ เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ที่มีสมบัติหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงแล้ว   

𝑓 จะเป็นฟังก์ชันคงแบบ ในกรณีที่ 𝑓: Ω → Ω เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ซึ่งมีสมบัติหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึง จะเรียก 𝑓 

เป็นอัตสัณฐานของ Ω ดังนั้นอัตสัณฐานของ Ω จะเป็นฟังก์ชันคงแบบ เป็นที่ทราบกันว่าการส่งอัตตาคงแบบของ

ระนาบเชิงซ้อนจะต้องเป็นฟังก์ชันเชิงเส้นเท่านั้น 

นอกจากนี้เราสามารถพิจารณาอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วย โดยการใช้บทแทรกชวาร์ซ ซึ่งจะได้ว่า

ส าหรับอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยซึ ่งระบุ 𝑓(0) = 0 จะเป็นฟังก์ชันของการหมุนเท่านั้น กล่าวคือ

 𝑓(𝑧) ≡ 𝜔𝑧 ส าหรับค่าคงที ่𝜔 ซึ่งมขีนาดหนึ่งหน่วย 

ในกรณีที่ 𝑓(0) ≠ 0 เราสามารถแสดงว่าฟังก์ชัน 𝑓 ต้องอยู่ในรูปแบบ 𝑓(𝑧) = 𝜔𝜙𝑎(𝑧)  

ซึ่งสอดคล้อง 𝑓(0) = 𝑏 และ 𝜙𝑎(𝑧) =
𝑧−𝑎

1−�̅�𝑧
 โดยที่ |𝜔| = 1 และ 𝑎 = 𝑏𝜔−1 

1.2 วัตถุประสงค์ 

ศึกษาอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่มีจุดซึ่งถูกลบออกไปจากแผ่นจานไม่เกิน 3 จุด 

1.3 ขอบเขตโครงงาน 

ในโครงการนี้เรามีความสนใจในอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่มีจุดซึ่งถูกลบออกไปจากแผ่นจานไม่

เกิน 3 จุด 

1.4 ขั้นตอนการด าเนินงาน 

1. การศึกษาวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

   -ศึกษาบทแทรกชวาร์ซ และ ทฤษฎีบทเอกฐานขจัดได้ของรีมันน์  
   -ศึกษาอัตสัณฐานของระนาบเชิงซ้อนและของแผ่นจานหนึ่งหน่วย 
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2. โครงการที่เชี่ยวชาญ 

   -แสดงผลการศึกษาวิจัยที่เก่ียวข้องกับโครงงาน 

   -น าเสนออัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่มีจุดซึ่งถูกลบออกไปจากแผ่นจานไม่เกิน 3 จุด 

3. การด าเนินโครงการ 

   -ตรวจสอบอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่มีจุดซึ่งถูกลบออกไปจากแผ่นจานไม่เกิน 3 จุด 

4. รายงานและพิสูจน์อักษร 

5. การน าเสนอโครงการ 

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

1. เข้าใจคุณสมบัติของจุดเอกฐานขจัดได้และการส่งคงแบบ 

2. อธิบายอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่ถูกเจาะ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 
 

 

𝜃 

𝑇2 

𝑇1 

𝛾2 

𝛾1 

𝑧0 

บทที่ 2 

ความรู้เบื้องต้น 

2.1 การส่งคงแบบ 

การส่งคงแบบ (conformal mapping) เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ 𝑓 ที่คุณสมบัติรักษาค่ามุมระหว่างเส้นโค้ง 2 

เส้นที่ตัดกันในระนาบเชิงซ้อน 

นิยามและสมบัติการส่งคงแบบ 

 ก าหนดให้ 𝛾1และ 𝛾2 เป็นเส้นโค้งเรียบซึ่งตัดกันที่จุด 𝑧0 นิยามมุมระหว่างเส้นโค้ง 𝛾1และ 𝛾2 เป็นมุม

ระหว่างเส้นสัมผัส 𝑇1และ 𝑇2 ในทิศตามเข็มนาฬิกา ดังรูป จะได้ว่ามุมระหว่างเส้นโค้ง 𝛾1และ 𝛾2 ทีจุ่ด 𝑧0 เท่ากับ 

𝜃 แทนด้วยสัญลักษณ์ ∠(𝛾
1
, 𝛾

2
, 𝑧0) 

 

 

 

 

 

 

2.1.1 รูปมุมระหว่างเส้นโค้ง 𝛾1และ 𝛾2ที่ตัดกันที่จุด 𝑧0 

 

บทนิยาม 2.1.1 ก าหนดให้ Ω ⊆ ℂ เป็นเซตเปิดและ 𝑓: Ω → ℂ และ 𝑧0 ∈ Ω เราจะกล่าวว่า 𝑓 มีสมบัติส่งคง

แบบ (conformal) ที่จุด 𝑧0 ก็ต่อเมื่อ ทุกๆ เส้นโค้งเรียบ 𝛾1และ 𝛾2 ใน Ω ซ่ึงตัดกันท่ีจุด 𝑧0 จะได้ว่า 

∠(𝛾1, 𝛾2, 𝑧0) = ∠(𝑓(𝛾1), 𝑓(𝛾2), 𝑓(𝑧0)) 

โดยที่ 𝑓(𝛾1) และ 𝑓(𝛾2) เป็นเส้นโค้งเรียบซึ่งตัดกันที่จุด 𝑓(𝑧0) 
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𝜃 

𝛾2 

𝛾1 

𝑧0 

𝑓(𝛾2) 

𝑓(𝛾1) 
𝑓(𝑧0) 

𝜃 

𝑓 

เราจะกล่าวว่า 𝑓 เป็นการส่งคงแบบ (conformal mapping) บน Ω ก็ต่อเมื่อ 𝑓 เป็นเป็นการส่งคงแบบที่

ทุกจุดบน Ω และจะกล่าวว่า 𝑓 เป็นการส่งอัตตาคงแบบ (conformal self-map) บน Ω ก็ต่อเมื่อ 𝑓 เป็นการส่งคง

แบบจาก Ω ไปยังตัวเอง  

จากทฤษฎีบทในการวิเคราะห์เชิงซ้อน จะได้ว่า ถ้า 𝑓: Ω → Ω เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและ

ทั่วถึง จะได้ว่า 𝑓 เป็นการส่งอัตตาคงแบบบน Ω 

 

 

 

 

 

 

2.1.2 รูปการส่งมุม 𝜃 ผ่านฟังก์ชัน 𝑓 ซึ่งมีสมบัติการส่งคงแบบที่จุด 𝑧0 

 

2.2 กรุปอัตสัณฐาน 

ก าหนดให้ Ω ⊆ ℂ เป็นเซตเปิด อัตสัณฐาน (automorphism)ของ Ω คือฟังก์ชันวิเคราะห์ 𝑓: Ω → Ω ที่มี

คุณสมบัติหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน Ω  ซึ่งจากทฤษฎีบทการวิเคราะห์เชิงซ้อนจะได้ว่า อัตสัณฐานบน Ω เป็นการ

ส่งอัตตาคงแบบบน Ω 

กรุปอัตสัณฐาน (automorphism group) ของ Ω คือกรุปซึ่งมีสมาชิกเป็นอัตสัณฐานของ Ω ภายใต้การ

ประกอบของฟังก์ชัน เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝐴𝑢𝑡(Ω) 
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2.3 ทฤษฎีบทเอกฐานขจัดได้ของรีมันน์ 

ก าหนดให้ Ω ⊆ ℂ เป็นเซตเปิด, 𝑎 ∈ Ω และ 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน Ω\{𝑎} 

แล้วจะได้ว่าข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 

1) 𝑎 เป็นจุดเอกฐานขจัดได้ 

2) มีฟังก์ชันวิเคราะห์ 𝑔 บน Ω ซึ่งขยายจาก 𝑓 

3) มีฟังก์ชันต่อเนื่อง 𝑔 บน Ω ซึ่งขยายจาก 𝑓 

4) มีย่าน (neighborhood) ของ 𝑎 ใน Ω ซ่ึง |𝑓| มีขอบเขต 

5) lim
𝑧→𝑎

(𝑧 − 𝑎)𝑓(𝑧) = 0 

2.4 หลักค่าโมดูลัสสูงสุด 

ก าหนดให้ Ω ⊆ ℂ ซึ ่ง Ω เป็นเซตเปิดและเซตเชื ่อมโยง(Connected set) และ 𝑓: Ω → ℂ เป็นฟังก์ชัน

วิเคราะห์ ถ้ามี 𝑧0 ∈ ℂ ซึ่งท าให้ |𝑓(𝑧)| ≤ |𝑓(𝑧0)| ส าหรับทุก 𝑧 ∈ Ω แล้ว 𝑓 จะเป็นฟังก์ชันคงตัว 

2.5 บทแทรกชวาร์ซ 

ให้ 𝐷 เป็น {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1} และ 𝑓: 𝐷 → 𝐷 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ ถ้า 𝑓(0) = 0 จะได้ว่า 

1) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧| ส าหรับทุก 𝑧 ∈ 𝐷 

2) |𝑓′(0)| ≤ 1 

3) ถ้า |𝑓(𝑧)| = |𝑧| ส าหรับบาง  𝑧 ≠ 0 จะได้ว่า 𝑓 เป็นการหมุนกล่าวคือ 𝑓(𝑧) = 𝜔𝑧 เมื่อ |𝜔| = 1  

4) ถ้า |𝑓′(0)| = 1  จะได้ว่า  𝑓(𝑧) = 𝜔𝑧   เมื่อ  |𝜔| = 1  

2.6  ฟังก์ชันโมเบียส 

ให้ 𝐷 เป็น {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1} 

นิยาม  𝜙𝑎: 𝐷 → 𝐷  โดยที่ 𝜙𝑎(𝑧) = 𝑧−𝑎

1−�̅�𝑧
     เมื่อ  |𝑎| < 1 

เรียกฟังก์ชัน 𝜙𝑎 ว่าฟังก์ชันโมเบียส 

สมบัติเบื้องต้นของฟังก์ชันโมเบียส 

1) 𝜙𝑎 เป็นการส่งอัตตาคงแบบของ 𝐷  

2) 𝜙𝑎(0) = −𝑎, 𝜙𝑎(𝑎) = 0 และ 𝜙𝑎
−1(𝑧) = 𝜙−𝑎(𝑧) ส าหรับทุก  𝑎, 𝑧 ∈ 𝐷 

3) 𝜙𝑎(𝜔𝑧) = 𝜔𝜙−𝑎𝜔−1(𝑧) เมื่อ |𝜔| = 1 ส าหรับทุก  𝑎, 𝑧 ∈ 𝐷 



6 
 

 

2.7 อัตสัณฐานของ 𝐷 

บทแทรก 2.7.1  𝑓: 𝐷 → 𝐷 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ซึ่งสอดคล้อง 𝑓(0) = 0 จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷  

ก็ต่อเมื่อมีจ านวนเชิงซ้อน ω ซ่ึง |𝜔| = 1 โดยที่ 𝑓(𝑧) = 𝜔𝑧 

บทแทรก 2.7.2  𝑓: 𝐷 → 𝐷 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ก็ต่อเมื่อมีจ านวนเชิงซ้อน 𝑎 

และ ω ซ่ึง |𝜔| = 1 และ |𝑎| < 1 โดยที่ 𝑓(𝑧) = 𝜔𝜙𝑎(𝑧) 
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บทที่ 3 

ขั้นตอนการด าเนินงาน 

 

จากที่เราทราบว่าอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยเกิดจากการหมุนและฟังก์ชันโมเบียสจึงเป็นที่น่าสนใจว่า

ถ้ามีการลบจุดออกไปจากแผ่นจานแล้วอัตสัณฐานจะเป็นเช่นไร 

ในบทนี้เราจะศึกษาอัตสัณฐานของแผ่นจานซึ่งมีจุดถูกลบออกไปเป็นจ านวนไม่เกิน 3 จุด 

3.1 อัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎} 

ในบทย่อยนี้เราจะศึกษาอัตสัณฐานของแผ่นจานเมื่อมีจุดถูกลบออกไป 1 จุด 

ทฤษฎีบท 3.1.1 ให้ 𝑓: 𝐷\{𝑎} → 𝐷\{𝑎} เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎} ก็ต่อเมื่อ 

𝑓(𝑧) = (𝜔α)𝜙𝑏(𝑧)  โดยที่ |𝜔| = 1, α = (1−|𝑎|2𝜔−1)

(1−|𝑎|2𝜔)
 และ 𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎𝜔(𝑎) 

พิสูจน์ 

เลือก |𝜔| = 1, α = (1−|𝑎|2𝜔−1)

(1−|𝑎|2𝜔)
 และ 𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎𝜔(𝑎)  สังเกตว่า  |𝜔𝛼| = 1 และ |𝑏| < 1 

พิจารณา 𝑓(𝑧) = (𝜔α)𝜙𝑏(𝑧) 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷\{𝑎} 

และจาก 𝑓 หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷 ซ่ึง 𝑓(𝑎) = 𝑎 ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎} 

ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎} 

โดยทฤษฎีบทในการวิเคราะห์เชิงซ้อน จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎} 

ต่อไปจะแสดงว่าทุกอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎} อยู่ในรูปฟังก์ชันประกอบข้างต้น 
สมมติ 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎} 

เนื่องจาก 𝑓 มีขอบเขตบน 𝐷\{𝑎} จะได้ว่า 𝑎 เป็นจุดเอกฐานขจัดไดบ้น 𝐷\{𝑎} 

โดยทฤษฎีบทเอกฐานขจัดได้ของรีมันน์ จะได้ว่ามีฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 

ให้ 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎} 
ส่งผลให้ 𝑔 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎} 
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𝐷\{𝑎} 
𝑔(𝑎) 

พิจารณาการส่งค่าจุด 𝑎 ภายใต้ 𝑔 

สมมติ 𝑔(𝑎) ≠ 𝑎  จะได้ว่า 𝑔(𝑎) ∉ 𝐷 หรือ 𝑔(𝑎) ∈ 𝐷\{𝑎} เราจะแสดงว่าไม่สามารถเกิดขึ้นได้ทั้งสองกรณี 

กรณีท่ี 1  𝑔(𝑎) ∉ 𝐷 

จาก 𝑔(𝑎) ∉ 𝐷  จะได้ว่าโมดูลัสของ 𝑔(𝑎) ให้ค่ามากท่ีสุดส าหรับทุก 𝑧 ∈ 𝐷 

แต่โดยหลักค่าโมดูลัสสูงสุด จึงสรุปได้ว่า 𝑔 เป็นฟังก์ชันค่าคงตัว ซึ่งขัดแข้งกับ 𝑔 = 𝑓 บน 𝐷\{𝑎} ซึ่งไม่เป็น
ฟังก์ชันคงตัว ดังนั้น 𝑔(𝑎) ∉ 𝐷 
 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.1 รูปประกอบแสดง |𝑔(𝑧)| ≤ |𝑔(𝑎)|ส าหรับทุก 𝑧 ∈ 𝐷 

 

กรณีท่ี 2  𝑔(𝑎) ∈ 𝐷\{𝑎} 

จาก 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 และ 𝑔(𝑎) ∈ 𝐷\{𝑎} 

นิยาม  𝑔(𝑧) = {
𝑓(𝑧), 𝑧 ≠ 𝑎
      𝑏, 𝑧 = 𝑎

  โดยที่  𝑏 ∈ 𝐷\{𝑎} 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์จะได้ว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชันเปิด(Open mapping) และจากสมมติฐาน 𝑓 เป็นฟังก์ชัน

หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎}  

ดังนั้น 𝑓−1 นิยามได้และ 𝑓−1 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎} 

 

𝑧 

𝑎 
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พิจารณา  (𝑓−1 ∘ 𝑔): 𝐷 → 𝐷\{𝑎} 

เนื่องจาก 𝑏 ∈ 𝐷\{𝑎}  ส่งผลให้  𝑓−1(𝑏) ∈ 𝐷\{𝑎} 

ดังนั้น  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = {
             𝑧, 𝑧 ≠ 𝑎

  𝑓−1(𝑏), 𝑧 = 𝑎
 

สังเกตว่า 𝑔 ต่อเนื่องที่จุด 𝑎 และ 𝑓 ต่อเนื่องทีจุ่ด 𝑏 = 𝑔(𝑎)  จะได้ว่า  𝑓−1 ∘ 𝑔  ต่อเนื่องที่จุด 𝑎 

จาก  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = 𝑧  เมื่อ 𝑧 ∈ 𝐷\{𝑎} 

ส่งผลให้  lim
𝑧→𝑎

(𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = lim
𝑧→𝑎

𝑧 = 𝑎 

แต่จาก  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑎) = 𝑓−1(𝑏) ∈ 𝐷\{𝑎}  ดังนั้น 𝑓−1(𝑏) ≠ 𝑎 

เกิดข้อขัดแย้งกับ 𝑓−1 ∘ 𝑔  ต่อเนื่องที่จุด 𝑎    ดังนั้น 𝑔(𝑎) = 𝑎 

ส่งผลให้ 𝑔 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 ซ่ึง 𝑔(𝑎) = 𝑎 

และ  𝑔(𝑧) = {
𝑓(𝑧), 𝑧 ≠ 𝑎
      𝑎, 𝑧 = 𝑎

 

พิจารณาการส่ง   𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎: 𝐷 → 𝐷 

จะเห็นไดว้่า   𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎   เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 และ (𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎)(0) = 0 

จากบทแทรก 2.7.1 จะได้ว่า    (𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎)(𝑧) = 𝜔𝑧     เมื่อ  |𝜔| = 1                      

           ∴                                         𝑔(𝑧) = 𝜙𝑎
−1(𝜔(𝜙𝑎(𝑧)) 

      = 𝜙−𝑎(𝜔(𝜙𝑎(𝑧)) 

      = 𝜔 ∙ 𝜙−𝑎𝜔−1((𝜙𝑎(𝑧)) 

      = 𝜔 ∙ 
𝜙𝑎(𝑧)+𝑎𝜔−1

1+�̅�𝜔𝜙𝑎(𝑧)
 

      = 𝜔 ∙ (𝑧−𝑎)+𝑎𝜔−1(1−�̅�𝑧)

(1−�̅�𝑧)+𝑎𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑧−𝑎)
 

      = 𝜔 ∙ (1−|𝑎|2𝜔−1)𝑧+(𝑎𝜔−1−𝑎)

(1−|𝑎|2𝜔)+(𝑎𝜔−1−𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝑧
 

      = 𝜔 ∙ (1−|𝑎|2𝜔−1)

(1−|𝑎|2𝜔)
 ∙

𝑧+𝜙𝑎(𝑎𝜔−1)

1+𝜙𝑎(𝑎𝜔−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

      = 𝜔 ∙ (1−|𝑎|2𝜔−1)

(1−|𝑎|2𝜔)
 ∙ 𝜙−𝜔−1𝜙𝑎𝜔(𝑎)(𝑧) 
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จะได้ว่า   𝑓(𝑧) = (𝜔α) ∙ 𝜙𝑏(𝑧) ส าหรับทุก z ∈ 𝐷\{𝑎} โดยที่   |𝜔| = 1, α = (1−|𝑎|2𝜔−1)

(1−|𝑎|2𝜔)
  

และ 𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎𝜔(𝑎)              … ∎ 

 

 

ตัวอย่าง 3.1.2    พิจารณา 𝐴𝑢𝑡 (𝐷\ {
1

2
}) 

ให้ 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\ {
1

2
} 

จากทฤษฎีบท 3.1.1 ท าให้เราทราบว่า 

𝑓(𝑧) = (𝜔α)𝜙𝑏(𝑧)  โดยที่ |𝜔| = 1, α = (4−𝜔−1)

(4−𝜔)
 และ 𝑏 = −𝜔−1𝜙

𝜔
1

2

(
1

2
)  

จึงสรุปได้ว่า 

𝐴𝑢𝑡 (𝐷\ {
1

2
}) = { 𝑓 = (𝜔α)𝜙𝑏  เมื่อ |𝜔| = 1, α =  

(4 − 𝜔−1)

(4 − 𝜔)
 และ 𝑏 = −𝜔−1𝜙𝜔

2
(

1

2
) } 

 

เมื่อ 𝜔 = 𝑒
2𝜋𝑖

4   จะได้ว่า  𝜔 = 𝑖 

แทนค่า 𝜔 = 𝑖  ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า   𝑓(𝑧) = 𝑖 ∙ (4−𝑖−1)

(4−𝑖)
 ∙ 𝜙

−𝑖−1𝜙𝑖
2

(
1

2
)
(𝑧) 

      = (4𝑖−1)

(4−𝑖)
 ∙ 𝜙

𝑖𝜙 𝑖
2

(
1

2
)
(𝑧) 

จาก  𝑖𝜙𝑖

2

(
1

2
) = 𝑖 (

2−2𝑖

4+𝑖
) =

10+6𝑖

17
  และ  (4𝑖−1)

(4−𝑖)
= −

8−15𝑖

17
 

ดังนั้น       𝑓(𝑧) = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

(𝑧) 
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พิจารณา  𝑓2, 𝑓3 และ 𝑓4 

1)   𝑓2(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
2

(𝑧) 

จัดรูป 𝑓2(𝑧) จะได้ว่า    𝑓2(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
2

(𝑧) 

      = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

(−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

(𝑧)) 

เนื่องจาก  |− 8−15𝑖

17
| =

64+225

289
 = 1  จะได้ว่า 

      𝑓2(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
)

2

∙ 𝜙
−

10+6𝑖

8−15𝑖

(𝜙10+6𝑖

17

(𝑧)) 

พิจารณา  𝜙
−

10+6𝑖

8−15𝑖

(𝜙10+6𝑖

17

(𝑧)) 

ให้  𝑢 = −
10+6𝑖

8−15𝑖
  และ  𝑣 =

10+6𝑖

17
 

จัดรูปได้ว่า     𝜙𝑢(𝜙𝑣(𝑧))  = 
𝜙𝑣(𝑧)−𝑢

1−𝑢𝜙𝑣(𝑧)
 

      = (𝑧−𝑣)−𝑢(1−�̅�𝑧)

(1−�̅�𝑧)−𝑢(𝑧−𝑣)
 

      = (1+𝑢�̅�)𝑧−(𝑢+𝑣)

(1+𝑢𝑣)−(𝑢+𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝑧
 

      = (1+𝑢�̅�)

(1+𝑢𝑣)
 ∙ 𝑧−𝜙−𝑣(𝑢)

1−𝜙−𝑣(𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

      = (1+𝑢�̅�)

(1+𝑢𝑣)
 ∙ 𝜙𝜙−𝑣(𝑢)(𝑧) 

พิจารณา  (1+𝑢�̅�)

(1+𝑢𝑣)
  และ  𝜙−𝑣(𝑢) 

แทนค่า  𝑢 = −
10+6𝑖

8−15𝑖
  และ  𝑣 =

10+6𝑖

17
  จะได้ว่า 

  (1+𝑢�̅�)

(1+𝑢𝑣)
 = 

1+(−
10+6𝑖

8−15𝑖
)(

10−6𝑖

17
)

1+(−
10−6𝑖

8+15𝑖
)(

10+6𝑖

17
)
 = − (

8+15𝑖

8−15𝑖
) 

และ 𝜙−𝑣(𝑢) = 𝜙
−

10+6𝑖

17

(−
10+6𝑖

8−15𝑖
) = 4

5
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ดังนั้น       𝑓2(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
)

2

∙ (− (
8+15𝑖

8−15𝑖
)  ∙ 𝜙4

5

(𝑧)) 

      = − (8−15𝑖)(8+15𝑖)

239
∙ 𝜙4

5

(𝑧) 

      = −𝜙4
5

(𝑧) 

2)   𝑓3(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
3

(𝑧) 

จัดรูป 𝑓3(𝑧) จะได้ว่า    𝑓3(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
3

(𝑧) 

      = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

( (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
2

(𝑧)) 

      = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

(𝑓2(𝑧)) 

เนื่องจาก  𝑓2(𝑧) = −𝜙4
5

(𝑧)  จะได้ว่า 

      𝑓3(𝑧) = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

(−𝜙4
5

(𝑧)) 

      = 8−15𝑖

17
∙ 𝜙

−
10+6𝑖

17

(𝜙4
5

(𝑧)) 

พิจารณา  𝜙
−

10+6𝑖

17

(𝜙4
5

(𝑧)) 

ให้  𝑢 = −
10+6𝑖

17
  และ  𝑣 =

4

5
 

จากข้อ 1)  จะทราบว่า    𝜙𝑢(𝜙𝑣(𝑧))  = (1+𝑢�̅�)

(1+𝑢𝑣)
 ∙ 𝜙𝜙−𝑣(𝑢)(𝑧) 

พิจารณา  (1+𝑢�̅�)

(1+𝑢𝑣)
  และ  𝜙−𝑣(𝑢) 

แทนค่า  𝑢 = −
10+6𝑖

17
  และ  𝑣 =

4

5
  จะได้ว่า 

  (1+𝑢�̅�)

(1+𝑢𝑣)
 = 

1+(−
10+6𝑖

17
)(

4

5
)

1+(−
10−6𝑖

17
)(

4

5
)
 = − 8+15𝑖

8−15𝑖
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และ 𝜙−𝑣(𝑢) = 𝜙
−

4

5

(−
10+6𝑖

17
) = 10+6𝑖

8+15𝑖
 = 10−6𝑖

17
 

ดังนั้น       𝑓3(𝑧) = 8−15𝑖

17
∙ (−

8+15𝑖

8−15𝑖
⋅ 𝜙10−6𝑖

17

(𝑧)) 

      = − 8+15𝑖

17
∙ 𝜙10−6𝑖

17

(𝑧) 

3)   𝑓4(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
4

(𝑧) 

จัดรูป 𝑓4(𝑧) จะได้ว่า    𝑓4(𝑧) = (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
4

(𝑧) 

      = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

( (−
8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

)
3

(𝑧)) 

      = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

(𝑓3(𝑧)) 

เนื่องจาก  𝑓3(𝑧) = − 8+15𝑖

17
∙ 𝜙10−6𝑖

17

(𝑧) จะได้ว่า 

      𝑓4(𝑧) = − 8−15𝑖

17
∙ 𝜙10+6𝑖

17

(−
8+15𝑖

17
∙ 𝜙10−6𝑖

17

(𝑧)) 

เนื่องจาก  |− 8+15𝑖

17
| =

64+225

289
 = 1  จะได้ว่า 

      𝑓4(𝑧) = (8−15𝑖)(8+15𝑖)

239
∙ 𝜙

−
10+6𝑖

8−15𝑖

(𝜙10−6𝑖

17

(𝑧)) 

      = 𝜙
−

10+6𝑖

8−15𝑖

(𝜙10−6𝑖
17

(𝑧)) 

จาก  − 10+6𝑖

8−15𝑖
= −

10−6𝑖

17
  

ดังนั้น      𝑓4(𝑧) = 𝜙
−

10−6𝑖

17

(𝜙10−6𝑖
17

(𝑧)) 

      = 𝜙0(𝑧) 
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ดังนั้น 

𝐴 = {𝜙0, − (
8−15𝑖

17
) 𝜙10+6𝑖

17

, −𝜙4

5

, − (
8+15𝑖

17
) 𝜙10−6𝑖

17

}  

เป็นกรุปย่อย order 4 ของ 𝐴𝑢𝑡(𝐷\{
1

2
}) ซึ่งม ี − (

8−15𝑖

17
) 𝜙10+6𝑖

17

(𝑧), −𝜙4

5

(𝑧), − (
8+15𝑖

17
) 𝜙10−6𝑖

17

(𝑧)  

และ 𝜙0(𝑧) เป็นสมาชิก โดยที่ 

1) 𝜙0(𝑧) = 𝑧   เป็นเอกลักษณ์ในกรุป 

2) − (
8−15𝑖

17
) 𝜙10+6𝑖

17

(𝑧) และ − (
8+15𝑖

17
) 𝜙10−6𝑖

17

(𝑧)  เป็นอินเวอร์สซึ่งกันและกัน 

3) −𝜙4

5

(𝑧)  เป็นอินเวอร์สของตัวมันเอง           … ∎ 
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3.2 อัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

ในบทย่อยนี้เราจะศึกษาอัตสัณฐานของแผ่นจานเมื่อมีจุดถูกลบออกไป 2 จุด 

ทฤษฎีบท 3.2.1  𝑓: 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} → 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} ก็ต่อเมื่อ 

1) 𝑓(𝑧) = 𝑧           หรือ 

2) 𝑓(𝑧) =  −𝜙𝑏(𝑧)  เมื่อ 𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎1𝜔
(𝑎2) และ ω = 

𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

 

พิสูจน์ 

เห็นชัดว่าฟังก์ชัน 𝑓(𝑧) = 𝑧 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

พิจารณาฟังก์ชัน 𝑓(𝑧) =  −𝜙𝑏(𝑧)  โดยที่  𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎1𝜔
(𝑎2) และ ω = 

𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

และจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและท่ัวถึงบน 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑎2) ∈ 𝐷 

จัดรูปใหม ่ 𝑓(𝑧)  ได้ว่า   𝑓(𝑧) =  −𝜙𝑏(𝑧) =  − 𝑧−𝑏

1−�̅�𝑧
 

แทนค่า  𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎1𝜔(𝑎2) = −𝜙𝑎1
(𝑎2𝜔−1)  จะได้ว่า 

     𝑓(𝑧) = −(𝜙(−𝜙𝑎1
(𝑎2𝜔−1)))(𝑧) 

            = −
𝑧+𝜙𝑎1(𝑎2𝜔−1)

1+𝜙𝑎1(𝑎2𝜔−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑧
 

            = −
𝑧+

(𝑎2𝜔−1−𝑎1)

(1−�̅�1𝑎2𝜔−1)

1+
(𝑎2𝜔−1−𝑎1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)
𝑧
 

             = −
(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑎1)

(1−�̅�1𝑎2𝜔−1)
∙ (1−�̅�1𝑎2𝜔−1)𝑧+(𝑎2𝜔−1−𝑎1)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)+(𝑎2𝜔−1−𝑎1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝑧

 

             = −
(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑎1)

(1−�̅�1𝑎2𝜔−1)
∙ (𝑧−𝑎1)+𝑎2𝜔−1(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑧)

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑧)+𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑧−𝑎1)
 

             = −
(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑎1)

(1−�̅�1𝑎2𝜔−1)
∙ 

𝜙𝑎1
(𝑧)+𝑎2𝜔−1

1+𝑎2̅̅̅̅ 𝜔𝜙𝑎1
(𝑧)

 

              = −
(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑎1)

(1−�̅�1𝑎2𝜔−1)
∙ 𝜙−𝑎2𝜔−1((𝜙𝑎1

(𝑧)) 
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พิจารณา  ω = 
𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

 

จะได้ว่า  ω = 
𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

 = (𝑎1−𝑎2)(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)(𝑎2−𝑎1)
 = − (1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)
 

แทนค่า  ω = − (1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)
  ลงใน  − (1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)

(1−�̅�1𝑎2𝜔−1)
  จะได้ว่า 

      −
(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2𝜔−1)
 = −

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1(−
(1−𝑎1̅̅ ̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅ ̅̅ 𝑎1)
))

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2(−
(1−𝑎2̅̅ ̅̅ 𝑎1)

(1−𝑎1̅̅ ̅̅ 𝑎2)
))

 

         = −
(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)((1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)+𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2))

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)((1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)+𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1))
 

         = −
(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1+𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1−|𝑎1𝑎2|2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2+𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2−|𝑎1𝑎2|2)
 

         = −
(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)(1−|𝑎1𝑎2|2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)(1−|𝑎1𝑎2|2)
 

         = −
(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)
 = ω 

แทนค่า  − (1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2𝜔−1)
 = ω  ลงใน  𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

    𝑓(𝑧) = ω ∙ 𝜙−𝑎2𝜔−1((𝜙𝑎1
(𝑧)) 

∴    𝑓(𝑧) = 𝜙𝑎−2
(𝜔𝜙𝑎1

(𝑧)) 

แทนค่า  𝑧 = 𝑎1 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

   𝑓(𝑎1) = 𝜙𝑎−2
(𝜔𝜙𝑎1

(𝑎1)) 

               = 𝜙𝑎−2
(0) 

               = 𝑎2 

แทนค่า  𝑧 = 𝑎2 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

    𝑓(𝑎2) = 𝜙𝑎−2
(𝜔𝜙𝑎1

(𝑎2)) 
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เนื่องจาก ω =
𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

  จึงได้ว่า 

   𝑓(𝑎2) = 𝜙𝑎−2
(

𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

∙ 𝜙𝑎1
(𝑎2)) 

               = 𝜙𝑎−2
(𝜙

𝑎2
(𝑎1)) 

               = 𝑎1 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷 และ 𝑓(𝑎1) = 𝑎2 และ 𝑓(𝑎2) = 𝑎1 

ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

ดังนั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

โดยทฤษฎีบทในการวิเคราะห์เชิงซ้อน จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

ต่อไปจะแสดงว่าทุกอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} จะอยู่ในรูปแบบดังกล่าว 

สมมติ 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

เนื่องจาก 𝑓 มีขอบเขตบน 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} จะได้ว่า 𝑧 = 𝑎1, 𝑎2 เป็นจุดเอกฐานขจัดได ้

นิยาม 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 

ในท านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.1.1 เราจะได้ว่า 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓  

และ 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷    โดยหลักค่าโมดูลัสสูงสุดและทฤษฎีบทเอกฐานขจัดได้ของรีมันน์ 

ต่อไปจะแสดงว่าเป็นไปไม่ได้ที่ 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

สมมติ 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

จาก 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 และ 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

นิยาม  𝑔(𝑧) = {
𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}

𝑏𝑖, 𝑧 ∈ {𝑎1, 𝑎2}
 โดยที่  𝑏𝑖 ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์จะได้ว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชันเปิด(Open mapping) และจากสมมติฐาน 𝑓 เป็นฟังก์ชัน

หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

ดังนั้น 𝑓−1 นิยามได้และ 𝑓−1 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 
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พิจารณา  (𝑓−1 ∘ 𝑔): 𝐷 → 𝐷\{𝑎1, 𝑎2} 

เนื่องจาก 𝑏𝑖 ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}  ส่งผลให้  𝑓−1(𝑏𝑖) ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2 

ดังนั้น  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = {
                  𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}

𝑓−1(𝑏𝑖), 𝑧 ∈ {𝑎1, 𝑎2}
 ส าหรับ 𝑖 = 1, 2 

สังเกตว่า 𝑔 ต่อเนื่องที่จุด 𝑎𝑖 และ 𝑓 ต่อเนื่องทีจุ่ด 𝑏𝑖 = 𝑔(𝑎𝑖)  จะได้ว่า  𝑓−1 ∘ 𝑔  ต่อเนื่องที่จุด 𝑎𝑖 

และจาก  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = 𝑧  เมื่อ 𝑧 ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}  ส่งผลให้  lim
𝑧→𝑎𝑖

(𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = lim
𝑧→𝑎𝑖

𝑧 = 𝑎𝑖 

แต่จาก  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑎𝑖) = 𝑓−1(𝑏𝑖) ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}  ดังนั้น 𝑓−1(𝑏𝑖) ≠ 𝑎𝑖  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2 

เกิดข้อขัดแย้งกับ 𝑓−1 ∘ 𝑔  ต่อเนื่องที่จุด 𝑎1 และ 𝑎2   ดังนั้น 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ {𝑎1, 𝑎2} 

ส่งผลให้ 𝑔 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 ซ่ึง 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ {𝑎1, 𝑎2} 

ดังนั้น  𝑔(𝑧) = {
𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2}

𝑏𝑖, 𝑧 ∈ {𝑎1, 𝑎2}
 โดยที่  𝑏𝑖 ∈ {𝑎1, 𝑎2}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2 

พิจารณาการส่งค่าจุด 𝑎1 และ 𝑎2 ภายใต้ 𝑔 

กรณีท่ี 1  𝑔(𝑎1) = 𝑎1 และ 𝑔(𝑎2) = 𝑎2 

พิจารณาการส่ง   𝜙𝑎1
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

: 𝐷 → 𝐷 

จะเห็นได้ว่า   𝜙𝑎1
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

   เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 และ (𝜙𝑎1
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(0) = 0 

จากบทแทรก 2.7.1 จะได้ว่า 

(𝜙𝑎1
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(𝑧) = 𝜔𝑧      เมื่อ  |𝜔| = 1 

แทนค่า 𝑧 ด้วย (𝜙𝑎1
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(𝑧) ลงใน 𝜙−𝑎1
(𝑧)  จะได้ว่า 

         (𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1
)(𝑧) = 𝜙−𝑎1

(𝜔𝑧) 

แทนค่า 𝜙𝑎1
(𝑧) ลงใน (𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(𝑧)  จะได้ว่า 
     𝑔(𝑧) = 𝜙𝑎−1

(𝜔𝜙𝑎1
(𝑧)) 

แทนค่า   𝑔(𝑎2) = 𝑎2  จะได้ว่า     𝑎2 = 𝜙𝑎−1
(𝜔𝜙𝑎1

(𝑎2)) 

          𝜙𝑎1
(𝑎2) = 𝜔𝜙𝑎1

(𝑎2) 

ดังนั้น     𝑔(𝑧) = 𝑧     เมื่อ  𝑔(𝑎1) = 𝑎1 และ 𝑔(𝑎2) = 𝑎2 
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กรณีท่ี 2  𝑔(𝑎1) = 𝑎2 และ  𝑔(𝑎2) = 𝑎1 

พิจารณาการส่ง   𝜙𝑎2
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

: 𝐷 → 𝐷 

จะเห็นได้ว่า   𝜙𝑎2
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

   เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 และ (𝜙𝑎2
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(0) = 0 

จากบทแทรก 2.7.1 จะได้ว่า 

(𝜙𝑎2
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(𝑧) = 𝜔𝑧      เมื่อ  |𝜔| = 1 

แทนค่า (𝜙𝑎2
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(𝑧) ลงใน 𝜙−𝑎1
(𝑧)  จะได้ว่า 

         (𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1
)(𝑧) = 𝜙−𝑎2

(𝜔𝑧) 

แทนค่า 𝜙𝑎2
(𝑧) ลงใน (𝑔 ∘ 𝜙−𝑎1

)(𝑧)  จะได้ว่า 
     𝑔(𝑧) = 𝜙𝑎−2

(𝜔𝜙𝑎1
(𝑧)) 

              = 𝜔 ∙ 𝜙−𝑎2𝜔−1((𝜙𝑎1
(𝑧)) 

             = 𝜔 ∙ 
𝜙𝑎1

(𝑧)+𝑎2𝜔−1

1+𝑎2̅̅̅̅ 𝜔𝜙𝑎1
(𝑧)

 

             = 𝜔 ∙ (𝑧−𝑎1)+𝑎2𝜔−1(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑧)

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑧)+𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑧−𝑎1)
 

             = 𝜔 ∙ (1−�̅�1𝑎2𝜔−1)𝑧+(𝑎2𝜔−1−𝑎1)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)+(𝑎2𝜔−1−𝑎1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝑧

 

             = 𝜔 ∙ (1−�̅�1𝑎2𝜔−1)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)
 ∙

𝑧+𝜙𝑎1
(𝑎2𝜔−1)

1+𝜙𝑎1
(𝑎2𝜔−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

            = 𝜔 ∙ (1−�̅�1𝑎2𝜔−1)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)
 ∙ (𝜙(−𝜔−1𝜙𝑎1𝜔(𝑎2)))(𝑧) 

แทนค่า    𝑔(𝑎2) = 𝑎1 จะได้ว่า  𝜙𝑎2
(𝑎1) = 𝜔𝜙𝑎1

(𝑎2)  ∴     𝜔 =
𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)
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พิจารณา  ω = 
𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

 

จะได้ว่า  ω = 
𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

 = (𝑎1−𝑎2)(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)(𝑎2−𝑎1)
 = − (1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)
 

แทนค่า  ω = − (1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)
  ลงใน  (1−�̅�1𝑎2𝜔−1)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)
  จะได้ว่า 

          
(1−�̅�1𝑎2𝜔−1)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)
 = 

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2(−
(1−𝑎2̅̅ ̅̅ 𝑎1)

(1−𝑎1̅̅ ̅̅ 𝑎2)
))

(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1(−
(1−𝑎1̅̅ ̅̅ 𝑎2)

(1−𝑎2̅̅ ̅̅ 𝑎1)
))

 

         = 
(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)((1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)+𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1))

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)((1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)+𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2))
 

         = 
(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2+𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2−|𝑎1𝑎2|2)

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1+𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1−|𝑎1𝑎2|2)
 

         = 
(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)(1−|𝑎1𝑎2|2)

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)(1−|𝑎1𝑎2|2)
 

         = 
(1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1)

(1−𝑎1̅̅̅̅ 𝑎2)
 = −ω−1 

แทนค่า (1−�̅�1𝑎2𝜔−1)

(1−𝑎2𝜔−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑎1)
 == −ω−1 ลงใน  𝑔(𝑧)  จะได้ว่า 

     𝑔(𝑧) = 𝜔 ∙ (−𝜔−1) ∙ (𝜙(−𝜔−1𝜙𝑎1𝜔(𝑎2)))(𝑧) 

 ∴    𝑔(𝑧) = −(𝜙
(−𝜔−1𝜙𝑎1𝜔

(𝑎2))
)(𝑧) 

ดังนั้น      𝑓(𝑧) = −𝜙𝑏(𝑧)   โดยที่  𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎1𝜔
(𝑎2)  และ ω =

𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

            … ∎ 

 

สังเกตว่า  (−𝜙𝑏)2(𝑧) = −𝜙𝑏(−𝜙𝑏(𝑧)) = 𝜙−𝑏(𝜙𝑏(𝑧)) = 𝜙0(𝑧) 

จึงสรุปได้ว่า 

𝐴𝑢𝑡(𝐷\{𝑎1, 𝑎2}) = {𝜙0, −𝜙𝑏} โดยที่  𝑏 = −𝜔−1𝜙𝑎1𝜔
(𝑎2)  และ ω =

𝜙𝑎2(𝑎1)

𝜙𝑎1
(𝑎2)

 

ดังนั้น 𝐴𝑢𝑡(𝐷\{𝑎1, 𝑎2}) เป็นกรุปซึ่งมีสมาชิกเพียง 2 ตัว ได้แก่   𝜙0(𝑧) = 𝑧   ซึ่งเป็นเอกลักษณ์ในกรุป 

และ −𝜙𝑏(𝑧) ซึ่งมีสมบัติ อินเวอร์สของตัวมันเอง 
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ตัวอย่าง 3.2.2    พิจารณา 𝐴𝑢𝑡 (𝐷\ {
1

2
,

𝑖

3
}) 

ให้ 𝑔 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 และ 𝑔 (
1

2
) , 𝑔 (

𝑖

3
) ∈ {

1

2
,

𝑖

3
} 

ถ้า  𝑔 (
1

2
) =

1

2
  และ  𝑔 (

𝑖

3
) =

𝑖

3
   จะได้ว่า   𝑓(𝑧) = 𝑧    ส าหรับทุก  𝑧 ∈ 𝐷\ {

1

2
,

𝑖

3
} 

ถ้า  𝑔 (
1

2
) =

𝑖

3
  และ  𝑔 (

𝑖

3
) =

1

2
   จะได้ว่า   𝜙1

2

(
𝑖

3
) =

2𝑖−3

6−𝑖
  และ  𝜙𝑖

3

(
1

2
) =

3−2𝑖

6+𝑖
 

ดังนั้น ω =
𝜙𝑖

3

(
1

2
)

𝜙1
2

(
𝑖

3
)

= −
6−𝑖

6+𝑖
 ,    𝛼 =

(1−
1
2

∙
𝑖
3

𝜔−1)

(1+
𝑖
3

∙
1
2

𝜔)
=

6+𝑖

6−𝑖
  และ 𝑏 = −𝜔−1𝜙1

2
∙𝜔

(
𝑖

3
) =

16+9𝑖

35
 

∴    𝑔(𝑧) = 𝜔𝛼𝜙𝑏(𝑧) = −𝜙16−9𝑖

35

(𝑧)    ส าหรับทุก  𝑧 ∈ 𝐷 

 

แทนค่า   𝑧 =
1

2
   จะได้ว่า   𝑔 (

1

2
) = −𝜙16+9𝑖

35

(
1

2
) 

   = − (
1

2
−

16+9𝑖

35

1−
16−9𝑖

35
∙
1

2

) 

   = − (
35−32−18𝑖

70−16+9𝑖
) 

   = − (
3−18𝑖

54+9𝑖
) = −

𝑖

3
(

−𝑖−6

6+𝑖
) =

𝑖

3
 

แทนค่า   𝑧 =
𝑖

3
   จะได้ว่า   𝑔 (

𝑖

3
) = −𝜙16+9𝑖

35

(
𝑖

3
) 

   = − (
𝑖

3
−

16+9𝑖
35

1−
16−9𝑖

35
∙
𝑖

3

) 

     = − (
35𝑖−48−27𝑖

105−16𝑖−9
) 

     = − (
−48+8𝑖

96−16𝑖
) = −

1

2
(

−6+𝑖

6−𝑖
) =

1

2
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จากทฤษฎีบท 3.2.1  ท าให้สรุปได้ว่า 

𝐴𝑢𝑡 (𝐷\ {
1

2
,

𝑖

3
}) = {𝜙0, −𝜙16+9𝑖

35

} 

เป็นกรุปซึ่งมีสมาชิกเพียง 2 ตัว ได้แก่   𝜙0(𝑧) = 𝑧   ซึ่งเป็นเอกลักษณ์ในกรุป และ −𝜙16+9𝑖

35

(𝑧) ซึ่งมีสมบัติ 

อินเวอร์สของตัวมันเอง              … ∎ 
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3.3 อัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

ในบทย่อยนี้เราจะศึกษาอัตสัณฐานของแผ่นจานเมื่อมีจุดถูกลบออกไป 3 จุด 

ก่อนที่จะพิจารณาอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} เราจะพิจารณาอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

บทแทรก 3.3.1 ให้ 𝑔 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ถ้า 𝑔(𝑎) = 𝑎 และ 𝑔(𝑏) = 𝑏 แล้ว 𝑔(𝑧) = 𝑧 

พิสูจน์ 

สมมติ 𝑔(𝑎) = 𝑎 และ 𝑔(𝑏) = 𝑏 

จาก 𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซ่ึง (𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎)(0) = 0 

จะได้ว่า            (𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎)(𝑧) = 𝜔𝑧   โดยที่ |𝜔| = 1  

แทนค่า 𝑧 = 𝜙𝑎(𝑏)  จะได้ว่า (𝜙𝑎 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎)(𝜙𝑎(𝑏)) = 𝜔𝜙𝑎(𝑏) 

 ∴         (𝜙𝑎 ∘ 𝑔)(𝑏) = 𝜔𝜙𝑎(𝑏) 
เนื่องจาก 𝑔(𝑏) = 𝑏  จะได้ว่า      𝜙𝑎(𝑏) = 𝜔𝜙𝑎(𝑏)  ∴ 𝜔 = 1 

จึงสรุปได้ว่า  𝑔(𝑧) = 𝑧 เมื่อ 𝑔(𝑎) = 𝑎 และ 𝑔(𝑏) = 𝑏         … ∎ 

 

ทฤษฎีบท 3.3.2  𝑓: 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} → 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} ก็ต่อเมื่อ 

1)  𝑓(𝑧) = 𝑧           หรือ 

2)  𝑓(𝑧) = −𝑧   ซึ่งเกิดขึ้นเมื่อ  𝑎2 = −𝑎1     หรือ 

3)  𝑓(𝑧) = −𝜙𝑎1
(𝑧)  ซึ่งเกิดขึ้นเมื่อ  𝑎1 = 𝜙−𝑎2

(𝑎2)     หรือ 

4)  𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(𝑧) ซึ่งเกิดขึ้นเมื่อ  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
)     หรือ 

5)  𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋+𝜃) 𝜙𝑎1
(𝑧)  ซึ่งเกิดขึ้นเมื่อ  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
) 

สังเกตว่า กรณีท่ี 3) เป็นกรณีเดียวซึ่ง |𝑎1| ≠ |𝑎2| 
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พิสูจน์ 

เห็นได้ชัดว่า 𝑓(𝑧) = 𝑧 และถ้า 𝑎2 = −𝑎1 จะได้ว่า 𝑓(𝑧) = −𝑧 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

พิจารณาฟังก์ชัน  𝑓(𝑧) = −𝜙𝑎1
(𝑧) โดยที่  𝑎1 = 𝜙−𝑎2

(𝑎2) 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

และจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓(0), 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑎2) ∈ 𝐷 

แทนค่า  𝑧 = 0 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

     𝑓(0) = −𝜙𝑎1
(0) 

               = 𝑎1 

แทนค่า  𝑧 = 𝑎1 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

   𝑓(𝑎1) = −𝜙𝑎1
(𝑎1) 

               = 0 

แทนค่า  𝑧 = 𝑎2 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

    𝑓(𝑎2) = −𝜙𝑎1
(𝑎2) 

เนื่องจาก  𝑎1 = 𝜙−𝑎2
(𝑎2)  จึงได้ว่า 

   𝑓(𝑎2) = −𝜙𝜙−𝑎2(𝑎2)  (𝑎2) 

               = − (
𝑎2−𝜙−𝑎2(𝑎2)

1−𝜙−𝑎2(𝑎2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅∙𝑎2
) 

               = − (
𝑎2(1+|𝑎2|2)−2𝑎2

(1+|𝑎2|2)−2𝑎2̅̅̅̅ ∙𝑎2
) 

               = 𝑎2 (
1−|𝑎2|2

1−|𝑎2|2) 

               = 𝑎2 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷 และจาก 𝑓(0) = 𝑎1, 𝑓(𝑎1) = 0 และ 𝑓(𝑎2) = 𝑎2 

ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

จาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

โดยทฤษฎีบทในการวิเคราะห์เชิงซ้อน จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 
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พิจารณาฟังก์ชัน  𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(𝑧)  โดยที่  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

เมื่อ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
) 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

และจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓(0), 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑎2) ∈ 𝐷 

แทนค่า  𝑧 = 0 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

     𝑓(0) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(0) 

               = −𝑎2 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 

               = 𝑎2 𝑒−𝑖𝜃 

เนื่องจาก  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃   จึงได้ว่า     𝑓(0) = 𝑎1 
 

แทนค่า  𝑧 = 𝑎1 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

   𝑓(𝑎1) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(𝑎1) 

               = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 
𝑎1−𝑎2

1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1
 

เนื่องจาก  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃   จึงได้ว่า 

   𝑓(𝑎1) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 
𝑎1−𝑎1𝑒𝑖𝜃

1−𝑎1𝑒𝑖𝜃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑎1
 

               = 𝑎1 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 
1−𝑒𝑖𝜃

1−|𝑎1|2𝑒−𝑖𝜃 

จาก  |𝑎1| = √2 cos 𝜃 − 1  จะสังเกตได้ว่า  |𝑎1| = √𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃 − 1 

∴   𝑓(𝑎1) = 𝑎1 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 
1−𝑒𝑖𝜃

1−(𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃−1)𝑒−𝑖𝜃 

               = 𝑎1 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 
1−𝑒𝑖𝜃

𝑒−𝑖𝜃−𝑒−2𝑖𝜃 

               = 𝑎1 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝑒𝑖(2𝜃−𝜋) 
1−𝑒𝑖𝜃

1−𝑒𝑖𝜃 

               = 𝑎1 𝑒𝑖𝜃 = 𝑎2 
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แทนค่า  𝑧 = 𝑎2 ลงใน 𝑓(𝑧) จะได้ว่า 

     𝑓(0) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(0) 

               = −𝑎2 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 

               = 𝑎2 𝑒−𝑖𝜃 

เนื่องจาก  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃   จึงได้ว่า     𝑓(0) = 𝑎1 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷 และจาก 𝑓(0) = 𝑎1, 𝑓(𝑎1) = 𝑎2 และ 𝑓(𝑎2) = 0 

ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

จาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

โดยทฤษฎีบทในการวิเคราะห์เชิงซ้อน จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

พิจารณาฟังก์ชัน  𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋+𝜃) 𝜙𝑎1
(𝑧)  โดยที่  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

เมื่อ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
) 

ในท านองเดียวกันกับฟังก์ชัน  𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(𝑧)  จะได้ว่า  𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

และ 𝑓 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและท่ัวถึงบน 𝐷 ซ่ึง 𝑓(0) = 𝑎2, 𝑓(𝑎2) = 𝑎1 และ 𝑓(𝑎1) = 0 

โดยทฤษฎีบทในการวิเคราะห์เชิงซ้อน จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

ต่อไปจะแสดงว่าอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} ทั้งหมดอยู่ในรูปแบบข้างต้น 

ให้ 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

โดยหลักค่าโมดูลัสสูงสุดและทฤษฎีบทเอกฐานขจัดได้ของรีมันน์ ท าให้เราทราบว่ามี 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 

ซึ่งขยายจาก 𝑓 ซ่ึง 𝑔(0), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷 

ต่อไปจะแสดงว่าเป็นไปไม่ได้ที่ 𝑔(0), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

สมมติ 𝑔(0), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

จาก 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 และ 𝑔(0), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

นิยาม  𝑔(𝑧) = {
𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}

𝑏𝑖, 𝑧 ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2}
     โดยที่  𝑏𝑖 ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2, 3 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์จะได้ว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชันเปิด(Open mapping) และจากสมมติฐาน 𝑓 เป็นฟังก์ชัน

หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 
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ดังนั้น 𝑓−1 นิยามได้และ 𝑓−1 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงบน 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

พิจารณา  (𝑓−1 ∘ 𝑔): 𝐷 → 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} 

เนื่องจาก 𝑏𝑖 ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}  ส่งผลให้  𝑓−1(𝑏𝑖) ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2, 3 

ดังนั้น  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = {
                  𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}

𝑓−1(𝑏𝑖), 𝑧 ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2}
 

โดยที่  𝑔(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2, 3 

สังเกตว่า 𝑔 ต่อเนื่องที่จุด 𝑎𝑖 และ 𝑓 ต่อเนื่องทีจุ่ด 𝑏𝑖 = 𝑔(𝑎𝑖)  จะได้ว่า  𝑓−1 ∘ 𝑔  ต่อเนื่องที่จุด 𝑎𝑖 

และจาก  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = 𝑧  เมื่อ 𝑧 ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}  ส่งผลให้  lim
𝑧→𝑎𝑖

(𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑧) = lim
𝑧→𝑎𝑖

𝑧 = 𝑎𝑖 

แต่จาก  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑎𝑖) = 𝑓−1(𝑏𝑖) ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}  ดังนั้น 𝑓−1(𝑏𝑖) ≠ 𝑎𝑖  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2, 3 

เกิดข้อขัดแย้งกับ 𝑓−1 ∘ 𝑔  ต่อเนื่องที่จุด 0, 𝑎1 และ 𝑎2   ดังนั้น 𝑔(0), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2} 

ส่งผลให้ 𝑔 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 ซ่ึง 𝑔(0), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2} 

ดังนั้น  𝑔(𝑧) = {
𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2}

𝑏𝑖, 𝑧 ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2}
     โดยที่  𝑏𝑖 ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2, 3 

พิจารณาการส่งค่าจุด 0, 𝑎1 และ 𝑎2 ภายใต้ 𝑔 

กรณีท่ี 1  𝑔(0) = 0, 

จากบทแทรก 2.7.1 จะได้ว่า  𝑔(𝑧) = 𝜔𝑧      โดยที่  |𝜔| = 1 

เนื่องจาก  𝑔(0) = 0  และ  𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2}  จะได้ว่า  𝑔(𝑎1) = 𝑎1  หรือ  𝑔(𝑎2) = 𝑎1 

พิจารณากรณ ี 𝑔(𝑎1) = 𝑎1 

จะได้ว่า  𝑔(0) = 0,  𝑔(𝑎1) = 𝑎1 และ 𝑔(𝑎2) = 𝑎2 

โดยบทแทรก 3.3.1 ท าให้ได้ว่า  𝑔(𝑧) = 𝑧 

พิจารณากรณี 𝑔(𝑎2) = 𝑎1 

จะได้ว่า  𝑔(0) = 0,  𝑔(𝑎2) = 𝑎1 และ 𝑔(𝑎1) = 𝑎2 

แทนค่า 𝑔(𝑎2) = 𝑎1 ลงใน 𝑔(𝑧) = 𝜔𝑧   จะได้ว่า    𝑎1 = 𝜔𝑎2    ⋯ (1) 

แทนค่า 𝑔(𝑎1) = 𝑎2 ลงใน 𝑔(𝑧) = 𝜔𝑧   จะได้ว่า    𝑎2 = 𝜔𝑎1    ⋯ (2) 

เนื่องจาก 𝑎1, 𝑎2 ≠ 0  แก้สมการได้ว่า 𝜔 = 1 หรือ −1    แต่เนื่องจาก  𝑎1 ≠ 𝑎2  ส่งผลให้  𝜔 = −1 
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ดังนั้น  𝑔(𝑧) = −𝑧 

กรณีท่ี 2  𝑔(0) ≠ 0, โดยไม่เสียนัย ให้  𝑔(0) = 𝑎1 

พิจารณาการส่ง   𝜙𝑎1
∘ 𝑔: 𝐷 → 𝐷 

จะเห็นได้ว่า   𝜙𝑎1
∘ 𝑔   เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 และ (𝜙𝑎1

∘ 𝑔)(0) = 0 

จากบทแทรก 2.7.1 จะได้ว่า   (𝜙𝑎1
∘ 𝑔)(𝑧) = 𝜔𝑧     เมื่อ  |𝜔| = 1                      

แทนค่า 𝑧 ด้วย (𝜙𝑎1
∘ 𝑔)(𝑧) ลงใน 𝜙−𝑎1

(𝑧)  จะได้ว่า  𝑔(𝑧) = 𝜙−𝑎1
(𝜔𝑧) 

เนื่องจาก  𝑔(0) = 𝑎1  และ  𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎2) ∈ {0, 𝑎1, 𝑎2}  จะได้ว่า  𝑔(𝑎1) = 0  หรือ  𝑔(𝑎2) = 0 

พิจารณากรณ ี𝑔(𝑎1) = 0 

จากที่เราทราบว่า  𝑔(𝑧) = 𝜙−𝑎1
(𝜔𝑧)  จะได้ว่า  0 = 𝜙−𝑎1

(𝜔𝑎1) 

แทนค่า 0 ลงใน  𝜙𝑎1
(𝑧) จะได้ว่า           𝜙𝑎1

(𝑎1) = 𝜙𝑎1
(𝜙−𝑎1

(𝜔𝑎1))  

            −𝑎1 = 𝜔𝑎1 

∴               𝜔 = −1 

ดังนั้น  𝑔(𝑧) = 𝜙−𝑎1
(−𝑧) = −𝜙𝑎1

(𝑧) 

ในขั้นต่อไปจะหาความสัมพันธ์ระหว่าง 𝑎1 และ 𝑎2 

พิจารณา 𝑔(𝑎2) = 𝑎2  

จากบทพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3.1.1 จะได้ว่า   

 𝑔(𝑧) = (�̃�α)𝜙𝑏(𝑧)  โดยที่  |�̃�| = 1 α = (1−|𝑎2|2�̃�−1)

(1−|𝑎2|2�̃�)
 𝑏 = −�̃�−1𝜙𝑎2�̃�(𝑎2) 

เนื่องจาก  𝑔 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึง จะได้สมการ 2 สมการ ได้แก่ 

      −1 = �̃� 
(1−|𝑎2|2�̃�−1)

(1−|𝑎2|2�̃�)
        ⋯ (1) 

    𝑎1 = −�̃�−1𝜙𝑎2�̃�(𝑎2)     ⋯ (2) 

แก้สมการที่ (1) จะได้ว่า  −(1 − |𝑎2|2�̃�) = �̃�(1 − |𝑎2|2�̃�−1) 

           |𝑎2|2�̃� − 1 = �̃� − |𝑎2|2 

       (1 − |𝑎2|2)�̃� = −(1 − |𝑎2|2) 

 ∴             �̃� = −1 

แทนค่า �̃� = −1 ลงในสมการที่ (2) จะได้ว่า     𝑎1 = 𝜙−𝑎2
(𝑎2) 

ดังนั้น 𝑔(𝑧) = −𝜙𝑎1
(𝑧) โดยที่  𝑎1 = 𝜙−𝑎2

(𝑎2) 
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ต่อไปจะพิจารณากรณีซ่ึง 0, 𝑎1, 𝑎2 ไม่มีตัวใดคงท่ีภายใต้ 𝑔 

กรณี 𝑔(𝑎2) = 0  จะได้ว่า 𝑔(0) = 𝑎1, 𝑔(𝑎1) = 𝑎2 และ 𝑔(𝑎2) = 0 

พิจารณา  𝑔(𝑧) = 𝜙−𝑎1
(𝜔𝑧) 

แทนค่า  𝑔(𝑎2) = 0 จะได้ว่า          0 = 𝜙−𝑎1
(𝜔𝑎2) 

แทนค่า 𝑧 = 0 ลงใน  𝜙𝑎1
(𝑧)  จะได้ว่า 𝜙𝑎1

(0) = 𝜔𝑎2 

           −𝑎1 = 𝜔𝑎2 

 ∴            𝜔 = −
𝑎1

𝑎2
 

สังเกตว่า  |𝑎1| = |𝑎2| 

เนื่องจาก 𝑎1 ≠ 𝑎2 จะได้ว่า ω ≠ −1 

พิจารณา ω = 1 

จาก      𝑔(𝑧) = 𝜙−𝑎1
(𝜔𝑧) 

แทนค่า 𝜔 = 1  จะได้ว่า       𝑔(𝑧) = 𝜙−𝑎1
(𝑧) 

แทนค่า 𝑔(𝑎1) = 𝑎2 จะได้ว่า         𝑎2 = 𝜙−𝑎1
(𝑎1) 

                    = 
2𝑎1

1+|𝑎1|2 

แทนค่า 𝑎2 = 
2𝑎1

1+|𝑎1|2  ลงใน 𝑔(𝑧) จะได้ว่า 

       𝑔(𝑎2) = 𝜙−𝑎1
(𝑎2) 

                    = 𝜙−𝑎1
 (

2𝑎1

1+|𝑎1|
2) 

แต่เนื่องจาก −𝑎1 ≠ 
2𝑎1

1+|𝑎1|2 ส่งผลให้  𝑔(𝑎2) ≠ 0  เกิดข้อขัดแย้ง   ∴  𝜔 ≠ 1 

จาก ω ≠ −1 และ 𝜔 ≠ 1  ท าให้สามารถเขียน 𝜔 อยู่ในรูป 𝜔 = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) โดยที่ 𝜃 ∈ (−𝜋, 0) ∪ (0, 𝜋) 

ส่งผลให้  𝑎2 = 𝑎1 𝑒𝑖𝜃 

จาก  𝑔(𝑧) = 𝜙−𝑎1
(𝜔𝑧) = 𝜔𝜙−𝑎1𝜔−1(𝑧) 

แทนค่า  𝜔 = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) จะได้ว่า      𝑔(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃)𝜙𝑎1𝑒𝑖𝜃(𝑧) 

แทนค่า 𝑎2 = 𝑎1 𝑒𝑖𝜃   จะได้ว่า      𝑔(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃)𝜙𝑎2
(𝑧) 

ในขั้นต่อไปจะหาความสัมพันธ์ระหว่าง 𝑎1 และ 𝜃  เมื่อ 𝜃 ∈ (−𝜋, 0) ∪ (0, 𝜋) 

แทนค่า 𝑔(𝑎1) = 𝑎2    จะได้ว่า          𝑎2 = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) ∙ 𝜙𝑎2
(𝑎1) 
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             𝑎2 = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) ∙ 
𝑎1−𝑎2

1−𝑎2̅̅̅̅ 𝑎1
 

จาก 𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 ∴  𝑎1 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) ∙ 
𝑎1−𝑎1𝑒𝑖𝜃

1−𝑎1𝑒𝑖𝜃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑎1
 

จาก 𝑎1 ≠ 0  ∴       𝑒𝑖𝜃 = 
1−𝑒−𝑖𝜃

1−|𝑎1|2𝑒−𝑖𝜃 

เนื่องจาก  |𝑎1| < 1, จึงรูปได้ว่า     |𝑎1|2 = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃 −1 

   ∴      |𝑎1|   = √2 cos 𝜃 − 1 

และเนื่องจาก  1 > |𝑎1| > 0  ส่งผลให้  1 > cos 𝜃 >
1
2
  ดังนั้น  𝜃 ∈ (−

𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
) 

ดังนั้น    𝑔(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(𝑧) โดยที่  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

ในท านองเดียวกัน ถ้า 𝑔(0) = 𝑎2 เราจะทราบว่า 𝑔(0) = 𝑎2, 𝑔(𝑎2) = 𝑎1 และ 𝑔(𝑎1) = 0 

ส่งผลให้  𝑔(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋+𝜃) 𝜙𝑎1
(𝑧)  โดยที่  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

ดังนั้น 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} ก็ต่อเมื่อ 

1)  𝑓(𝑧) = 𝑧           หรือ 

2)  𝑓(𝑧) = −𝑧   เมื่อ  𝑎2 = −𝑎1       หรือ 

3)  𝑓(𝑧) = −𝜙𝑎1
(𝑧)  เมื่อ  𝑎1 = 𝜙−𝑎2

(𝑎2)      หรือ 

4)  𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(𝑧) เมื่อ  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
)     หรือ 

5)  𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋+𝜃) 𝜙𝑎1
(𝑧)  เมื่อ  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 และ |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
)        … ∎ 

 

 

 

 

ตัวอย่าง  พิจารณา 𝐴𝑢𝑡 (𝐷\ {0,
1

2
,

1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)}) 
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ให้  𝑎1 =
1

2
  และ  𝑎2 =

1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
) 

จาก  |5

8
+

𝑖√39

8
| =

25+39

64
= 1 จะได้ว่า  𝑒𝑖𝜃 =

5

8
+

𝑖√39

8
  และ  𝑒−𝑖𝜃  =

5

8
−

𝑖√39

8
 

จึงสามารถเขียน 𝑎2 ในรูป  𝑎2 = 𝑎1𝑒𝑖𝜃 

พิจารณาความสัมพันธ์  |𝑎1| = |𝑎2| = √2 cos 𝜃 − 1 

จาก  𝑒𝑖𝜃 =
5

8
+

𝑖√39

8
   จะได้ว่า  cos 𝜃 =

5

8
   

แทนค่า  cos 𝜃 =
5

8
  ลงในความสัมพันธ์ จะได้ว่า  √10

8
− 1 = √

1

4
=

1

2
= |𝑎1| 

จากทฤษฎีบท 3.3.2 จะได้ว่า   𝑓1(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝑎2
(𝑧)  = −𝑒−𝑖𝜃 𝜙𝑎2

(𝑧) 

แทนค่า  𝑎2 =
1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)  และ  𝑒−𝑖𝜃  =

5

8
−

𝑖√39

8
   ลงใน  𝑓1(𝑧) 

จะได้ว่า       𝑓1(𝑧) = − (
5

8
−

𝑖√39

8
) 𝜙1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)

(𝑧) 

และเม่ือเขียน 𝑎1 ในรูป  𝑎1 = 𝑎2𝑒−𝑖𝜃 

จากทฤษฎีบท 3.3.2 จะได้ว่า   𝑓2(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−(−𝜃)) 𝜙𝑎1
(𝑧) = −𝑒𝑖𝜃 𝜙𝑎1

(𝑧) 

แทนค่า  𝑎1 =
1

2
  และ  𝑒𝑖𝜃  =

5

8
+

𝑖√39

8
   ลงใน  𝑓2(𝑧) 

จะได้ว่า       𝑓2(𝑧) = − (
5

8
+

𝑖√39

8
) 𝜙1

2

(𝑧) 

พิจารณา  𝑓2 ∘ 𝑓1  และ  𝑓1 ∘ 𝑓2 

   (𝑓2 ∘ 𝑓1)(𝑧) = − (
5

8
+

𝑖√39

8
) 𝜙1

2

 (− (
5

8
−

𝑖√39

8
) 𝜙1

2
(

5
8

+
𝑖√39

8
)
(𝑧)) 

            = (5

8
+

𝑖√39

8
) (

5

8
−

𝑖√39

8
) 𝜙

−
1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)

 (𝜙1
2

(
5
8

+
𝑖√39

8
)
(𝑧)) 

            = 𝜙0(𝑧) 

 



32 
 

 

  (𝑓1 ∘ 𝑓2)(𝑧) = − (
5

8
−

𝑖√39

8
) 𝜙1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)

 (− (
5

8
+

𝑖√39

8
) 𝜙1

2

(𝑧)) 

            = (5

8
−

𝑖√39

8
) (

5

8
+

𝑖√39

8
) 𝜙

−
1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)(

5

8
−

𝑖√39

8
)

 (𝜙1
2

(𝑧)) 

            = 𝜙
−

1

2

 (𝜙1
2

(𝑧)) 

            = 𝜙0(𝑧) 

จึงสรุปได้ว่า 

 𝐴𝑢𝑡 (𝐷\ {0,
1

2
,

1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)}) = {𝜙0, − (

5

8
−

𝑖√39

8
) 𝜙1

2
(

5
8

+
𝑖√39

8
)
, − (

5

8
+

𝑖√39

8
) 𝜙1

2

} 

เป็นกรุปซึ่งมีสมาชิก 3 ตัว ได้แก่   𝜙0(𝑧) = 𝑧,− (
5

8
−

𝑖√39

8
) 𝜙1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)

(𝑧) และ − (
5

8
+

𝑖√39

8
) 𝜙1

2

(𝑧) 

โดยที่  𝜙0(𝑧) = 𝑧  เป็นเอกลักษณ์ในกรุปและ − (
5

8
−

𝑖√39

8
) 𝜙1

2
(

5

8
+

𝑖√39

8
)

(𝑧) กับ − (
5

8
+

𝑖√39

8
) 𝜙1

2

(𝑧)  

อินเวอร์สซึ่งกันและกัน 
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ต่อไปเราจะน าวิธีการหาอัตสัณฐานของ 𝐷\{0, 𝑎1, 𝑎2} มาประยุกต์ใช้หาอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} ส าหรับ 

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ใดๆ 

ทฤษฎีบท 3.3.3  𝑓: 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} → 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} ก็ต่อเมื่อ 

𝑓(𝑧) = (𝜙−𝑎3
∘ ℎ ∘ 𝜙𝑎3

)(𝑧) โดยที่ ℎ(𝑧) เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ทีส่อดคล้องเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

1)  ℎ(𝑧) = 𝑧           หรือ 

2)  ℎ(𝑧) = −𝑧          ซ่ึงเกิดข้ึนเมื่อ  𝜙𝑎3
(𝑎2) = −𝜙𝑎3

(𝑎1)   หรือ 

3)  ℎ(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝜙𝑎3
(𝑎2)(𝑧)  ซ่ึงเกิดข้ึนเมื่อ  𝜙𝑎3

(𝑎2) = 𝜙𝑎3
(𝑎1)𝑒𝑖𝜃    

 และ |𝜙𝑎3
(𝑎2)| = |𝜙𝑎3

(𝑎1)| = √2 cos 𝜃 − 1 โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
)  หรือ 

4)  ℎ(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋+𝜃) 𝜙𝜙𝑎3
(𝑎1)(𝑧)   ซ่ึงเกิดข้ึนเมื่อ  𝜙𝑎3

(𝑎2) = 𝜙𝑎3
(𝑎1)𝑒𝑖𝜃    

 และ |𝜙𝑎3
(𝑎2)| = |𝜙𝑎3

(𝑎1)| = √2 cos 𝜃 − 1 โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
) 

พิสูจน์ 

เพ่ือให้สอดคล้องกับทฤษฎีบท 3.3.2  เราจะพิจารณาฟังก์ชัน 𝜙𝑎3
 เพ่ือส่ง 𝑎3 ไปที่จุด 0 (สามารถใช้ฟังก์ชัน 𝜙𝑎1

 

และ 𝜙𝑎2
 แทนได้ในท านองเดียวกัน) 

จากบทพิสูจน์ทฤษฎีบท 3.3.2  ท าให้เราทราบว่าฟังก์ชัน ℎ ตามข้อ 1), 2), 3) และ 4) เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซึ่ง 
ℎ(0), ℎ(𝜙𝑎3

(𝑎1)), ℎ(𝜙𝑎3
(𝑎2)) ∈ {0, 𝜙𝑎3

(𝑎1), 𝜙𝑎3
(𝑎2)} 

พิจารณา 𝑓(𝑧) = (𝜙−𝑎3
∘ ℎ ∘ 𝜙𝑎3

)(𝑧) 

เมื่อแทนค่า 𝑎1, 𝑎2 และ 𝑎3 ลงใน  𝑓(𝑧)  จะได้ว่า 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑎2), 𝑓(𝑎3) ∈ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 ส่งผลให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

และจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและท่ัวถึงบน 𝐷 และ 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑎2), 𝑓(𝑎3) ∈ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

โดยทฤษฎีบทในการวิเคราะห์เชิงซ้อน จะได้ว่า 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

จึงเพียงพอที่จะแสดงว่าอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} ทั้งหมดอยู่ในรูปแบบข้างต้น 

ให้ 𝑓 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

โดยหลักค่าโมดูลัสสูงสุดและทฤษฎีบทเอกฐานขจัดได้ของรีมันน์ ท าให้เราทราบว่ามี 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บน 𝐷 

ซึ่งขยายจาก 𝑓 ซ่ึง 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎3) ∈ 𝐷 
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ในท านองเดียวกับบทพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3.3.2  

จะได้ว่า 𝑔 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์, หนึ่งต่อหนึ่งและท่ัวถึงบน 𝐷 และ 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎3) ∈ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

ส่งผลให้ 𝑔 เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 ซ่ึง 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎3) ∈ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

ดังนั้น  𝑔(𝑧) = {
𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}

𝑏𝑖, 𝑧 ∈ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}
     โดยที่  𝑏𝑖 ∈ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}  ส าหรับ 𝑖 = 1, 2, 3 

พิจารณาฟังก์ชัน 𝜙𝑎3
 เพ่ือส่ง 𝑎3 ไปที่จุด 0 

นิยาม    ℎ(𝑧) = (𝜙𝑎3
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎3

)(𝑧) 

จะได้ว่า ℎ เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷 ซึ่งขยายจาก 𝑓 

พิจารณา 𝑧 = 0, 𝜙𝑎3
(𝑎1)  และ 𝜙𝑎3

(𝑎2) 

แทนค่า  𝑧 = 0 ลงใน ℎ(𝑧)  จะได้ว่า 

    ℎ(0) = (𝜙𝑎3
∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎3

)(0) 

            = (𝜙𝑎3
∘ 𝑔)(𝑎3) = 𝜙𝑎3

(𝑏3) 

แทนค่า  𝑧 = 𝜙𝑎3
(𝑎1) ลงใน ℎ(𝑧)  จะได้ว่า 

    ℎ(𝜙𝑎3
(𝑎1)) = (𝜙𝑎3

∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎3
)(𝜙𝑎3

(𝑎1)) 

            = (𝜙𝑎3
∘ 𝑔)(𝑎1) = 𝜙𝑎3

(𝑏1) 

แทนค่า  𝑧 = 𝜙𝑎3
(𝑎2) ลงใน ℎ(𝑧)  จะได้ว่า 

    ℎ(𝜙𝑎3
(𝑎2)) = (𝜙𝑎3

∘ 𝑔 ∘ 𝜙−𝑎3
)(𝜙𝑎3

(𝑎2)) 

            = (𝜙𝑎3
∘ 𝑔)(𝑎2) = 𝜙𝑎3

(𝑏2) 

โดยที่   𝜙𝑎3
(𝑏𝑖) ∈ {0, 𝜙𝑎3

(𝑎1), 𝜙𝑎3
(𝑎2)}  ส าหรับทุก 𝑖 ∈ {1,2,3} 
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จากทฤษฎีบท 3.3.2 ท าให้เราทราบว่า 

1)  ℎ(𝑧) = 𝑧           หรือ 

2)  ℎ(𝑧) = −𝑧          ซึ่งเกิดขึ้นเมื่อ  𝜙𝑎3
(𝑎2) = −𝜙𝑎3

(𝑎1)   หรือ 

3)  ℎ(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 𝜙𝜙𝑎3
(𝑎2)(𝑧)  ซึ่งเกิดขึ้นเมื่อ  𝜙𝑎3

(𝑎2) = 𝜙𝑎3
(𝑎1)𝑒𝑖𝜃    

 และ |𝜙𝑎3
(𝑎2)| = |𝜙𝑎3

(𝑎1)| = √2 cos 𝜃 − 1 โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
)  หรือ 

4)  ℎ(𝑧) = 𝑒𝑖(𝜋+𝜃) 𝜙𝜙𝑎3
(𝑎1)(𝑧)   ซ่ึงเกิดข้ึนเมื่อ  𝜙𝑎3

(𝑎2) = 𝜙𝑎3
(𝑎1)𝑒𝑖𝜃    

 และ |𝜙𝑎3
(𝑎2)| = |𝜙𝑎3

(𝑎1)| = √2 cos 𝜃 − 1 โดยที่ 𝜃 ∈ (−
𝜋

3
, 0) ∪ (0,

𝜋

3
) 

ดังนั้น 𝑔(𝑧) = (𝜙−𝑎3
∘ ℎ ∘ 𝜙𝑎3

)(𝑧) เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷  

และ 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎1), 𝑔(𝑎3) ∈ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

ส่งผลให้ 𝑓(𝑧) = (𝜙−𝑎3
∘ ℎ ∘ 𝜙𝑎3

)(𝑧) เป็นอัตสัณฐานของ 𝐷\{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 

โดยที่ ℎ(𝑧) สอดคล้องเงื่อนไขดังกล่าว           … ∎ 
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หลักการและเหตุผล 
การส่งคงแบบเป็นฟังก์ชันที่รักษาค่ามุมระหว่างเส้นโค้ง 2 เส้นที่ผ่านจุดร่วมกันในโดเมนของฟังก์ชัน    

จากการวิเคราะห์เชิงซ้อน เราทราบว่าถ้า 𝑓: Ω → Ω′ เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ที่มีสมบัติหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงแล้ว   

𝑓 จะเป็นฟังก์ชันคงแบบ ในกรณีที่ 𝑓: Ω → Ω เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ซึ่งมีสมบัติหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึง จะเรียก 𝑓 

เป็นอัตสัณฐานของ Ω ดังนั้นอัตสัณฐานของ Ω จะเป็นฟังก์ชันคงแบบ เป็นที่ทราบกันว่าการส่งอัตตาคงแบบของ

ระนาบเชิงซ้อนจะต้องเป็นฟังก์ชันเชิงเส้นเท่านั้น 

นอกจากนี้เราสามารถพิจารณาอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วย โดยการใช้บทแทรกชวาร์ซ ซึ่งจะได้ว่า

ส าหรับอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยซึ ่งระบุ 𝑓(0) = 0 จะเป็นฟังก์ชันของการหมุนเท่านั้น กล่าวคือ

 𝑓(𝑧) ≡ 𝜔𝑧 ส าหรับค่าคงที ่𝜔 ซึ่งมขีนาดหนึ่งหน่วย 

ในกรณีที่ 𝑓(0) ≠ 0 เราสามารถแสดงว่าฟังก์ชัน 𝑓 ต้องอยู่ในรูปแบบ 𝑓(𝑧) = 𝜔𝜙𝑎(𝑧)  

ซึ่งสอดคล้อง 𝑓(0) = 𝑏 และ 𝜙𝑎(𝑧) = 
𝑧−𝑎

1−�̅�𝑧
 โดยที่ |𝜔| = 1 และ 𝑎 = 𝑏𝜔−1 

วัตถุประสงค์ของโครงการ  
ศึกษาอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่มีจุดซึ่งถูกลบออกไปจากแผ่นจานไม่เกิน 3 จุด 



 

 

วิธีการด าเนินงาน  
1. การศึกษาวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

   -ศึกษาบทแทรกชวาร์ซ และ ทฤษฎีบทเอกฐานขจัดได้ของรีมันน์  
   -ศึกษาอัตสัณฐานของระนาบเชิงซ้อนและของแผ่นจานหนึ่งหน่วย 

2. โครงการที่เชี่ยวชาญ 

   -แสดงผลการศึกษาวิจัยที่เก่ียวข้องกับโครงงาน 

   -น าเสนออัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่มีจุดซึ่งถูกลบออกไปจากแผ่นจานไม่เกิน 3 จุด 

3. การด าเนินโครงการ 

   -ตรวจสอบอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่มีจุดซึ่งถูกลบออกไปจากแผ่นจานไม่เกิน 3 จุด 

4. รายงานและพิสูจน์อักษร 

5. การน าเสนอโครงการ 
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1. เข้าใจคุณสมบัติของจุดเอกฐานขจัดได้และการส่งคงแบบ 

2. อธิบายอัตสัณฐานของแผ่นจานหนึ่งหน่วยที่ถูกเจาะ 

 
 



 
 

 

อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 
1. เครื่องคอมพิวเตอร์ส่วนตัว 

2. เครื่องพิมพ์ 
3. อุปกรณเ์ครื่องเขียน 

งบประมาณ 
1. กระดาษ  
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