
พีชคณิตควอเทอรŤเนียนเหนือภาคขยายของฟŘลดŤของฟŦงกŤชัน

นายศิลิพงษŤ ทองมีปŦũน

วิทยานิพนธŤนี้เปŨนสŠวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญาวิทยาศาสตรมหาบัณฑิต

สาขาวิชาคณิตศาสตรŤ ภาควิชาคณิตศาสตรŤและวิทยาการคอมพิวเตอรŤ

คณะวิทยาศาสตรŤ จุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย

ปŘการศึกษา l9fk

ลิขสิทธิ์ของจุฬาลงกรณŤมหาวิทยาลัย



[m�i2`MBQM �H;2#`�b Qp2` bQK2 2ti2MbBQMb Q7 7mM+iBQM

7B2H/b

KaY bCICURN< i@RN<L33UnN

� i@3cCc bn$LCjj30 CN T�ajC�I 7nI~IIL3Nj R8 j@3 `3\nCa3L3Njc

8Ra j@3 /3<a33 R8 K�cj3a R8 b,C3N,3 TaR<a�L CN K�j@3L�jC,c

/3U�ajL3Nj R8 K�j@3L�jC,c �N0 +RLUnj3a b,C3N,3

7�,nIjw R8 b,C3N,3

+@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjw

�,�03LC, v3�a lzlz

+RUwaC<@j R8 +@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjw



i@3cCc iCjI3 [m�i2`MBQM �H;2#`�b Qp2` bQK2 2ti2MbBQMb
Q7 7mM+iBQM 7B2H/b

#w KaY bCICURN< i@RN<L33UnN
7C3I0 R8 bjn0w K�j@3L�jC,c
i@3cCc �0qCcRa MCj@C `nN<j�N�UCaRL. T@Y/Y

�,,3Uj30 $w j@3 7�,nIjw R8 b,C3N,3. +@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjw CN T�ajC�I 7nIA
~IIL3Nj R8 j@3 `3\nCa3L3Njc 8Ra j@3 K�cj3aȕc /3<a33

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
/3�N R8 j@3 7�,nIjw R8 b,C3N,3

VTaR83ccRa TRIGCj b�N<q�NC,@. T@Y/YW

i?2bBb +QKKBii22

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y +@�CaL�N
VTaR83ccRa vRjc�N�N K33L�aG. T@Y/YW

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y i@3cCc �0qCcRa
VMCj@C `nN<j�N�UCaRL. T@Y/YW

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y 2u�LCN3a
V�ccR,C�j3 TaR83ccRa in�N<a�j +@�C,@�N�. T@Y/YW

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y 2uj3aN�I 2u�LCN3a
V�ccCcj�Nj TaR83ccRa /3j,@�j b�L�aj. T@Y/YW



Cq

ศิลิพงษŤ ทองมีปŦũน- พีชคณิตควอเทอรŤเนียนเหนือภาคขยายของฟŘลดŤของฟŦงกŤชันY

V[m�i2`MBQM �H;2#`�b Qp2` bQK2 2ti2MbBQMb Q7 7mM+A

iBQM 7B2H/bW อYที่ปรึกษาวิทยานิพนธŤหลัก - อYดรY นิธิ รุŠงธนาภิรมยŤ. le หนšาY

ในวิทยานิพนธŤนี้ เราศึกษาพีชคณิตควอเทอรŤเนียนเหนือฟŘลดŤของฟŦงกŤชันตรรกยะ

บนฟŘลดŤจำกัดที่มีขนาดเปŨนจำนวนคี่ เปŨนที่รูšจักกันดีวŠาพีชคณิตควอเทอรŤเนียนจะเปŨนพีชคณิต

ของเมทริกซŤขนาด 2 × 2 หรือพีชคณิตการหารอยŠางใดอยŠางหนึ่ง เราคำนวณหาเงื่อนไขที่

ทำใหšพีชคณิตควอเทอรŤเนียนในรูป
(
c,f(t)
Fq(t)

)
เปŨนพีชคณิตการหาร และหาเงื่อนไขที่ทำใหš

พีชคณิตควอเทอรŤเนียนแตกตัวหลังจากขยายไปบนภาคขยายฟŘลดŤคŠาคงตัวระดับขั้นสอง

ภาควิชา คณิตศาสตรŤและ

วิทยาการคอมพิวเตอรŤ

ลายมือชื่อนิสิต Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

สาขาวิชา คณิตศาสตรŤ ลายมือชื่อ อYที่ปรึกษาหลัก Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
ปŘการศึกษา l9fk



q

PP flezSz:zlk- K�DQ` K�i?2K�iB+b

F2vrQ`/b- [m�i2`MBQM �H;2#`� g 7mM+iBQM 7B2H/ g bTHBiiBM;

7B2H/

bBHBTQM; i?QM;K22TmM - [m�i2`MBQM �H;2#`�b Qp2` bQK2

2ti2MbBQMb Q7 7mM+iBQM 7B2H/bY �/pBbQ` - MBi?B `mM;A

i�M�TB`QK. T@Y/Y. le UUY

BN j@Cc j@3cCc. s3 cjn0w \n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a a�jCRN�I 8nN,jCRN ~3I0c Rq3a

~NCj3 ~3I0c R8 R00 Ra03aY )Bj Cc GNRsN j@�j � \n�j3aNCRN �I<3$a� Cc 3Cj@3a j@3 �I<3$a�

R8 2 × 2−L�jaC,3c Ra � 0CqCcCRN �I<3$a�Y* r3 03j3aLCN3 ,RN0CjCRNc 8Ra \n�j3aNCRN

�I<3$a�c R8 j@3 8RaL
(
c,f(t)
Fq(t)

)
jR $3 0CqCcCRN �I<3$a�c �N0 ,RN0CjCRNc 8Ra \n�j3aNCRN

�I<3$a�c jR cUICj �8j3a j@3 ,RNcj�Nj \n�0a�jC, ~3I0 3uj3NcCRNY

/3U�ajL3Nj- K�j@3L�jC,c �N0 +RLA

Unj3a b,C3N,3

bjn03Njȕc bC<N�jna3 Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

7C3I0 R8 bjn0w- K�j@3L�jC,c �0qCcRaȕc bC<N�jna3 Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
�,�03LC, v3�a- lzlz



qC

�,GNRsI30<3L3Njc

B sRnI0 ICG3 jR 3uUa3cc Lw cCN,3a3 <a�jCjn03 jR Lw j@3cCc �0qCcRa. /aY MCj@C
`nN<j�N�UCaRL 8Ra UaRqC0CN< CNq�In�$I3. <nC0�N,3. ,RLL3Njc. �N0 cn<<3cjCRNc
j@aRn<@Rnj j@3 ,Rnac3 R8 j@Cc j@3cCcY B ,RnI0 NRj @�q3 CL�<CN30 @�qCN< � $3jj3a
�0qCcRa �N0 L3NjRa 8Ra Lw j@3cCcY #3cC03c Lw �0qCcRa. B sRnI0 ICG3 jR 3uUa3cc Lw
cU3,C�I j@�NGc jR Lw UaRE3,j ,RLLCjj33- TaR83ccRa /aY vRjc�N�N K33L�aG. �ccRA
,C�j3 TaR83ccRa /aY in�N<a�j +@�C,@�N�. �N0 �ccCcj�Nj TaR83ccRa /aY /3j,@�j b�L�aj
8Ra j@3Ca 3N,Rna�<3L3Nj. CNcC<@j8nI ,RLL3Njc. �N0 @�a0 \n3cjCRNcY KRa3Rq3a. B 833I
q3aw j@�NG8nI jR �II R8 Lw j3�,@3ac s@R @�q3 j�n<@j L3 �$nN0�Nj GNRsI30<3 8Ra
cnUURajCN< L3 � c,@RI�ac@CU jR 0R j@3 UaRE3,j ,RL8Raj�$IwY bU3,C�I j@�NGc <R jR Lw
8aC3N0c 8Ra @3IUCN< L3 jR �cc3L$I3 j@3 U�ajc �N0 <Cq3 cn<<3cjCRN �$Rnj Lw UaRE3,jY
H�cj $nj NRj I3�cj. B sRnI0 ICG3 jR j@�NG Lw 8�LCIw 8Ra cnUURajCN< L3 cUCaCjn�IIw
j@aRn<@Rnj Lw IC83Y



+QMi2Mib
T�<3

�$cja�,j Vi@�CW Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Cq

�$cja�,j V2N<ICc@W Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y q

�,GNRsI30<3L3Njc Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y qC

+RNj3Njc Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y qCC

S BNjaR0n,jCRN Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S

l p�In�jCRNc Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y :

k [n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a ;IR$�I 7C3I0c Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y O

: [n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a 7nN,jCRN 7C3I0c Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S:

`383a3N,3c Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y SO

pBi� Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y lz



+@�Uj3a S

BMi`Q/m+iBQM
r3 $3<CN $w a3,�IICN< $�cC, 8�,jc �$Rnj \n�j3aNCRN �I<3$a�c �N0 <IR$�I ~3I0cY

r3 �ccnL3 j@�j 3q3aw aCN< Cc sCj@ nNCj �N0 03NRj3 $w F× j@3 c3j R8 nNCjc R8 � ~3I0 F Y
�N �I<3$a� B Rq3a � ~3I0 F Ra �N F−�I<3$a� Cc � q3,jRa cU�,3 B Rq3a F jR<3j@3a
sCj@ � aCN< cjan,jna3 RN B c�jCc8wCN<

(ax)(by) = (ab)(xy) 8Ra �II x, y ∈ B, a, b ∈ F,

Ra 3\nCq�I3NjIw. � aCN< B jR<3j@3a sCj@ � aCN< @RLRLRaU@CcL 8aRL F jR B s@Rc3
CL�<3 IC3c CN Cjc ,3Nj3aY �N �I<3$a� B Cc � 0CqCcCRN �I<3$a� C8 3q3aw NRNy3aR 3I3L3Nj
@�c � LnIjCUIC,�jCq3 CNq3ac3Y 7naj@3aLRa3. �N �I<3$a� Cc ,3Nja�I C8 j@3 CL�<3 R8 Cjc
@RLRLRaU@CcL Cc 3u�,jIw Cjc ,3Nj3a. �N0 Cc cCLUI3 C8 Cj @�c NR NRNAjaCqC�I C03�IcY
7Ra �I<3$a�c A,B Rq3a � ~3I0 F . �N �I<3$a� @RLRLRaU@CcL 8aRL A jR B Cc � aCN<
@RLRLRaU@CcL 8aRL A jR B s@C,@ Cc �IcR ICN3�a Rq3a F Y Bj Cc �N CcRLRaU@CcL C8 Cj Cc
$CE3,jCq3Y B8 j@3a3 Cc �N CcRLRaU@CcL 8aRL A jR B. j@3N s3 c�w j@�j A Cc CcRLRaU@C,
jR B �N0 03NRj3 j@Cc $w A $ BY

� \n�j3aNCRN �I<3$a�B Rq3a � ~3I0 F Cc � ,3Nja�I cCLUI3 �I<3$a� R8 0CL3NcCRN
4 Rq3a F Y B8 B Cc � \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a � ~3I0 F sCj@ ,@�aF %= 2. j@3N j@3a3 �a3
i, j ∈ B. a, b ∈ F× cn,@ j@�j {1, i, j, ij} Cc �N F−$�cCc 8Ra B �N0

i2 = a, j2 = b, ij = −ji.

BN j@Cc ,�c3. B Cc 03NRj30 $w (a,bF )Y

2u�LUI3 SYSY H3j F $3 � ~3I0 sCj@ ,@�aF %= 2Y `3,�II j@�j j@3 �I<3$a� R8
2 × 2−L�jaC,3c Rq3a F Cc �N F−�I<3$a�. 03NRj30 $w M2(F )Y �00CjCRN�IIw. Cj Cc �
\n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F . �N0 (1,1F ) $ M2(F )Y BN 8�,j. �N CcRLRaU@CcL Cc <Cq3N $w

i &→




1 0

0 −1



 , j &→




0 1

1 0



 .



l

H3j K $3 � ~3I0 3uj3NcCRN R8 F . �N0 B $3 � \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F Y r3 c�w
j@�j K Cc � cUICjjCN< ~3I0 8Ra B. K cUICjc B. Ra B Cc cUICj $w K C8 B ⊗F K $ M2(K)Y
MRj3 j@�j (a,bF )⊗F K $ (a,bK )Y

i@3Ra3L SYlY VpRC<@j. lzlS. i@3Ra3L 9Y:Y:W H3j F $3 � ~3I0 sCj@ ,@�aF %= 2Y H3j
B = (a,bF ) $3 � \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F 8Ra cRL3 a, b ∈ F×Y i@3 8RIIRsCN<c �a3
3\nCq�I3Nj-

VSW B $ M2(F ).

VlW B Cc NRj � 0CqCcCRN �I<3$a�.

VkW ∃x, y ∈ F : ax2 + by2 = 1Y

b3q3a�I a3cnIjc �a3 GNRsN cR 8�a �$Rnj \n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a Q j@�j �a3 cUICj
$w ,3aj�CN ~3I0 3uj3NcCRNcY 7Ra CNj3<3ac a, b �N0 � N�jna�I NnL$3a c. j@3 NRj�jCRN
a ≡ b (LR0 c) L3�Nc j@�j a − b Cc 0CqCcC$I3 $w cY MRs. s3 <Cq3 cRL3 3u�LUI3cY
`3,�II j@�j C8 p Cc �N R00 UaCL3 NnL$3a �N0 d Cc �N CNj3<3a cn,@ j@�j p 0R3c NRj
0CqC03 d. j@3N j@3 H3<3N0a3 cwL$RI 8Ra d Rq3a p Cc <Cq3N $w

(
d

p

)
=






1 C8 ∃a ∈ Z : d ≡ a2 (LR0 p).

−1 Rj@3asCc3Y

KRa3Rq3a. �N CLURaj�Nj L�<NCjn03 R8 � NnL$3a ~3I0 F Cc j@3 0Cc,aCLCN�Nj. 03NRj30
$w ∆F VM3nGCa,@. SOOO. `3L�aG. UYS:WY 7Ra 3u�LUI3. C8 F = Q(

√
d) 8Ra cRL3 c\n�a3A

8a33 CNj3<3a d. j@3N

∆F =






4d C8 d ≡ 2, 3 (LR0 4).

d C8 d ≡ 1 (LR0 4)Y

+RN0CjCRNc 8Ra \n�j3aNCRN 0CqCcCRN �I<3$a�c Rq3a \n�0a�jC, NnL$3a ~3I0c �a3 CN
j3aLc R8 j@3 H3<3N0a3 cwL$RI �N0 j@3 0Cc,aCLCN�Nj R8 j@�j NnL$3a ~3I0Y i@3 UaRR8c
R8 j@3c3 j@3Ra3Lc nc3 cRL3 UaRU3ajC3c �$Rnj j@3 IR,�I ?CI$3aj cwL$RIY BN �,,C�aR
3j �IY VlzSOW �N0 �,,C�aR 3j �IY Vlzz:W. �,,C�aR 3j �IY UaRq30 j@3 8RIIRsCN< j@3Ra3Lc.
s@C,@ �a3 a3I�j30 jR \n�0a�jC, 3uj3NcCRNc �N0 ;�IRCc 3uj3NcCRNcY



k

i@3Ra3L SYkY V�,,C�aR 3j �IY. lzSO. TaRURcCjCRN 9W H3j F = Q(
√
d)sCj@ 0Cc,aCLCN�Nj

∆F . s@3a3 d %= 1 Cc � c\n�a3A8a33 CNj3<3aY H3j p $3 �N R00 UaCL3 CNj3<3a sCj@ p ≡ 3

(LR0 8)Y i@3N (p,2F ) Cc � 0CqCcCRN �I<3$a� C8 �N0 RNIw C8 (∆F

p ) = 1 Ra d ≡ 1 (LR0 8)Y

i@3Ra3L SY:Y V�,,C�aR 3j �IY. lzSO. TaRURcCjCRN fW H3j F = Q(
√
d)sCj@ 0Cc,aCLCN�Nj

∆F . s@3a3 d %= 1 Cc � c\n�a3A8a33 CNj3<3aY H3j p, q $3 R00 UaCL3 CNj3<3ac sCj@ p ≡ q ≡ 3

(LR0 4) �N0 ( qp) %= 1Y i@3N (p,qF ) Cc � 0CqCcCRN �I<3$a� C8 �N0 RNIw C8 (∆F

p ) = 1 Ra d ≡ 1

(LR0 8)Y

i@3Ra3L SY9Y V�,,C�aR 3j �IY. lzz:. i@3Ra3L kYOW H3j F = Q(
√
d) sCj@ 0Cc,aCLCN�Nj

∆F . s@3a3 d %= 1 Cc � c\n�a3A8a33 CNj3<3aY H3j K $3 �N 3uj3NcCRN R8 F s@C,@ Cc ;�IRCc
Rq3a Q sCj@ j@3 0C@30a�I <aRnU R8 03<a33 2! 8Ra cRL3 R00 UaCL3 NnL$3a ! �c ;�IRCc
<aRnUY H3j p, q $3 0CcjCN,j UaCL3 CNj3<3acY i@3N (p,qK ) Cc � 0CqCcCRN �I<3$a� C8 �N0 RNIw
C8 RN3 R8 j@3 8RIIRsCN< ,RN0CjCRNc Cc c�jCc~30-

VSW p Ra q ≡ 1 (LR0 4). (pq ) = −1. �N0 (∆F

p ) = 1 Ra (∆F

q ) = 1d

VlW p ≡ 3 (LR0 8). �N0 (∆F

p ) = 1 Ra d ≡ 1 (LR0 8)d

VkW p ≡ q ≡ 3 (LR0 4). ( qp) = −1. �N0 (∆F

p ) = 1 Ra d ≡ 1 (LR0 8)Y

+RNc3\n3NjIw. CN j@3 cCjn�jCRN R8 i@3Ra3L SY9. C8 p, q �a3 0CcjCN,j UaCL3 CNj3<3ac
cn,@ j@�j p ≡ q ≡ 3 (LR0 4). �N0 (pq ) = −1. j@3N (p,qF ) Cc cUICj $w K C8 �N0 RNIw C8 (p,qF )

Cc j@3 L�jaCu �I<3$a�Y

i@3 UaRR8c R8 j@3c3 j@3Ra3Lc a3Iw RN j@3 IR,�IA<IR$�I UaCN,CUI3 CN j@3 q3acCRN
R8 NnL$3a ~3I0c. $nj s3 sCII CNjaR0n,3 j@3 <3N3a�I q3acCRN CN j3aLc R8 <IR$�I ~3I0c
CN N3uj ,@�Uj3ac. �N0 Rna a3cnIjc Rq3a Fq(t) s@3a3 q Cc �N R00 UaCL3 URs3a sCII $3
0Cc,ncc30 CN j@3 ~N�I ,@�Uj3aY Qna �UUaR�,@ Cc jR ~N0 �N 3uUIC,Cj \n�j3aNCRN �I<3$a�
s@C,@ Cc a�LC~30 �j j@3 <Cq3N UI�,3c. s@C,@ ,�N $3 q3aC~30 $w j@3 IR,�I ?CI$3aj
cwL$RIY



+@�Uj3a l

p�Hm�iBQMb
BN j@Cc ,@�Uj3a. s3 CNjaR0n,3 �N �UUaR�,@ 8Ra UI�,3c R8 <IR$�I ~3I0cY H3j F $3 �

~3I0 �N0 F× = F \{0}Y � q�In�jCRN Ra �$cRInj3 q�In3 R8 F Cc � 8nN,jCRN | · | : F → R

cn,@ j@�j

VSW |x| ≥ 0 8Ra �II x ∈ F .

VlW |x| = 0 ⇐⇒ x = 0 8Ra �II x ∈ F .

VkW |x| · |y| = |xy| 8Ra �II x ∈ F .

V:W |x+ y| ≤ |x|+ |y| 8Ra �II x, y ∈ F Y

7Ra 3u�LUI3. j@3 jaCqC�I q�In�jCRN 03~N30 $w

|0| = 0, |x| = 1 8Ra �II x ∈ F×

Cc � q�In�jCRN RN F Y r3 NRj3 j@�j F sCj@ � q�In�jCRN | · | CN0n,3c � L3jaC, cU�,3 $w
03~NCN< j@3 0Ccj�N,3 jR $3

d(x, y) := |x− y| 8Ra �II x, y ∈ F,

@3N,3 �IcR � jRURIR<C,�I cU�,3Y KRa3Rq3a. jsR q�In�jCRNc R8 � ~3I0 F �a3 3\nCqA
�I3Nj C8 j@3w CN0n,3 j@3 c�L3 jRURIR<w RN F Y � q�In�jCRN | · | R8 � ~3I0 F Cc
,�II30 NRNA�a,@CL303�N C8 |n| cj�wc $RnN030 8Ra �II n ∈ NY Qj@3asCc3. Cj Cc ,�II30
�a,@CL303�NY isR q�In�jCRNc | · |1, | · |2 �a3 3\nCq�I3Nj C8 j@3a3 Cc � URcCjCq3 a3�I
NnL$3a s cn,@ j@�j |x|1 = |x|s2 8Ra �II x ∈ F Y

TaRURcCjCRN lYSY VM3nGCa,@. SOOO. +@�Uj3a l. TaRURcCjCRN kYfW � q�In�jCRN | · | R8 �
~3I0 F Cc NRNA�a,@CL303�N C8 �N0 RNIw C8 Cj c�jCc~3c 8Ra �II x, y ∈ F

|x+ y| ≤ L�u{|x|, |y|}.

KRa3Rq3a. |x+ y| = L�u{|x|, |y|} C8 |x| %= |y|Y



9

r3 03~N3 �N 3uURN3NjC�I q�In�jCRN R8 F sCj@ a3cU3,j jR � NRNA�a,@CL303�N
q�In�jCRN | · | jR $3 j@3 8nN,jCRN

v : F → R ∪ {∞}, v(x) =






− IR< |x| C8 x %= 0.

∞ C8 x = 0Y

KRa3Rq3a. j@3 3uURN3NjC�I q�In�jCRN v c�jCc~3c 8Ra �II x, y ∈ F -

VSW v(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0.

VlW v(xy) = v(x) + v(y).

VkW v(x+ y) ≥ LCN{v(x), v(y)}.

V:W v(x+ y) = LCN{v(x), v(y)} C8 v(x) %= v(y).

UaRqC0CN< a < ∞, a+∞ = ∞,∞+∞ = ∞ 8Ra �II a ∈ RY isR 3uURN3NjC�I q�In�jCRNc
v1, v2 �a3 3\nCq�I3Nj C8 j@3a3 Cc � URcCjCq3 a3�I NnL$3a s cn,@ j@�j v1(x) = sv2(x) 8Ra
�II x ∈ F×Y +RNq3ac3Iw. C8 s3 @�q3 � 8nN,jCRN v : F → R ∪ {∞} c�jCc8wCN< �$Rq3
,RN0CjCRNc. j@3N s3 R$j�CN � NRNA�a,@CL303�N q�In�jCRN 03~N30 $w

|x| = q−v(x) 8Ra �II x ∈ F,

8Ra cRL3 ~u30 q > 1Y +RNc3\n3NjIw. s3 R$j�CN � RN3AjRARN3 ,Raa3cURN03N,3 $3js33N
j@3 3\nCq�I3N,3 ,I�cc3c R8 NRNA�a,@CL303�N q�In�jCRNc �N0 j@3 3\nCq�I3N,3 ,I�cc3c
R8 3uURN3NjC�I q�In�jCRNcY 7aRL NRs RN. q�In�jCRNc a383a jR 3uURN3NjC�I q�In�jCRNc
Ra NRNA�a,@CL303�N q�In�jCRNcY

TaRURcCjCRN lYlY VM3nGCa,@. SOOO. +@�Uj3a l. TaRURcCjCRN kY4W H3j F $3 � ~3I0 sCj@
� q�In�jCRN vY i@3N

Ov := {x ∈ F
∣∣v(x) ≥ 0}

Cc � cn$aCN< R8 F . �N0
pv := {x ∈ F

∣∣v(x) > 0}

Cc j@3 nNC\n3 L�uCL�I C03�I R8 OvY



f

H3j v $3 � q�In�jCRN R8 � ~3I0 F Y Ov Cc ,�II30 � q�In�jCRN aCN<. �N0 Ov/pv

Cc ,�II30 j@3 a3cC0n3 ~3I0 R8 vY v Cc 0Cc,a3j3 C8 v(F×) = sZ 8Ra cRL3 URcCjCq3 a3�I
NnL$3a s. �N0 v Cc � NRaL�ICy30 0Cc,a3j3 q�In�jCRN C8 s = 1Y BN j@Cc ,�c3. j@3a3 Cc
π ∈ Ov cn,@ j@�j v(π) = 1. �N0 π Cc ,�II30 � nNC8RaLCy3a R8 vY BN �00CjCRN. 8Ra �II
x ∈ F×. s3 ,�N 3uUa3cc x = uπv(x) 8Ra cRL3 u ∈ Ov \ pv Vv(u) = 0WY 7Ra �Nw x, y ∈ F

�N0 � nNC8RaLCy3a π. s3 sCII saCj3 x ≡ y (LR0 π) 8Ra x− y ∈ pvY

H3j F $3 � ~3I0 sCj@ �N �$cRInj3 q�In3 | · |Y H3j (an)n∈N $3 � c3\n3N,3 CN F Y
7Ra �N 3I3L3Nj a ∈ F . (an)n∈N ,RNq3a<3c jR a C8 Cj c�jCc~3c

∀ε > 0∃N ∈ N∀n ∈ N : n ≥ N =⇒ |an − a| < ε.

� c3\n3N,3 (an)n∈N CN F Cc c�C0 jR $3 ,RNq3a<3Nj C8 Cj ,RNq3a<3c jR cRL3 3I3L3Nj
CN F ,�II30 ICLCj R8 j@3 c3\n3N,3Y BN0330. � ,RNq3a<3Nj c3\n3N,3 @�c nNC\n3 ICLCj.
�N0 s3 03NRj3 j@3 ICLCj $w ICL

n→∞
anY � c3\n3N,3 (an)n∈N CN F Cc � +�n,@w c3\n3N,3

C8 Cj c�jCc~3c

∀ε > 0∃N ∈ N∀m,n ∈ N : m,n ≥ N =⇒ |an − am| < ε.

BN U�ajC,nI�a. 3q3aw ,RNq3a<3Nj c3\n3N,3 Cc � +�n,@w c3\n3N,3. �N0 F Cc c�C0 jR $3
,RLUI3j3 C8 3q3aw +�n,@w c3\n3N,3 Cc ,RNq3a<3NjY i@3 c3j R8 +�n,@w c3\n3N,3c
jR<3j@3a sCj@ URCNjsCc3 �00CjCRN �N0 LnIjCUIC,�jCRN 8RaL � aCN<Y KRa3Rq3a. j@3 c3j
R8 c3\n3N,3c ,RNq3a<CN< jR 0 Cc �N C03�I. �N0 j@3 \nRjC3Nj aCN< Cc � ~3I0. ,�II30 j@3
,RLUI3jCRN R8 F Y B8 v Cc � q�In�jCRN R8 F ,RN,3aNCN< jR | · |. j@3N s3 03NRj3 Fv j@3
,RLUI3jCRN R8 F sCj@ a3cU3,j jR vY

`3,�II j@�j � ~NCj3 3uj3NcCRN R8 Q Ra Fp(t) 8Ra � UaCL3 NnL$3a p Cc ,�II30 �
<IR$�I ~3I0. �N0 Cjc ,RLUI3jCRN Cc ,�II30 � IR,�I ~3I0Y r3 sCII 8R,nc RN j@3 UI�,3c
R8 <IR$�I 8nN,jCRN ~3I0cY ?3a3 � UI�,3 R8 F Cc �N 3\nCq�I3N,3 ,I�cc R8 q�In�jCRNc R8
F Y i@3 UI�,3c R8 j@3 a�jCRN�I 8nN,jCRN ~3I0 Rq3a � ~NCj3 ~3I0 ,�N $3 03c,aC$30 $w
j@3 $3IRs j@3Ra3LY

i@3Ra3L lYkY VbjC,@j3NRj@. lzzO. i@3Ra3L SYlYlW H3j q $3 � UaCL3 URs3aY i@3
UI�,3c R8 Fq(t) �a3 <Cq3N $w j@3 8RIIRsCN<-



e

VSW i@3 q�In�jCRN vf . s@3a3 f Cc � LRNC, Caa30n,C$I3 URIwNRLC�I Rq3a Fq. Cc <Cq3N
$w

vf

(
fn · g

h

)
= n 8Ra g, h ∈ Fq[t], g, h %= 0, f 0R3c NRj 0CqC03 $Rj@ g, h.

BN j@Cc ,�c3. f Cc � nNC8RaLCy3a 8Ra vf cCN,3 vf (f) = 1. �N0 s3 03~N3 03< vf =

03< f Y

VlW i@3 UI�,3 �j CN~NCjw sCj@ j@3 q�In�jCRN v∞ Cc <Cq3N $w

v∞

(
g

h

)
= 03<h− 03< g 8Ra g, h ∈ Fq[t], g, h %= 0.

BN j@Cc ,�c3. 1
t Cc � nNC8RaLCy3a 8Ra v∞ cCN,3 v∞(1t ) = 1. �N0 s3 03~N3 03< v∞ =

1Y

MRs s3 ,�N <Cq3 �N 3u�LUI3 R8 � ,RLUI3jCRN R8 j@3 a�jCRN�I 8nN,jCRN ~3I0-

i@3Ra3L lY:Y VbjC,@j3NRj@. lzzO. i@3Ra3L :YlYfW H3j F = Fq(t)Y H3j v $3 � UI�,3
R8 03<a33 1 sCj@ � nNC8RaLCy3a πY i@3N 3q3aw x ∈ Fv ,�N $3 saCjj3N �c j@3 nNC\n3
8RaL

x =
∞∑

i=n

aiπ
i sCj@ n ∈ Z, ai ∈ Fq.

KRa3Rq3a. 8Ra �Nw c3\n3N,3 (ai)i≥n CN Fq 8Ra cRL3 n ∈ Z. j@3 c3aC3c
∞∑
i=n

aiπi ,RNq3a<3c
CN Fv �N0 j@3 q�In�jCRN ,�N $3 03~N30 RN Fv $w

v




∞∑

i=n

aiπ
i



 = LCN{i|ai %= 0}.

i@3 8RIIRsCN< j@3Ra3L Cc �N CLURaj�Nj a3cnIj 8Ra IR,�I ~3I0c-

i@3Ra3L lY9 V?3Nc3Iȕc H3LL�WY VpRC<@j. lzlS. i@3Ra3L SlYlYSeW H3j F $3 � NRNA
�a,@CL303�N IR,�I ~3I0 sCj@ q�In�jCRN v. q�In�jCRN aCN< Ov. �N0 L�uCL�I C03�I pY
H3j f(x) ∈ Ov[x]. �N0 a ∈ Ov c�jCc8w m := v(f(a)) > 2v(f ′(a))Y i@3N j@3a3 3uCcjc
ã ∈ Ov cn,@ j@�j

f(ã) = 0 �N0 ã ≡ a (LR0 pm).
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H3j K $3 � ~NCj3 3uj3NcCRN Rq3a � <IR$�I 8nN,jCRN ~3I0 F Y H3j v $3 � UI�,3 R8 F .
�N0 w $3 � UI�,3 R8 KY r3 c�w j@�j w Cc �N 3uj3NcCRN R8 v Rq3a K. w IC3c Rq3a v. Ra v
IC3c nN03a w C8 v = e ·w 8Ra cRL3 URcCjCq3 CNj3<3a e. s@3a3 s3. $w �$nc3 R8 NRj�jCRN.
saCj3 v, w 8Ra j@3 NRaL�ICy30 0Cc,a3j3 q�In�jCRNc �ccR,C�j30 jR v, w. a3cU3,jCq3IwY BN
j@Cc ,�c3. ew|v := e Cc ,�II30 j@3 a�LC~,�jCRN CN03uY 7Ra j@3 �Ij3aN�jCq3 03~NCjCRN R8
3uj3NcCRN R8 v s@C,@ �UU3�ac CN VbjC,@j3NRj@. lzzO. TaRURcCjCRN kYSY:W. Ow/pw Cc �
q3,jRa cU�,3 Rq3a Ov/pv. �N0 Cjc 0CL3NcCRN Cc ~NCj3. 03NRj30 $w fw|v. s@C,@ Cc ,�II30
j@3 CN3ajC� 03<a33Y

i@3Ra3L lYfY VbjC,@j3NRj@. lzzO. i@3Ra3L kYSYSSW H3j K $3 � ~NCj3 3uj3NcCRN Rq3a
� 8nN,jCRN ~3I0 F Y H3j v $3 � UI�,3 R8 F . �N0 w1, . . . , wg $3 �II 3uj3NcCRNc R8 v Rq3a
K s@3a3 g Cc j@3 NnL$3a R8 j@3 3uj3NcCRNc R8 v Rq3a KY i@3N

g∑

i=1

ewi|vfwi|v = [K : F ].



+@�Uj3a k

[m�i2`MBQM �H;2#`�b Qp2` ;HQ#�H
7B2H/b

BN j@Cc ,@�Uj3a. s3 CNjaR0n,3 cRL3 8�,jc �$Rnj \n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a <IR$�I
~3I0c Ra IR,�I ~3I0cY H3j F $3 � <IR$�I ~3I0. v $3 � UI�,3 R8 F . �N0 B $3 \n�j3aNCRN
�I<3$a� Rq3a F Y r3 03NRj3 B ⊗F Fv $w BvY i@3 cUICjjCN< ,RN0CjCRN 8Ra � \n�j3aNCRN
�I<3$a� Rq3a Fv Cc j@3N <Cq3N $w j@3 IR,�I ?CI$3aj cwL$RIY H3j B = (a,bF ). s@3a3
a, b ∈ F×Y i@3 IR,�I ?CI$3aj cwL$RI Cc 03~N30 $w

(a, b)v =






1 C8 Bv $ M2(Fv).

−1 C8 Bv Cc � 0CqCcCRN �I<3$a�Y

MRj3 j@�j j@Cc Cc s3IIA03~N30 cCN,3 Bv Cc �<�CN � \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F . @3N,3
$w i@3Ra3L SYl 3Cj@3a j@3 L�jaCu �I<3$a� M2(Fv) Ra � 0CqCcCRN �I<3$a�Y r3 c�w j@�j
B Cc cUICj Ra nNa�LC~30 �j v C8 (a, b)v = 1. �N0 Cc a�LC~30 �j v C8 (a, b)v = −1Y H3j
nc <Cq3 cRL3 $�cC, UaRU3ajC3c R8 j@3 IR,�I ?CI$3aj cwL$RI @3a3-

i@3Ra3L kYSY VpRC<@j. lzlS. H3LL� SlY:YkW H3j F $3 � <IR$�I ~3I0 �N0 v $3 �
UI�,3 R8 F Y H3j a, b ∈ F×Y i@3N j@3 8RIIRsCN< cj�j3L3Njc @RI0-

VSW (ac2, bd2)v = (a, b)v 8Ra �II c, d ∈ F×Y

VlW (a, b)v = (b, a)vY

VkW (a, b)v = (a,−ab)v = (b,−ab)vY

V:W (1, a)v = (a,−a)v = 1Y

V9W B8 a %= 1. j@3N (a, 1− a)v = 1Y

i@3Ra3L kYlY VpRC<@j. lzlS. H3LL� SlY:YfW H3j F $3 � <IR$�I ~3I0 �N0 v $3 �
UI�,3 R8 F Y H3j a, b, c ∈ F×Y i@3N (a, bc)v = (a, b)v(a, c)v �N0 (ab, c)v = (a, c)v(b, c)vY



Sz

i@3 ,RLUnj�jCRN R8 j@3 IR,�I ?CI$3aj cwL$RI ,�N $3 0RN3 �c 8RIIRsc-

/3~NCjCRN kYkY H3j F $3 � ~3I0 sCj@ � NRaL�ICy30 0Cc,a3j3 q�In�jCRN v �N0 � nNCA
8RaLCy3a π ∈ F VCY3Y v(π) = 1WY 7Ra d ∈ F cn,@ j@�j v(d) = 0. s3 03~N3 j@3 H3<3N0a3
cwL$RI 8Ra d Rq3a π $w

(
d

π

)
=






1 C8 ∃a ∈ F : d ≡ a2 (LR0 π).

−1 Rj@3asCc3Y

H3LL� kY:Y H3j q $3 �N R00 UaCL3 URs3a �N0 c ∈ F×
q Y i@3N c

q−1
2 = 1 C8 c ∈ (F×

q )
2

�N0 c
q−1
2 = −1 C8 c ∈ F×

q \ (F×
q )

2Y

TaRR8Y H3j ξ $3 � <3N3a�jRa R8 F×
q Y B8 c = d2 8Ra cRL3 d ∈ F×

q . j@3N s3 <3j j@�j
c

q−1
2 = dq−1 = 1Y �ccnL3 c Cc NRj c\n�a3Y bCN,3 q − 1 Cc 3q3N. s3 @�q3 c = ξ2!+1 8Ra

cRL3 ! ∈ NY Bj 8RIIRsc j@�j

c
q−1
2 = ξ!(q−1)ξ

q−1
2 = ξ

q−1
2 = −1.

TaRURcCjCRN kY9Y H3j F $3 � ~3I0 sCj@ � NRaL�ICy30 0Cc,a3j3 q�In�jCRN v �N0 � nNCA
8RaLCy3a π ∈ F Y bnUURc3 j@�j j@3 a3cC0n3 ~3I0 k @�c Ra03a q 8Ra cRL3 R00 UaCL3
URs3a qY H3j a, b ∈ F cn,@ j@�j v(a) = v(b) = 0. j@3N

(
a

π

)(
b

π

)
=

(
ab

π

)
.

TaRR8Y +RNcC03a 8Ra 3�,@ a, d ∈ F s@3a3 a ∈ Ov \ pv �N0 a − d2 ∈ pvY Q$c3aq3 j@�j
d2 = a−(a−d2) ∈ OvY B8 d ∈ F \Ov. j@3N d−1 ∈ Ov. �N0 Cj 8RIIRsc j@�j d = d2d−1 ∈ OvY
B8 d ∈ pv. j@3N a = (a − d2) + d2 ∈ pvY i@nc d ∈ Ov \ pvY i@3a38Ra3 s3 ,�N ,RN,In03
j@�j 8Ra 3�,@ a ∈ Ov \ pv. ( aπ ) = 1 C8 �N0 RNIw C8 a+ pv Cc c\n�a3 CN kY

MRs I3j a, b ∈ F cn,@ j@�j v(a) = v(b) = 0Y H3j x = a+ pv �N0 y = b+ pvY i@3N
s3 @�q3

x
q−1
2 y

q−1
2 = (xy)

q−1
2 ,

s@3N,3 j@3 03cCa30 3\n�jCRN 8RIIRsc 8aRL H3LL� kY: CLL30C�j3IwY



SS

i@3Ra3L kYfY H3j F $3 � NRNA�a,@CL303�N IR,�I ~3I0 sCj@ nNC8RaLCy3a π. q�In�jCRN
v sCj@ v(π) = 1. �N0 a3cC0n3 ~3I0 kY H3j q = |k|. �N0 cnUURc3 j@�j q Cc R00Y H3j a, b ∈
F×. C8 s3 saCj3 a = a0πv(a) �N0 b = b0πv(b) 8Ra cRL3 a0, b0 ∈ F× sCj@ v(a0) = v(b0) = 0.
j@3N

(a, b)v = (−1)v(a)v(b)
q−1
2

(
a0
π

)v(b)(b0
π

)v(a)

.

TaRR8Y B8 s3 GNRs j@�j (a0, b0)v = 1. (a0,π)v = (a0

π ). (π, b0)v = ( b0π ). �N0 (π,π)v =

(−1)
q−1
2 . j@3N s3 ,�N �UUIw i@3Ra3L kYl jR R$j�CN j@3 03cCa30 3\n�jCRNY
7Cacj. I3j Ov $3 j@3 q�In�jCRN aCN< R8 F Y Bj Cc GNRsN 8aRL VQȕK3�a�. SOek.

i@3Ra3L fk-SS�W j@�j j@3 3\n�jCRN a0x2+b0y2 = 1 @�c � cRInjCRN LR0nIR πY bnUURc3
j@�j x0, y0 ∈ Ov �a3 cn,@ j@�j a0x20 + b0y20 ≡ 1 (LR0 π)Y r3 L�w �ccnL3 sCj@Rnj IRcc
R8 <3N3a�ICjw j@�j x0 %≡ 0 (LR0 π). cR v(x0) = 0Y MRs ,RNcC03a j@3 URIwNRLC�I

f(x) := a0x
2 + b0y

2
0 − 1 ∈ Ov[x].

bCN,3 q Cc R00. s3 @�q3 1 %≡ −1 (LR0 π). cR v(2) = 0Y #w R$c3aqCN< j@�j

v(a0x
2
0 + b0y

2
0 − 1) ≥ 1 > 0 = v(2) + v(a0) + v(x0) = 2v(2a0x0),

s3 ,�N �UUIw i@3Ra3L lY9 jR R$j�CN x̃ ∈ Ov cn,@ j@�j a0x̃2 + b0y20 = 1Y #w i@3Ra3L
SYl. s3 @�q3 (a0, b0)v = 1Y

M3uj. I3j c ∈ O×
v Y r3 sCII c@Rs j@�j (c,π)v = ( cπ )Y �ccnL3 j@�j ( cπ ) = 1Y i@3N

x20−c ≡ 0 (LR0 π) 8Ra cRL3 x0 ∈ F Y KRa3 Ua3,Cc3Iw. x0 ∈ O×
v cCN,3 v(x20) = v(c) = 0Y

i@3N s3 ,�N �UUIw i@3Ra3L lY9 jR x2 − c ∈ Ov[x] �N0 x0 $3,�nc3

v(x20 − c) ≥ 1 > 0 = 2v(2x0),

cR s3 R$j�CN x̃ ∈ Ov cn,@ j@�j x̃2 = cY Bj 8RIIRsc j@�j c( 1x̃)2 + π(0)2 = 1Y +RNq3ac3Iw.
�ccnL3 j@�j cx2 + πy2 = 1 8Ra cRL3 x, y ∈ F Y B8 x = 0. j@3N s3 @�q3 2v(y) = −1

s@C,@ Cc CLURccC$I3. cR x %= 0Y bCN,3 2v(x) %= 1 + 2v(y). s3 @�q3

0 = v(cx2 + πy2) = LCN{2v(x), 1 + 2v(y)},

s@C,@ CLUIC3c j@�j v(x), v(y) ≥ 0Y MRj3 j@�j

v(x) = v

(
πy2 − 1

c

)
= v(πy2 − 1)− v(c) = 0− 0 = 0.



Sl

?3N,3 c Cc � c\n�a3 LR0nIR πY
7aRL j@3 Ua3qCRnc U�a�<a�U@. s3 R$j�CN (a0,π)v = (a0

π )Y ?3N,3 $w i@3Ra3L
kYS �N0 H3LL� kY:. s3 @�q3 (π, b0)v = ( b0π ). �N0

(π,π)v = (π,−π2)v = (π,−1)v =

(
−1

π

)
= (−1)

q−1
2

�c 03cCa30Y

+RaRII�aw kYeY H3j F $3 � NRNA�a,@CL303�N IR,�I ~3I0 sCj@ nNC8RaLCy3a π. q�In�jCRN
v sCj@ v(π) = 1. �N0 a3cC0n3 ~3I0 kY H3j q = |k|. �N0 cnUURc3 j@�j q Cc R00Y i@3
8RIIRsCN< @RI0c 8Ra a, b ∈ F×-

VSW B8 v(a) = 0. j@3N (a, b)v = ( aπ )
v(b)Y

VlW B8 v(a) = v(b) = 0. j@3N (a, b)v = 1Y

TaRR8Y VSW B8 v(a) = 0. s3 ,�N saCj3 a = aπ0. CY3Y a0 = aY ?3N,3 $w i@3Ra3L kYf. s3
@�q3

(a, b)v = (−1)0
(
a0
π

)v(b)(b0
π

)0

=

(
a0
π

)v(b)

.

VlW i@Cc 8RIIRsc 3�cCIw 8aRL VSW $w cn$cjCjnjCN< v(b) = 0.

i@3 \n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a � <IR$�I ~3I0 ,�N $3 ,I�ccC~30 $w j@3 8RIIRsCN<
j@3Ra3LY MRj3 j@�j C8 K Cc � NnL$3a ~3I0 �N0 v Cc �N �a,@CL303�N UI�,3 R8 K. j@3N
v ,�N $3 R$j�CN30 8aRL �N 3L$300CN< R8 K CN CY BN j@Cc ,�c3. v Cc � a3�I UI�,3 C8 j@3
CL�<3 R8 j@3 �ccR,C�j30 3L$300CN< Cc ,RNj�CN30 CN R �N0 ,RLUI3u Rj@3asCc3Y

i@3Ra3L kY4Y VpRC<@j. lzlS. i@3Ra3L S:YfYSW H3j F $3 � <IR$�I ~3I0Y i@3 c3j R8
j@3 a�LC~30 UI�,3c R8 � <Cq3N \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F ,RNj�CNc RNIw NRNA,RLUI3u
UI�,3c �N0 @�c � ~NCj3 3q3N ,�a0CN�ICjwY +RNq3ac3Iw. 8Ra � <Cq3N ~NCj3 cn$c3j S R8
NRNA,RLUI3u UI�,3c R8 F R8 3q3N ,�a0CN�ICjw. j@3a3 Cc � nNC\n3 \n�j3aNCRN �I<3$a�
Rq3a F nU jR CcRLRaU@CcL s@C,@ Cc a�LC~30 3u�,jIw �j j@3 UI�,3c R8 SY

i@3Ra3L kYO VHR,�IA<IR$�I UaCN,CUI3WY VpRC<@j. lzlS. j@3Ra3L S:YfY9W H3j B. B′ $3
\n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a � <IR$�I ~3I0 F Y i@3N B $ B′ C8 �N0 RNIw C8 Bv $ B′

v 8Ra



Sk

�II UI�,3c v R8 F Y BN U�ajC,nI�a. B $ M2(F ) C8 �N0 RNIw C8 Bv $ M2(Fv) 8Ra �II UI�,3c
v R8 F Y



+@�Uj3a :

[m�i2`MBQM �H;2#`�b Qp2`
7mM+iBQM 7B2H/b

i@aRn<@Rnj j@Cc ,@�Uj3a. I3j q $3 �N R00 UaCL3 URs3aY r3 03j3aLCN3 ,RN0CA
jCRNc 8Ra \n�j3aNCRN �I<3$a� jR cUICj $w j@3 \n�0a�jC, ,RNcj�Nj ~3I0 3uj3NcCRN Fq2(t)Y
i@3 a3cnIjc �a3 UaRq30 $w CNq3cjC<�jCN< j@3 IR,�I ?CI$3aj cwL$RI. �N0 $�cC, UaRUA
3ajC3c �$Rnj ~NCj3 ~3I0cY r3 03NRj3 $w (F×

q )
2 j@3 c3j R8 3I3L3Njc CN F×

q s@C,@ �a3
c\n�a3Y

H3LL� :YSY H3j c ∈ F×
q \ (F×

q )
2. �N0 f(t) ∈ Fq[t] $3 � LRNC, Caa30n,C$I3 URIwNRLC�IY

i@3N f(t) Cc � nNC8RaLCy3a R8 vf . vf (c) = 0. �N0
(

c

f(t)

)
= (−1)03< f(t).

TaRR8Y H3j d = 03< f(t)Y `3,�II j@�j j@3 a3cC0n3 ~3I0 R8 vf Cc Ovf/pvf $ Fq[t]/(f(t)) =

Fqd Y #w H3LL� kY:. s3 R$j�CN c
q−1
2 = −1Y Bj 8RIIRsc j@�j

c
qd−1

2 = c(
q−1
2

)(qd−1+···+1) = (−1)(q
d−1+···+1) = (−1)d,

cR s3 ,RN,In03 j@�j
(

c
f(t)

)
= (−1)d $w H3LL� kY: �<�CNY

i@3Ra3L :YlY H3j F = Fq(t). f(t) ∈ Fq[t] \ {0}. c ∈ F×
q \ (F×

q )
2. �N0 B = ( c,f(t)F )Y

bnUURc3 j@�j f(t) = af1(t)α1 · · · fn(t)αn . s@3a3 fi(t) Cc � LRNC, Caa30n,C$I3 URIwNRLC�I
Rq3a Fq. αi ∈ N. �N0 a ∈ F×

q 8Ra �II i ∈ {1, . . . , n} 8Ra cRL3 n ∈ NY i@3N j@3 c3j R8
UI�,3c R8 F �j s@C,@ B Cc a�LC~30 Cc RN3 R8 j@3 8RIIRsCN<-

VSW i@3 c3j R8 UI�,3c ,Raa3cURN0CN< jR fi(t) 8Ra s@C,@ fi(t)αi @�c R00 03<a33 C8 f(t)
@�c 3q3N 03<a33Y

VlW i@3 c3j R8 UI�,3c ,Raa3cURN0CN< jR fi(t) 8Ra s@C,@ fi(t)αi @�c R00 03<a33 jRA
<3j@3a sCj@ j@3 UI�,3 �j CN~NCjw C8 f(t) @�c R00 03<a33Y



S9

BN U�ajC,nI�a. B Cc � 0CqCcCRN �I<3$a� C8 �N0 RNIw C8 03< fi(t) �N0 αi �a3 $Rj@ R00 8Ra
cRL3 iY

TaRR8Y H3j d = 03< f(t). di = 03< fi(t). �N0 v $3 � UI�,3 R8 F Y i@3N v(c) = 0 8Ra �Nw
UI�,3 v R8 F . �N0 s3 ,�N �UUIw +RaRII�aw kYeY r3 NRs 0CcjCN<nCc@ j@3 8RIIRsCN<
,�c3cY
+�c3 S- v = vfi(t) 8Ra cRL3 i = 1, . . . , nY #w H3LL� :YS. s3 @�q3

(c, f(t))v =

(
c

fi(t)

)αi

= (−1)diαi .

+�c3 l- v = v∞Y BN j@Cc ,�c3. j@3 a3cC0n3 ~3I0 Cc Fq �N0 c Cc NRj c\n�a3 CN FqY ?3N,3
s3 ,�N �UUIw +RaRII�aw kYe jR <3j

(c, f(t))v =

(
c

1/t

)−d

=

(
c

1/t

)d

= (−1)d.

+�c3 k- v = vg s@3a3 g(t) Cc � LRNC, Caa30n,C$I3 URIwNRLC�I Rq3a Fq Rj@3a j@�N
f1(t), . . . , fn(t)Y Bj 8RIIRsc 8aRL +RaRII�aw kYe j@�j (c, f(t))v = 1Y

�ccnL3 j@�j di �N0 αi �a3 R00 8Ra cRL3 iY i@3N (c, f(t))vfi
= (−1)diαi = −1.

CY3Y B Cc a�LC~30 �j vfi . CN U�ajC,nI�a � 0CqCcCRN �I<3$a�Y Qj@3asCc3. di Ra αi Cc 3q3N
8Ra �II i. s@C,@ CLUIC3c j@�j d = α1d1+ · · ·+αndn Cc �IcR 3q3NY i@nc (c, f(t))v = 1 8Ra
�II UI�,3c vY ?3N,3 j@3 UaRR8 Cc ,RLUI3j3 $w IR,�IA<IR$�I UaCN,CUI3Y

i@3Ra3L :YkY 2q3aw \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F = Fq(t) s@Rc3 �II a�LC~30 UI�,3c
�a3 R8 R00 03<a33 cUICjc �8j3a � ,RNcj�Nj \n�0a�jC, ~3I0 3uj3NcCRN Fq2(t)Y

TaRR8Y H3j B $3 � \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F s@Rc3 �II a�LC~30 UI�,3c �a3 R8 R00
03<a33Y H3j S $3 j@3 c3j R8 cn,@ UI�,3c. cR j@�j |S| Cc 3q3N $w i@3Ra3L kY4Y 7Cu
cRL3 c ∈ F×

q \ (F×
q )

2 �N0 I3j f(t) $3 j@3 UaR0n,j R8 �II LRNC, Caa30n,C$I3 URIwNRLC�Ic
,Raa3cURN0CN< jR j@3 UI�,3c CN S 3u,3Uj v∞ C8 v∞ ∈ SY MRj3 j@�j j@Cc Cc 1 C8 |S| Cc
3LUjwY r3 ,RNcC03a jsR ,�c3cY

+�c3 S- S ,RNj�CNc RNIw j@3 UI�,3c ,Raa3cURN0CN< jR Caa30n,C$I3 URIwNRLC�IcY
bCN,3 |S| Cc 3q3N. s3 @�q3 03< f(t) Cc 3q3N. cR (c, f)v∞ = 1Y bCN,3 j@3 Caa30n,C$I3



Sf

8�,jRac R8 f(t) @�q3 R00 03<a33. Cj 8RIIRsc 8aRL i@3Ra3L :Yl j@�j ( c,f(t)F ) a�LC~3c
3u�,jIw CN j@3 UI�,3c R8 F Y

+�c3 l- S ,RNj�CNc j@3 UI�,3 �j CN~NCjw v∞Y
bCN,3 |S\{v∞}| Cc R00. s3 @�q3 03< f(t) Cc R00. s@C,@ CLUIC3c j@�j ( c,f(t)F ) Cc a�LC~30
�j v∞Y bCLCI�aIw jR +�c3 S. s3 R$j�CN (c, f(t))v = −1 C8 �N0 RNIw C8 v ∈ SY

7aRL j@3 $Rj@ ,�c3c. s3 c33 j@�j B $ ( c,f(t)F ) 8Ra cRL3 f(t) ∈ Fq[t]Y #nj j@3N

B ⊗F Fq2(t) $
(
c, f(t)

Fq2(t)

)
$ M2(Fq2(t)).

#w H3LL� kY: jsC,3. s3 @�q3 c
q−1
2 = −1. �N0 c Cc � c\n�a3 CN F×

q2 $3,�nc3

c
q2−1

2 = c
q−1
2

(q+1) = (−1)q+1 = 1,

cR Cj wC3I0c j@3 I�jj3a CcRLRaU@CcLY i@3a38Ra3. Fq2(t) cUICjc BY

MRs s3 c33 j@�j 3q3aw \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a Fq(t) s@C,@ Cc a�LC~30 �j �
UI�,3c R8 R00 03<a33 �N0 Cc a�LC~30 �j NR UI�,3c R8 3q3N 03<a33 Cc � 0CqCcCRN �IA
<3$a�. $nj cUICjc �8j3a j@3 ,RNcj�Nj \n�0a�jC, ~3I0 3uj3NcCRN Fq2(t)Y r@�j Cc �$Rnj
\n�j3aNCRN �I<3$a�c Rq3a Fq(t) s@C,@ Cc a�LC~30 �j � UI�,3 R8 3q3N 03<a33] r3 sCII
0Cc,ncc j@Cc UaR$I3L CN j@3 8RIIRsCN< j@3Ra3LcY

TaRURcCjCRN :Y:Y H3j F = Fq(t). K = Fq2(t). v $3 � UI�,3 R8 F R8 3q3N 03<a33Y i@3N
v cUICjc ,RLUI3j3Iw CN K. CY3Y j@3a3 �a3 jsR q�In�jCRNc w1, w2 CN K cn,@ j@�j

w1|F = w2|F = v, ew1|v = ew2|v = 1, fw1|v = fw2|v = 1.

TaRR8Y H3j f(t) $3 j@3 LRNC, Caa30n,C$I3 URIwNRLC�I R8 03<a33 2d Rq3a Fq ,Raa3A
cURN0CN< jR vY i@3N j@3a3 Cc �N CN,IncCRN ι : Fq2 ↪→ Fq2d = Fq[t] / (f(t))Y i@Cc ,�N $3
3uj3N030 jR α : Fq2 [t] → Fq[t] / (f(t)) $w c3N0CN< t jR t+ (f(t))Y Bj Cc 3�cw jR c33 j@�j
α Cc � cnaE3,jCq3 @RLRLRaU@CcLY ?3N,3 $w j@3 ~acj CcRLRaU@CcL j@3Ra3L.

Fq2 [t] / G3aα $ Fq[t] / (f(t)) = Fq2d .

KRa3Rq3a. G3aα = (g(t)) 8Ra cRL3 LRNC, Caa30n,C$I3 URIwNRLC�I g(t) R8 03<a33 d Rq3a
Fq2 cCN,3 Fq2 [t] Cc � TB/ �N0 G3aα Cc � UaCL3 C03�IY bCN,3 α(f(t)) = f(t+ (f(t))) = 0.



Se

s3 @�q3 (f(t)) · Fq2 [t] ⊆ G3aα. cR j@�j g(t) | f(t)Y H3j w1 $3 j@3 q�In�jCRN CN K

,Raa3cURN0CN< jR g(t)Y i@3N fw1|v = 1 cCN,3

Fq2 [t] / (g(t)) $ Fq[t] / (f(t)).

MRj3 j@�j a�LC~,�jCRN CN03u R8 � UI�,3 R8 ,RNcj�Nj ~3I0 3uj3NcCRN Cc cjCII 1

VbjC,@j3NRj@. lzzO. i@3Ra3L kYfYkW. CY3Y ew1|v = 1Y #w i@3Ra3L lYf. s3 @�q3 �NA
Rj@3a UI�,3 w2 R8 K IwCN< Rq3a v s@C,@ @�q3 j@3 c�L3 a�LC~,�jCRN CN03u �N0 CN3ajC�
03<a33 �c w1Y

H3LL� :Y9Y H3j F = Fq(t). K = Fq2(t). v $3 � UI�,3 R8 F R8 3q3N 03<a33Y H3j B $3 �
\n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F . �N0 w � UI�,3 R8 K IwCN< Rq3a vY i@3N B Cc a�LC~30 �j
v C8 �N0 RNIw C8 B ⊗F K Cc a�LC~30 �j wY

TaRR8Y H3j B = (a,bF ) 8Ra cRL3 a, b ∈ F× �N0 2d $3 j@3 03<a33 R8 vY raCj3 a = a0πv(a)

�N0 b = b0πv(b) 8Ra cRL3 nNC8RaLCy3a πY #w TaRURcCjCRN :Y:. s3 <3j j@�j π = π1π2 8Ra
cRL3 Caa30n,C$I3 URIwNRLC�Ic π1,π2 Rq3a Fq2 . cR w ,Raa3cURN0c jR π1 sCj@Rnj IRcc R8
<3N3a�ICjwY #w i@3Ra3L kYf. s3 R$j�CN jsR 3\n�jCRNc-

(a, b)v = (−1)v(a)v(b)
q2d−1

2

(
a0
π

)v(b)(b0
π

)v(a)

, V:YSW

�N0

(a, b)w = (−1)w(a)w(b) (q2)d−1

2

(
a0π

w(a)
2

π1

)w(b)(
b0π

w(b)
2

π1

)w(a)

. V:YlW

MRs. s3 c@Rs j@�j (a, b)v = (a, b)w jR ,RLUI3j3 j@3 UaRR8Y MRj3 j@�j w|F = v $3,�nc3
ew|v = 1. �N0 ( cπ ) = ( c

π1
) 8Ra �II c ∈ F sCj@ v(c) = 0 $3,�nc3 fw1|v = 1Y #w ,RNcC03aCN<

j@3 U�aCjw R8 v(a), v(b). s3 L�w 0CcjCN<nCc@ j@3 8RIIRsCN<-

+�c3 S- v(a), v(b) �a3 $Rj@ 3q3NY Bj Cc ,I3�aY

+�c3 l- v(a), v(b) �a3 $Rj@ R00Y i@3N
(
a0
π

)v(b)(b0
π

)v(a)

=

(
a0
π

)(
b0
π

)
=

(
a0
π

)(
b0
π

)(
π2
π1

)w(b)+w(a)

=

(
a0π

w(a)
2

π1

)(
b0π

w(b)
2

π1

)
=

(
a0π

w(a)
2

π1

)w(b)(
b0π

w(b)
2

π1

)w(a)

.
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Bj 8RIIRsc j@�j (a, b)v = (a, b)wY

+�c3 k- v(a) Cc R00 �N0 v(b) Cc 3q3N VRa qC,3 q3ac�WY i@3N Cj 8RIIRsc 8aRL j@3 3\n�jCRN
V:YSW �N0 j@3 3\n�jCRN V:YlW j@�j

(a, b)v =

(
b0
π

)v(a)

=

(
b0
π1

)w(a)(π2
π1

)w(b)

=

(
b0π

w(b)
2

π1

)w(a)

= (a, b)w.

MRs s3 ,�N ,RN,In03 j@Cc ,@�Uj3a sCj@ j@3 8RIIRsCN< L�CN a3cnIj-

i@3Ra3L :YfY 2q3aw \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F = Fq(t) s@C,@ Cc a�LC~30 �j � UI�,3
R8 3q3N 03<a33 Cc � 0CqCcCRN �I<3$a�. $nj Cjc j3NcRaCN< sCj@ j@3 ,RNcj�Nj \n�0a�jC,
~3I0 3uj3NcCRN Fq2(t) Cc cjCII � 0CqCcCRN �I<3$a�Y

TaRR8Y H3j F = Fq(t). �N0 B $3 � \n�j3aNCRN �I<3$a� Rq3a F Y bnUURc3 j@�j B Cc
a�LC~30 �j v 8Ra cRL3 UI�,3 R8 3q3N 03<a33 R8 F Y i@3 a3cnIj 8RIIRsc 8aRL H3LL�
:Y9 �njRL�jC,�IIwY



`272`2M+2b
�,,C�aR. pY. b�qCN. /Y. i�Rnc. KY. �N0 x3G@NCNC. �Y lzz:Y QN \n�j3aNCRN �I<3$a�c

Rq3a cRL3 3uj3NcCRNc R8 \n�0a�jC, NnL$3a ~3I0c )QNICN3*Y �q�CI�$I3 8aRL-
@jjUc-gg�auCqYRa<g�$cglzz:YzSz:z )lzz:.z:*Y

�,,C�aR. pY. b�qCN. /Y. i�Rnc. KY. �N0 x3G@NCNC. �Y lzSOY QN \n�j3aNCRN �I<3$a�c
j@�j cUICj Rq3a \n�0a�jC, NnL$3a ~3I0c )QNICN3*Y �q�CI�$I3 8aRL- @jjUc-gg
�auCqYRa<g�$cgSOzfYSSzef )lzSO.zf*Y

M3nGCa,@. DY SOOOY �I<3$a�C, MnL$3a i@3Raw. qRInL3 kll R8 ;anN0I3@a3N K�j@Y
rCccY bUaCN<3aAp3aI�<. #3aICNY

QȕK3�a�. iY. QYüSOekY BNjaR0n,jCRN jR [n�0a�jC, 7RaLc. qRInL3 SSe R8 ;anN0I3@a3N
K�j@Y rCccY bUaCN<3aAp3aI�<. #3aICNY

bjC,@j3NRj@. ?Y lzzOY �I<3$a�C, 7nN,jCRN 7C3I0c �N0 +R03c. qRInL3 l9: R8 ;a�0Y
i3ujc K�j@Y bUaCN<3aAp3aI�<. #3aICNY

pRC<@j. DY lzlSY [n�j3aNCRN �I<3$a�c. qRInL3 l44 R8 ;anN0I3@a3N K�j@Y rCccY
bUaCN<3a BNj3aN�jCRN�I Tn$ICc@CN<. #3aICNY
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