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บทที่ 1 
บทนํา 

 

1.1 ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 

การศึกษาปญหาทางพลศาสตรของของไหล (fluid dynamics) เปนงานวิจัยที่
ยังคงไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจากอดีตจนถึงปจจุบัน ทั้งดานการคํานวณ (computation) 
และดานการทดลอง (experiment) ซึ่งมีการวิจัยทั้งในหัวขอของการไหลแบบอัดตัวได 
(compressible flow) และการไหลแบบอัดตัวไมได (incompressible flow) รวมถึงการไหล
แบบราบเรียบ (lamina flow) และการไหลแบบปนปวน (turbulent flow) งานวิจัยในหัวขอ
ตาง ๆ เหลานี้กอใหเกิดประโยชนอยางมากในการพัฒนางานทางดานวิศวกรรม 

 
สําหรับงานวิจัยดานการคํานวณทางพลศาสตรของของไหลในหัวขอการไหล

แบบราบเรียบชนิดอัดตัวไมไดนั้น ปญหาหนึ่งที่เปนหัวขอในการวิจัยมาอยางตอเน่ืองคือการ
แกปญหาพจนการพา (convection term) โดยงานวิจัยในชวงตน ๆ เร่ิมจากการพัฒนาใน
ระเบียบวิธีผลตางสืบเน่ือง (finite difference) [1-2] ซึ่งพบวาการใชการประมาณผลตางแบบ
ตรงกลาง (central difference) กับพจนการพากอใหเกิดปญหาการสั่นของคําตอบ [3] จาก
ปญหาดังกลาวมีนักวิจัยหลายทานไดพัฒนาวิธีที่เรียกวาวิธีอัปวินด (upwind method) ขึ้น [4-
5] ซึ่งสามารถแกปญหาการสั่นของคําตอบได แตระเบียบวิธีผลตางสืบเน่ืองไมเปนที่นิยมนัก 
หน่ึงในสาเหตุก็คือการประยุกตใชงานกับขอบเขตที่เปนสวนโคงนั้นมีความยากลําบาก ตอมา
ความนิยมในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element) มีเพ่ิมมากขึ้นโดยเฉพาะในการ
วิเคราะหปญหาของแข็ง (structural analysis) อีกทั้งยังเหมาะกับการวิเคราะหปญหาที่
ขอบเขตเปนสวนโคงเปนอยางดี นักวิจัยจึงเริ่มพัฒนาวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหปญหา
การไหล แตเน่ืองจากการใชวิธีกาเลอรคิน (Galerkin method) ที่ใชโดยทั่วไปในวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตนั้น ใหผลเชนเดียวกันกับการใชการประมาณผลตางแบบตรงกลางของวิธีผลตางสืบเนื่อง 
นั่นคือทําใหเกิดปญหาการสั่นของคําตอบ วิธีหนึ่งที่นิยมใชในการแกปญหาดังกลาวในวิธีไฟไนต
เอลิเมนตคือวิธีสตรีมไลนอัปวินด (streamline upwind) ซึ่งไดถูกพัฒนาตอมาจากวิธีที่ใชในวิธี
ผลตางสืบเนื่อง  

 
วิธีสตรีมไลนอัปวินดที่นิยมใชเพ่ือแกปญหาพจนการพาในวิธีไฟไนตเอลิเมนต

นั้นแบงไดเปนสองวิธีการหลัก ๆ วิธีแรกคือวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรง (direct 

streamline upwind method) [6] วิธีการนี้จะทําการหาทิศทางของกระแสการไหล (streamline 

direction) และทําการคํานวณพจนการพาโดยตรงในทิศทางนั้น สําหรับวิธีที่สองคือวิธีสตรีม
ไลนอัปวินด เพทรอฟ-กาเลอรคิน (streamline upwind Petrov – Galerkin method, SUPG) 
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[7] วิธีการนี้จะทําการปรับฟงกชันถวงน้ําหนักเศษตกคางเพื่อทําการถวงน้ําหนักในทิศทางของ
การไหล ซึ่งวิธีการสตรีมไลนอัปวินดทั้งสองวิธีนี้ชวยลดปญหาการสั่นของคําตอบได แตถึงแมวา
วิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงจะใหความถูกตองเพียงอันดับหน่ึง (first order accuracy) 
ในขณะที่วิธีสตรีมไลนอัปวินด เพทรอฟ-กาเลอรคินจะใหความถูกตองอันดับที่สอง (second 

order accuracy) แตวิธีการแรกนั้นจะทําใหเมตริกซของพจนการพามีคาในแนวทแยงมุมหลักที่
เหมาะสม (diagonally dominant matrices) ซึ่งสงผลใหการคํานวณมีสเถียรภาพมากกวา [8] 
อน่ึง งานวิจัยโดยสวนใหญจะศึกษาพฤติกรรมของของไหลเพียงอยางเดียว ขณะที่มีงานวิจัย
จํานวนไมมากนักที่สนใจศึกษาผลกระทบที่เกิดขึ้นระหวางปญหาการไหล อุณหภูมิ และ
โครงสรางไปพรอม ๆ กัน การศึกษาผลกระทบที่เกิดขึ้นระหวางองคความรูทั้งสามดานดังกลาว
จะชวยใหสามารถประยุกตใชงานทางดานวิศวกรรมที่กวางขวางมากยิ่งขึ้น 

 
ดังนั้นวิทยานิพนธฉบับน้ีจะดําเนินงานวิจัยดานการคํานวณที่เนนการทํานาย

ปฏิสัมพันธของการไหลแบบราบเรียบชนิดอัดตัวไมได ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิทั้ง
ในสวนที่เปนของไหลและของแข็ง พรอมทั้งคาความเคนและความเครียดที่เกิดขึ้นในโครงสราง
ภายใตอุณหภูมิที่เกิดขึ้นนั้น โดยในสวนของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่ใชในการคํานวณ
พฤติกรรมของการไหลจะประยุกตใชวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงพรอมทั้งใชเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบหกจุดตอเพ่ือใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตองในลําดับที่สูงขึ้น จากนั้นก็จะทําการ
ประยุกตเทคนิคการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได (adaptive remeshing) [9] เขากับ
กระบวนการวิเคราะหปญหาของการไหลขางตน  เพ่ือชวยลดเวลาและขนาดหนวยความจําที่ใช
ในการคํานวณลงเมื่อเปรียบกับการใชเอลิเมนตขนาดเล็ก ๆ ตลอดทั่วทั้งขอบเขตของปญหา 
ลําดับสุดทายก็จะทําการทดสอบกับปญหาตาง ๆ ทั้งปญหาแบบอยางที่มีผลเฉลยแมนตรง และ
ปญหาที่ มีความซับซอนทั้งในดานของปรากฏการของการไหลและรูปรางของปญหา 
(geometry) เพ่ือใหม่ันใจวาเทคนิคที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยชิ้นน้ีสามารถนําไปใชวิเคราะห
ปญหาในทางปฏิบัติที่มีความซับซอนและหลากหลายตอไป 
 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

1.2.1 ประดิษฐวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุด
ตอ เพ่ือใชแกปญหาการไหลแบบราบเรียบชนิดอัดตัวไมไดในสภาวะคงตัว 

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนทั้งใน
ของไหลและของแข็ง 

1.2.3 ศึกษาลักษณะความเคนเนื่องจากความรอนที่เกิดขึ้นบนโครงสราง ในขณะที่ของ
ไหลแบบราบเรียบชนดิอัดตัวไมไดไหลผานโครงสรางนั้น 

1.2.4 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถทํานาย 3 ปรากฎการณได ดังนี้ 
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1.2.4.1 พฤติกรรมของของไหลแบบราบเรียบชนิดอัดตัวไมไดขณะไหลผาน
โครงสราง 

1.2.4.2 ลักษณะการกระจายของอุณหภูมิทั้งในของไหลและบนโครงสรางขณะที่มี
การถายเทความรอนกับของไหลที่ไหลผาน  

1.2.4.3 ลักษณะความเคนและความเครียดของโครงสรางขณะมีการถายเทความ
รอนระหวางโครงสรางและของไหลที่ไหลผาน 

1.2.5 ศึกษาและประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพในการ
คํานวณ 

 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวตัถุประสงคขางตน  มีดังตอไปน้ี 
1.3.1 ศึกษาถึงพฤติกรรมของของไหลชนิดอัดตัวไมไดในสภาวะคงตัวในสองมิติ 
1.3.2 ลักษณะการไหลที่พิจารณาเปนการไหลแบบราบเรียบ 
1.3.3 พัฒนาวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ 
1.3.4 ศึกษาการถายเทความรอนทั้งในของไหลและโครงสรางในสองมิติ 
1.3.5 ศึกษาลักษณะความเคนเนื่องจากความรอนในโครงสรางสองมิติ  
1.3.6 การเคลื่อนตัวของโครงสรางจะมีคานอยมากจนไมสงผลกระทบตอพฤติกรรมของ

การไหลดังนั้นจะไมนํามาพิจารณา 
1.3.7 ความสัมพันธของความเคนและความเครียดของโครงสรางมีลักษณะยืดหยุนเชิงเสน 

 

1.4 ประโยชนที่ไดรับจากงานวิจัย 

1.4.1 มีความเขาใจถึงการแกปญหาพจนการพาดวยวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงบน 
เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ 

1.4.2 กอใหเกิดความรูความเขาใจถึงความสัมพันธระหวาง 3 สาขาวิชา คือ พลศาสตร
ของไหล การถายเทความรอน และกลศาสตรของแข็ง อันเปนแนวทางพื้นฐานที่
เปนประโยชนตองานวิจัยระดับสูงตอไป 

1.4.3 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสามารถทํานายพฤติกรรมการไหลแบบ
ราบเรียบชนิดอัดตัวไมได การกระจายของอุณหภูมิทั้งในของไหลและของแข็ง และ
ลักษณะของความเคนและความเครียดอันเนื่องจากความรอนบนโครงสรางได 

1.4.4 สามารถนําไปสูการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถนําไปใชแกไขปญหาที่มี
รูปรางหรือเง่ือนไขขอบเขตที่แตกตางกันได 
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1.4.5 สามารถนําไปขยายผลเพื่อศึกษาปญหาการไหลชนิดอ่ืน ๆ เชน  การไหลแบบหนืด
และราบเรียบในสภาวะไมคงตัว (unsteady viscous laminar flows) หรือการไหล
แบบปนปวน (turbulent flows) เปนตน 

 

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 

1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีดานพลศาสตรของไหล และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่
เกี่ยวของกับงานวิจัยนี้ 

1.5.2 ศึกษาและประดิษฐวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม
แบบหกจุดตอ 

1.5.3 ศึกษาลักษณะของของไหลแบบราบเรียบชนิดอัดตัวไมได 
1.5.4 ศึกษาลักษณะการถายเทความรอนระหวางของไหลกับโครงสราง  
1.5.5 ศึกษาลักษณะความเคนเนื่องมาจากความรอนที่เกิดขึ้นบนโครงสราง 
1.5.6 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 
1.5.7 ทดสอบความถูกตองของวิธีที่นําเสนอทั้งหมดขางตน  ดวยการเปรียบเทียบผลลัพธ

ที่ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงและปญหาที่มีความซับซอน 
1.5.8 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล 

 

1.6 เอกสารและงานวิจัยหลักที่เก่ียวของ 

1.6.1 Raithby, G. D.  [4]  พัฒนาวิธีการอัปวินดสําหรับระเบียบวิธีผลตางสืบเน่ืองใหมี
ความถูกตองมากยิ่งขึ้น จากเดิมที่จะเกิดคาความผิดพลาดเปนอยางมากเมื่อการ
ไหลไมอยูในแนวของกริดที่สรางขึ้น 

1.6.2 Brooks, A. N. and Hughes, T. J. R.  [7]  พัฒนาวิธีสตรีมไลนอัปวินด เพทรอฟ-
กาเลอรคินสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตขึ้น วิธีดังกลาวไดทําการปรับปรุง
ฟงกชันถวงน้ําหนักเศษตกคางโดยใชทิศทางของเวกเตอรความเร็วในการทําให
ฟงกชันดังกลาวมีการถวงนํ้าหนักไปในแนวของการไหล โดยที่วิธีการดังกลาว
สามารถใหความถูกตองในอันดับ 2 (2nd order of accuracy) แตยังใหผลคําตอบที่
มีการสั่นอยูบางในบางปญหา 

1.6.3 Hassan, Y. A., Rice, J. G. and Kim, J. H. [5]  ปรับปรุงวิธีอัปวินดสําหรับ
ระเบียบวิธีผลตางสืบเน่ืองของ Raithby, G. D. ใหมีสเถียรภาพและมีความถูกตอง
มากยิ่งขึ้น 
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1.6.4 Rice, J. G. and Schnipke, R. J. [6] พัฒนาวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรง
สําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซึ่งเปนวิธีที่ทําการคํานวณพจนการพาใน
ทิศทางของการไหลโดยตรง และใชเอลิเมนตสี่เหลี่ยมสี่จุดตอ วิธีการดังกลาวให
ความถูกตองในอันดับ 1 (1st order of accuracy) แตใหเมตริกซของพจนการพามี
คาในแนวทแยงมุมหลักที่เหมาะสม ทําใหการคํานวณมีเสถียรภาพมากยิ่งขึ้น 

1.6.5 Rice, J. G. and Schnipke, R. J. [21] นําวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงที่
พัฒนาขึ้นไปประยุกตใชเพ่ือการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมได 
พรอมทั้งใชขั้นตอนการคํานวณความเร็วและความดันแบบแยกกัน 

1.6.6 Hill, D. L. and Baskharone, E. A. [15] พัฒนาวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรง
สําหรับเอลิเมนตสี่เหลี่ยม 8 จุดตอ 

1.6.7 Wansophark, N. and Dechaumphai, P. [22] พัฒนาวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบ
โดยตรงสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ และประยุกตใชวิธีดังกลาวเขากับ
การวิเคราะหการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมได ซึ่งการใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมนั้น
ทําใหการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตเปนไปไดโดยงาย 

1.6.8 Wansophark, N. and Dechaumphai, P. [23] พัฒนาวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบ
โดยตรงใหสามารถวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมได ที่มีอุณหภูมิ
เกี่ยวของดวย 

 



บทที่ 2 
สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล การถายเทความรอน และของแข็ง 

 
งานวิจัยน้ีจะศึกษาปญหาปฏิสัมพันธระหวางของไหล อุณหภูมิ และโครงสราง

ในสองมิติโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต การทําความเขาใจในพฤติกรรมของการไหลของ
ของไหลจะตองอาศัยความรูทฤษฎีพลศาสตรของไหล สวนการหาลักษณะความเคนเนื่องจาก
ความรอนที่เกิดขึ้นในโครงสรางจะตองอาศัยทฤษฎีการถายเทความรอน และทฤษฎีกลศาสตร
ของแข็งเพ่ิมเติมดวย ดังน้ันในบทน้ีจะไดกลาวถึงทฤษฎีพลศาสตรของไหล [3] เพ่ือหาสมการ
เชิงอนุพันธยอยสําหรับปญหาการไหล ทฤษฎีการถายเทความรอน [10] เพ่ือหาสมการเชิง
อนุพันธยอยสําหรับปญหาการถายเทความรอน และทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง [11] เพ่ือหา
สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับปญหาของแข็ง ตามลําดับ สุดทายจะไดนําเสนอขั้นตอนโดยรวม
ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และคุณลักษณะของเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ 
 

2.1  สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล 

สําหรับปญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมไดในสภาวะคงตัว ( two 

dimensional steady state viscous incompressible flows) ประกอบไปดวยสมการเชิง
อนุพันธยอยที่สอดคลองกับ: (1) การอนุรักษมวล (conservation of mass), (2) การอนุรักษ
โมเมนตัม (conservation of momentum) และ (3) การอนุรักษพลังงาน (conservation of 

energy) ซึ่งประกอบดวยสมการทั้งหมด 4 สมการในปญหาแบบสองมิติ ดังนี้ 

สมการอนุรักษมวล 
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2

2

2

2

 (2.2) 

สมการอนุรักษโมเมนตัมในแกน y 

 yf
y
v

x
v

y
p

y
vv

x
vu ρμρ +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 (2.3) 

สมการอนุรักษพลังงาน 

 Q
y
T

x
Tk

y
Tv

x
Tuc ρρ +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 (2.4) 
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โดย u และ v หมายถึงความเร็วในแนวแกน x และแกน y ตามลําดับ ρ หมายถึงความหนาแนน  
p หมายถึงคาความดัน  µ หมายถึงคาความหนืด  xf  และ yf  หมายถึงแรงวัตถุตอหน่ึงหนวย
มวลในแนวแกน x และแกน y ตามลําดับ  T หมายถึงคาอุณหภูมิ  c หมายถึงคาความจุความ
รอน  Q หมายถึงอัตราปริมาณความรอนที่ผลิตไดเองตอหน่ึงหนวยมวล และ k หมายถึงคาการ
นําความรอน   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.1 ขอบเขตและเงื่อนไขขอบเขตของการไหลแบบหนืด 

 
ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับปญหาการไหล (2.1) – (2.4) นี้ จําเปนตองแกควบคูไปกับ
เง่ือนไขขอบเขตของปญหาที่กําหนดให ดังแสดงในรูปที่ 2.1 ซึ่งอาจประกอบไปดวย: (1) การ
กําหนดขอบเขตของการไหลเขา (inflow); (2) การกําหนดขอบเขตของผนังแบบหนืด 
(viscous wall); (3) การกําหนดขอบเขตของการไหลออก (outflow); และ (4) การกําหนด
อุณหภูมิที่ขอบ เปนตน 
 
2.2  สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการถายเทความรอน 

สมการเชิงอนุพันธที่อธบิายความสมดุลของปริมาณฟลักซ qx และ qy ซึ่งผาน
เขาและออกในแนวแกน x และ y ของเอลิเมนตเล็ก ๆ ที่วางตวัอยู ณ ตําแหนงใด ๆ บนแผน
ระนาบดังแสดงในรูปที่ 2.2 คือ 

 0=−
∂
∂

+
∂
∂ Q

y
q

x
q yx  (2.5) 

โดย Q แทนอัตราปริมาณความรอนที่ผลติไดเอง (internal heat generation) ตอหนึ่งหนวย
ปริมาตร 

 

Specified temperature 

x 

y

v

uρ 

V
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รูปที่ 2.2  ขอบเขตและเง่ือนไขขอบเขตของปญหาการถายเทความรอน 
 

ปริมาณฟลักซเหลานี้ขึ้นอยูกับความชัน (temperature gradients) ของอุณหภูมิ T และคา
สัมประสิทธิ์การนําความรอน (thermal conductivity) k ของแผนระนาบตามกฎฟูริเยร 
(Fourier’s law) ดังนี้ 

 
x
Tkqx ∂

∂
−= ;  

y
Tkqy ∂

∂
−=  (2.6) 

แทนสมการ (2.6) ลงในสมการ (2.5) กอใหเกิดสมการเชิงอนุพันธสาํหรับการถายเทความรอน
ภายใตสภาวะอยูตัว คือ 

 0=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂ Q

y
Tk

yx
Tk

x
 (2.7) 

ความซับซอนของลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ T(x, y) ที่เกิดขึ้นจากสมการ (2.7) นี้ ขึ้นอยู
กับรูปรางลักษณะของแผนระนาบและเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดให เง่ือนไขขอบเขตตลอดขอบ
ของแผนบางอาจประกอบดวย 

(ก) การกําหนดอุณหภูมิตลอดขอบ เชน 

  ),() ,( 1 yxTyxT =  

(ข) การกําหนดปริมาณฟลักซ qs ที่ผานเขาสูขอบ 

  yxs n
y
Tkn

x
Tkqq

∂
∂

+
∂
∂

=−=  

โดย nx และ ny แทนทิศทางโคซายน (cosines direction) ของเวกเตอรหน่ึงหนวย n̂  ที่ตั้งฉาก
กับขอบนั้น 

x 

y

qy

qx

q

Q

n̂



 9 

(ค) การกําหนดวาขอบเปนฉนวน ไมมีปริมาณฟลักซผานเขาหรือออกได 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

= yxs n
y
Tkn

x
Tkq  

 

2.3  สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับปญหาของแข็ง 

 สมการเชิงอนุพันธยอยซึ่งแสดงความสมดุลของแรงในแนวแกน x และ y บน
แผนระนาบ เม่ือไมคิดน้ําหนักของตัวเอง ดังแสดงในรูปที่ 2.3 คือ 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
xyx τσ  (2.8ก) 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
yxy στ

 (2.8ข) 

โดย xσ , yσ  แทนคาความเคนฉาก (normal stress) ในแนวแกน x และ y ตามลําดับ สวน xyτ

แทนคาความเคนเฉือน (shearing stress) 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.3  ขอบเขตและเงื่อนไขขอบเขตของปญหาของแข็ง 

 ในกรณีของแผนบางซึ่งเปนปญหาความเคนในระนาบ (plane stress) คาความ
เคนในแนวแกน z จะถูกสมมติใหมีคาเปนศูนย โดยคาความเคนยอยตาง ๆ สามารถเขียนใหอยู
ในรูปแบบของคาความเครียดยอย (strain components) ไดดังนี้ 

 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−
−−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

xy

y

x

xy

y

x

TT
TT

E

γ
αε
αε

υ
υ

υ

υ
τ
σ
σ

)(
)(

2
100

01
01

)1( 0

0

2  (2.9) 

x 

y 

xσ T(x,y)
yσ

xyτ
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โดย E แทนคาโมดูลัสของยังส (Young’s modulus) และ υ  แทนคาอัตราสวนของปวสซง 
(Poisson’s ratio) สวน yx εε ,  แทนคาความเครียดฉาก (normal strain) ในแนวแกน x และ
แกน y ตามลําดับ xyγ  แทนคาความเครียดเฉือน  α  แทนสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจาก
อุณหภูมิ (coefficient of thermal expansion) และ T0 แทนอุณหภูมิอางอิงที่วัสดุไมเกิดความ
เคน (reference temperature for zero stress) เชนอุณหภูมิหอง เปนตน 

 คาความเครียดยอยเหลานี้เขียนใหอยูในรูปของคาการเสียรูป u และ v ใน
แนวแกน x และ y ไดคือ 

 
y
v

x
u

yx ∂
∂

=
∂
∂

= εε ;  

และ 
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ  

ซึ่งหมายความวา ตัวไมรูคาในปญหาแผนระนาบมีเพียง 2 คา คือ u และ v เม่ือทราบคา u และ 
v แลวจึงสามารถนําไปคํานวณหาคาความเครียดและความเคนยอยตาง ๆ ไดตามลําดับ 

 สําหรับปญหาที่คาความเครียดในแนวแกน z ถูกสมมติใหมีคาเปนศูนย (plane 

strain) สมการเชิงอนุพันธยอย (2.8) และสมการ (2.10) ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวาง
ความเครียดยอยและคาการเสียรูป ยังคงใชไดเชนเดิม ยกเวนความสัมพันธระหวางคาความเคน
ยอยและความเครียดยอยดังแสดงในสมการ (2.9) ตองเปลี่ยนมาเปน 

  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−
−−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−+
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

xy

y

x

xy

y

x

TT
TT

E

γ
αε
αε

υ
υυ

υυ

υυ
τ
σ
σ

)(
)(

2
2100

01
01

)21)(1( 0

0

 (2.11) 

 สําหรับเง่ือนไขขอบเขตโดยทั่วไปดังแสดงในรูปที่ 2.3 ประกอบดวย การ
ยึดแนน (fixed) หรือปลอยอิสระ (free) ตลอดขอบตาง ๆ รวมทั้งอาจกําหนดแรงดัน 
(pressure) ซึ่งแทนแรงที่กระทําตอพ้ืนที่ตลอดขอบนั้น ๆ  อีกทั้งยังตองการผลการกระจายตัว
ของอุณหภูมิ T = T(x, y) ที่สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.7) กอนดวย ซึ่งผลจากอุณหภูมิ 
T นี้เองแฝงตัวอยูในสมการ (2.9) และ (2.11) ซึ่งอธิบายลักษณะของความเคนยอยน่ันเอง  
 

2.4  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจัดเปนวิธีหน่ึงที่ไดรับความนิยมสําหรับการแกปญหาการไหล
แบบหนืดชนิดอัดตัวไมได โดยงานวิจัยนี้เลือกใชวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงในการ

(2.10) 
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แกปญหาการไหล และใชวิธีกาเลอรคินในการแกปญหาการถายเทความรอน และปญหา
ของแข็ง ซึ่งทั้งหมดนี้จะใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ ดังนั้นในหัวขอน้ีจะเริ่มจากการ
อธิบายขั้นตอนทั่วไปของวิธีไฟไนตเอลิเมนต จากนั้นจะแสดงฟงกชันการประมาณภายในของ 
เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ ซึ่งจะไดนําเอลิเมนตดังกลาวไปใชในการคํานวณพจนการพาโดย
ใชวิธีสตรีมไลนอัปวินดในบทที่ 4 ตอไป 

 

2.4.1  ข้ันตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 การแกปญหาไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางประกอบดวย
ขั้นตอนที่สําคัญ 6 ขั้นตอน [12] (โดยในหัวขอน้ีจะอธิบายโดยใชตัวอยางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
สามจุดตอ) คือ 
 

ข้ันตอนที่ 1  แบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ เชน แบง
ออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมยอย ๆ สําหรับปญหาในสองมิติ ดังรูปที่ 2.4 

 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  2.4  การแบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 
 
จากน้ันก็ทําการหาสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาที่ตองการแกนั้น โดยสมการ             
เชิงอนุพันธทั่วไปสามารถเขียนใหอยูใน 

 ( ) 0=′φD     (2.12) 

โดยที่ D  คือตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) และ φ′  คือตัวแปรตามแมนตรง 
 
 
 
 

จุด
เอลิเมนต
แบบอยาง 

x 

 y



 12 

ข้ันตอนที่ 2  พิจารณาลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต 
 

 

 

 

 
รูปที่ 2.5  เอลิเมนตสามเหลีย่มแบบสามจดุตอและตัวไมทราบคาที่จุดตอ 

ยกตัวอยางเชน สําหรับเอลิเมนตที่ประกอบดวยสามจุดตอดังแสดงในรูปที่ 2.5 
โดยที่จุดตอน้ีเปนตําแหนงของตัวไมรูคา 1φ , 2φ  และ 3φ  ตัวไมรูคาเหลานี้เปนคุณสมบัติตาง ๆ 
ของการไหล ซึ่งสามารถสรางสมการอธิบายลักษณะการกระจายของตัวไมทราบคาที่จุดตอได
ดังนี้     

 ( ) ( ) ( ) ( ) 332211 ,,,, φφφφ yxNyxNyxNyx ++=     (2.13) 

โดย  ( ) 3,2,1;, =iyxNi  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต สมการ (2.13) นี้
สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้ 

 ),( yxφφ =  ⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

3

2

1

321

φ
φ
φ

NNN  

 ( )⎣ ⎦
( )

{ }
( )1331

,
××

= φyxN    (2.14) 

โดยที่ ⎣ ⎦N  คือ  เมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
 { }φ  คือ  เวกเตอรเมตริกซที่ประกอบไปดวยตัวไมทราบคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น 

 
 ข้ันตอนที่ 3  ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted 

residual) เขากับสมการเชิงอนุพันธยอยเพ่ือใหผลลัพธโดยประมาณนั้นมีความคลาดเคลือ่นนอย
ที่สุด ซึ่งจะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนต (finite element equation) ที่สอดคลองกัน ซึ่ง
สามารถเขียนในรูปเมตริกซไดดังนี้ 

 ( )φD  จะไมเทากับ 0 แตจะเทากับ R  

 

2φ  

3

2
1 

3φ  

1φ  x 

y 
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โดยที่ R  คือเศษตกคาง (residual) นั่นหมายถึง 

 ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
== ∑

=

m

i
iiNDDR

1
φφ  (2.15) 

โดย m  คือจํานวนจุดตอของเอลิเมนตนั้น 
 

จากวิธีกาเลอรคิน (Galerkin) ซึ่งมีขั้นตอนโดยเริ่มจากการคูณเศษตกคาง R 
ดวยฟงกชันน้ําหนัก (weighting function; W) จากนั้นจึงอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของ        
เอลิเมนตแลวกําหนดผลที่ไดใหเทากับศูนยนั่นคือ 

 0=Ω∫
Ω

dRWi  mi ,,2,1 K=  (2.16) 

 ปญหาการถายเทความรอนในของแข็งเราจะเลือกใชฟงกชันนํ้าหนักเปน 

ii NW =  ซึ่งเรียกโดยทั่วไปวาบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin) 
 

ข้ันตอนที่ 4  อินทิเกรตทีละสวน (integrate by part) ซึ่งหากเราแทนสมการ (2.15) 
ลงในสมการ (2.16) แลวอินทิเกรตทีละสวนจะได 

 ∫
Ω

ΩdRWi  
( )

Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∫ ∑

Ω =

dNDW
e

m

i
iii

1
φ  

 
 ( )

( )

( )
( )

0,,,, =Γ+Ω= ∫∫
ΓΩ

dNWdNW
ee

iiiiii φφ  

 
 
 
 

ข้ันตอนที่ 5  แทนพจนที่เกี่ยวของกับขอบเขตของเอลิเมนต )(eΓ ดวยภาวะขอบเขตอื่น 
ๆ ที่เกี่ยวของ ซึ่งจะกอใหเกิดสมการของเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาที่พิจารณา 
 

ข้ันตอนที่ 6  จากนั้นเขียนสมการของเอลิเมนต ซึ่งมีทั้งหมด m  สมการใหอยูในรูป
ของเมตริกซ นั่นคือ  

[ ]
( )

{ }
( )

{ }
( )11 ×××

=
mmmm
FK φ   (2.17) 

โดย [ ]K  คือ เอลิเมนตเมตริกซของความแข็งเกร็ง (element stiffness matrix) { }φ  คือ 
เวกเตอรซึ่งประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอตาง ๆ ของเอลิเมนตและ { }F  คือโหลดเวกเตอรของ

พจนที่เกี่ยวของกับโดเมน 
ของเอลิเมนต ( )eΩ  

พจนที่เกี่ยวของกับขอบเขต 
ของเอลิเมนต ( )eΓ  
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เอลิเมนตนั้น เม่ือไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังเชนแสดงในสมการ (2.17) แลวลําดับขั้นตอน
ตอไปก็จะทําการรวมสมการของเอลิเมนตยอยเขาดวยกันกอใหเกิดระบบสมการรวม จากนั้น
กําหนดคาที่ขอบเขต แลวจึงแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาผลลัพธที่จุดตอตาง ๆ 

 
2.4.2  ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 

 เอลิเมนตสามเหลี่ยมเปนเอลิเมนตที่นิยมใชกันมากเนื่องจากแบบจําลองไฟไนต
เอลิเมนตที่ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนมากสามารถสรางขึ้นมาโดยงายและโดย
อัตโนมัติ [13] ดังนั้นในหัวขอน้ีจะแสดงการสรางฟงกชันภายในเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมหกจุดตอ 
โดยใชพิกัดธรรมชาติ (natural coordinates) ซึ่งการใชพิกัดดังกลาวมีขอดีก็คือจะไดฟงกชัน
การประมาณภายในเอลิเมนตอยูในรูปแบบปด และสามารถที่จะแสดงจุดพิกัดของจุดใด ๆ ที่อยู
ใน เอลิเมนตใหอยูในรูปของจุดตอของเอลิเมนตนั้นได  

  

 

 

 
 

รูปที่ 2.6 เอลิเมนตสามเหลีย่มสามจุดตอ และจุด p ที่อยูภายในเอลเิมนต 

 รูปที่ 2.6 แสดงเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ และถากําหนดให Li (i = 1, 

2,…, n) เปนพิกัดธรรมชาติ โดยที่ n คือจํานวนจุดตอของเอลิเมนต (ในที่นี้ n = 3) และถาจุด p 
เปนจุดที่อยูภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมแลว เราสามารถเขียนจุดพิกัดของจุด p ใหอยูในรูปของ
พิกัดธรรมชาติ L1, L2, และ L3 ไดดังนี้ 

 332211 xLxLxLx ++=  

 332211 yLyLyLy ++=  

โดยพิกัดธรรมชาติ L1, L2, และ L3 นี้สามารถเรียกใหมวาฟงกชันถวงนํ้าหนัก ซึ่งคุณสมบัติของ
ฟงกชันถวงน้ําหนักก็คือผลรวมของฟงกชันจะมีคาเทากับหนึ่ง ดังนี้ 

 1321 =++ LLL  (2.19) 

3

2
1 

),( 11 yx  
x 

y 

),( 22 yx  

),( 33 yx  

),( yx  

 p 

(2.18) 
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เม่ือแกสมการ (2.18) กับสมการ (2.19) พรอม ๆ กันเพ่ือเขียน L1, L2, และ L3 ใหอยูในระบบ
พิกัดแกน x และแกน y จะได 

 ( ) ( ) 3,2,1
2
1, =++= iycxba
A

yxL iiii  (2.20) 

โดย A  คือ พ้ืนที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม สามารถคํานวณไดจากพิกัดของจุดตอทั้งสามจุด 
ดังนี้ 

 ( ) ( ) ( )[ ]2133211322
1 yyxyyxyyxA −+−+−=      (2.21) 

 23321 yxyxa −=  321 yyb −=  231 xxc −=  
 31132 yxyxa −=  132 yyb −=  312 xxc −=  (2.22) 
 12213 yxyxa −=  213 yyb −=  123 xxc −=  
 
 สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอหรือเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีอันดับสูง ๆ 
ขึ้นไป ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหลี่ยมน้ัน ๆ สามารถเขียนใหอยูในรูปของ
พิกัดธรรมชาติ L1, L2, และ L3 ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอได ซึ่งนักวิจัยที่ชื่อ Silvester 
[14] ไดใหสูตรสําหรับสรางฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหลี่ยมอันดับ n ใด ๆ 
ไวดังนี้ 
 )()()(),,( 321321 LNLNLNLLLN γβααβγ =  
โดยที่ 

 1,
1

)(
1

1
1 ≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
= ∏

=

α
α

α
i i

inL
LN  (2.23)   

 0                        ,1 == α  (2.24) 

สําหรับ )( 2LNβ  และ )( 3LNγ ก็สามารถเขียนอยูในรูปแบบเดียวกับสมการ (2.23) และ (2.24) 
สวน βα ,  และ γ  นั้นเปนเลขจํานวนเต็มที่ใชสําหรับอางอิงจุดตอบนเอลิเมนต ซึ่งมีคุณสมบัติ
วา n=++ γβα  โดยที่ n คืออันดับของเอลิเมนตสามเหลี่ยม เชน เอลิเมนตสามเหลี่ยมหก
จุดตอเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมอันดับที่ 2 เปนตน สวนการใชงานของเลขจํานวนเต็มชุดนี้ได
แสดงในรูปที่ 2.7 ยกตัวอยางเชนที่จุดตอหมายเลข 1 จะมีหมายเลขอางอิงคือ ,2=α  

0,0 == γβ  ซึ่งฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตก็คือ 200N และจากสมการ (2.23) และ 
(2.24) จะไดวา 

 ∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
==

2

1

1
2

12

i i
iL

NNα  
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  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
=

2
122

1
112 11 LL

  )12( 11 −= LL  

 10 == NNβ  

 10 == NNβ  

ดังนั้น 
 )12()()()( 11302012200 −== LLLNLNLNN  (2.25) 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 2.7 การอางอิงหมายเลขจุดตอดวยตัวเลข βα , และγ บนเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 

 

สําหรับจุดตออ่ืน ๆ ก็จะสามารถสรางฟงกชันการประมาณภายในไดดัวยวิธีเดียวกัน ดังน้ัน
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอจะมีฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตของแตละจุดตอ
ดังนี้ 

 ,)12( −= iii LLN  3,2,1=i  

 324 4 LLN =  

 315 4 LLN =  

 216 4 LLN =  

 ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตจากสมการ (2.26) นี้จะถูกนําไปใชกับวิธี
สตรีมไลนอัปวินดเพ่ือแกปญหาพจนการพา โดยจะไดแสดงรายละเอียดในบทถัดไป 

 

x 

y 

3

2

1 

4
5

6

1=α  

0=α  

2=α  

1=β  0=β  
2=β  

1=γ  

0=γ  

2=γ  

(2.26) 



บทที่ 3 
วิธีสตรีมไลนอัปวินด 

ความซับซอนในการแกปญหาการไหลนั้นเปนผลมาจากความมีลักษณะไมเชิง
เสนของพจนการพาในสมการนาเวียร-สโตกส ดังนั้นในบทนี้จะเปนการนําเสนอระเบียบวิธีสตรีม
ไลนอัปวินดแบบโดยตรง (direct streamline upwind method) สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม
หกจุดตอ ซึ่งเปนวิธีที่ใชในการจัดพจนการพา โดยจะเริ่มอธิบายถึงรายละเอียดของระเบียบวิธี
สตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรง และสุดทายจะแสดงถึงความสามารถของระเบียบวิธีดังกลาวใน
การแกปญหาที่มีพจนการพา 
 

3.1 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินด  

ในหัวขอตอไปน้ีจะนําเสนอระเบียบสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงสําหรับเอลิ
เมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ ที่ใชสําหรับแกปญหาพจนการพาซึ่งอยูในสมการทรานสปอรต 
(transport equation) โดยทั่ว ๆ ไปน่ันเอง ซึ่งมีขั้นตอนโดยสังเขปดังนี้ 

เร่ิมจากการพิจารณาการแกปญหาสมการทรานสปอรตในสองมิติ โดยสมมติวา
ทราบคาสนามความเร็ว (velocity field) ของทุกๆตําแหนงภายในขอบเขตของปญหานั้น ๆ 
และกําหนดใหคาคุณสมบัติตาง ๆ ของของไหลมีคาคงที่ ซึ่งสมการดังกลาวจะมีรูปแบบ
ดังตอไปน้ี 

                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

Γ
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

Γ
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

yyxxy
v

x
u φφφρφρ φφ     (3.1) 

โดยที่ φ  คือ ตัวแปรที่ไมทราบคา ซึ่งอาจเปนคาความเร็วในแนวแกน x หรือ y  

   (u, v) หรืออาจเปนคาอุณหภูมิ (T) ก็ได 
 φΓ  คือ สัมประสิทธิข์องการแพร (diffusion coefficient) 

จากนั้นทําการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต โดยประยุกตวิธีถวงน้ําหนกัเศษ
ตกคาง โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอดังแสดงในรูปที่ 2.7 ซึ่งเราจะไดสมการสําหรับ
เอลิเมนตดังนี้ 

              Ad
yyxx

NAd
y

v
x

uN
AA
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

Γ
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+⎟⎟
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⎞
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Γ
∂
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ φφφρφρ φφ       (3.2) 

การจัดพจนทางดานขวามือของสมการนั้นสามารถทําไดโดยทําการอินทิเกรต
โดยใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s theorem) ดังนี้ 
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  ( ) ( ) ( ) Ω⋅∇−Γ⋅=Ω⋅∇ ∫∫∫
ΩΓΩ

dVudnVudVu
vvv

ˆ       (3.3) 

เม่ือทําการเปรียบเทียบสัญลักษณของตวัแปรทางดานซายมือของสมการ (3.3) กับพจนทางดาน
ขวามือของสมการ (3.2) จะพบวา 

  Nu =     

j
y

i
x ∂

∂
+

∂
∂

=∇   

          j
y

i
x

V
∂
∂

Γ+
∂
∂

Γ=
φφ

φφ

v
 

และเน่ืองจาก   jninn yx +=ˆ    ดังนั้น 

                                    yx n
y

n
x

nV
∂
∂
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∂
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Γ=⋅
φφ

φφˆ
v
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พจนทางดานขวามือของสมการ (3.2) จะกลายมาเปน 

     Γ⎟⎟
⎠
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⎝
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N
xx

N φφ
φ      (3.4) 

สมการ (3.4) ที่ไดจากการจัดพจนการแพรนี้สามารถนําไปใชในการประดิษฐ   
เอลิเมนตเมตริกซและโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง สวนพจนทางซายมือของสมการ (3.2) 
จะไดนําเอาระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดมาใชในการจัดพจนดังกลาวและเพื่อใหสามารถทําความ
เขาใจกับระเบียบวิธีนี้ไดโดยงาย เราจะเริ่มพิจารณากับปญหาที่มีพจนการพาเพียงอยางเดียว
กอนเทานั้น นั่นคือกําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ของการแพรมีคาเปนศูนย ดังนั้นสมการ (3.1) จะลด
รูปลงเหลือ 
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                                          0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u φρφρ     (3.5) 

จากนั้นทําการเขียนสมการ (3.5) ใหอยูในระบบพิกัดสตรีมไลนดังในรูปที่ 3.1 ซึ่งจะไดสมการใน
รูปแบบดังตอไปน้ี 

                                              0=
∂
∂

s
US

φρ     (3.6) 

โดยที่ US คือ  ความเร็วในแนวเสนสตรีมไลน 
  s คือ  แกนที่สัมผัสกับเสนสตรีมไลน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.1 ระบบพิกัดสตรีมไลน (streamline coordinate) 
 
จากสมการ (3.6) จะเห็นไดวาคา φ  จะมีคาคงที่ตลอดเสนสตรีมไลน สวนบนเอลิเมนตที่จะ
พิจารณานั้น อาจจะสมมติไดวา    

                                           =
∂
∂

s
US

φρ คาคงที่    (3.7) 

จากขอสมมติดังกลาวขางตน สามารถเขียนสมการของเอลิเมนตสําหรับพจนการพาไดใหมดังนี้ 
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สําหรับพจนในวงเล็บทางดานขวาของสมการ (3.8) สามารถหาคาไดโดยขั้นตอนดังตอไปน้ี  
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รูปที่ 3.2 แสดงนิยามของจุดดาวนวินดในกรณีจุดมุมของสามเหลี่ยม 

 

พิจารณารูปที่ 3.2 ซึ่งแสดงเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมใด ๆ ที่กําลังพิจารณา จุด
ตอที่ 1 กําหนดใหเรียกวาจุดดาวนวินด (downwind node) ซึ่งมีนิยามวา จุดตอใดจะถูก
กําหนดใหเปนจุดดาวนวินดก็ตอเม่ือทิศทางลบของเวคเตอรความเร็วที่จุดตอน้ันจะตองมีทิศทาง
พุงเขาในเอลิเมนต [6] โดยจุดตอที่เปนจุดดาวนวินดจะตองมีคุณสมบัติดังตอไปน้ี 

                                        +− ≤≤ θθθ tantantan     (3.9) 

สมการ (3.9) สามารถเขียนใหมไดเปน 

                                     0≥Δ+Δ− −− yuxv jj   (3.10ก) 

                                      0≥Δ+Δ− ++ yuxv jj   (3.10ข) 

ซึ่งจุดดาวนวินดจะตองมีคุณสมบัติตามสมการ (3.10ก-ข) ทั้งสองสมการ 
 
 จากตัวอยางขางตน ไดแสดงตัวอยางในกรณีที่จุดตอที่มุมของสามเหลี่ยมเปน
จุดดาวนวินด รูปที่ 3.3 จะไดแสดงในกรณีที่จุดตอที่อยูดานขางของเอลิเมนตเปนจุดดาวนวินด 
ซึ่งนิยามของจุดตอที่จะเปนจุดดาวนวินดไดนั้นยังคงเหมือนกับที่อธิบายในขางตน และสามารถ
ตรวจสอบดวยเง่ือนไขงาย ๆ ดังนี้ 

 0ˆ ≥⋅ nV
v

  (3.11)
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รูปที่ 3.3 จุดตอดานขางที่เปนจุดดาวนวินด 

เม่ือทราบจุดดาวนวินดของเอลิเมนตใด ๆ แลว ตอไปตองทําการคํานวณอัตรา
การไหลของมวล (mass flow rate) ผานดานตาง ๆ ของเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 3.4 ซึ่งไดแก 
f1a, f1b, f2a, f2b, f3a และ f3b จากนั้นการหาคาของสมการ (3.8) จําเปนตองหาตําแหนงของ
จุดอัปวินดโดยใชอัตราการไหลของมวลที่คํานวณไดนั่นเอง โดยสามารถแบงการหาจุดอัปวินด
ไดเปน 2 กรณี คือ 1. หาจุดอัปวินดเม่ือจุดมุมของสามเหลี่ยมเปนจุดดาวนวินด  2. หาจุดอัป
วินดเม่ือจุดที่อยูบนดานของเอลิเมนตเปนจุดดาวนวินด  

 

 

 

 

 
 

 
รูปที่ 3.4 เอลิเมนตสามเหลีย่มพรอมอัตราการไหลของมวลที่ดานตาง ๆ 

 

รูปที่ 3.5 แสดงการหาจุดอัปวินดเม่ือจุดมุมของสามเหลี่ยมเปนจุดดาวนวินด ซึ่ง
ยังคงแบงไดเปนอีก 2 กรณีดวยกัน ยกตัวอยางเชนถาจุดดาวนวินดเปนจุดตอหมายเลข 1 และ
อัตราการไหลของมวล f3a + f3b ≤ f1a จุดอัปวินดจะอยูระหวางจุดตอหมายเลข 2 และ 4 ดัง
รูปที่ 3.5ก แตถาอัตราการไหลของมวล f3a + f3b ≥ f1a จุดอัปวินดก็จะอยูระหวางจุดตอ
หมายเลข 4 และ 3 ดังรูปที่ 3.5ข สวนตําแหนงของจุดอัปวินดก็จะหาจากการคํานวณสัดสวน
ของอัตราการไหลของมวล Fp และ Fn ซึ่งสามารถหาไดดังนี้ 
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(ก) (ข) 

รูปที่ 3.5 ตําแหนงของจุดอัปวินดจากจุดดาวนวินดที่เปนจุดมุมของสามเหลี่ยม 
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เม่ือคํานวณหาคาของ Fp และ Fn แลว ตําแหนงพิกัดของจุดอัปวินดสามารถคํานวณไดดังนี้ 

432 )()1()1( xFnFpxFnxFpxU ⋅+−+−=   (3.14) 

432 )()1()1( yFnFpyFnyFpyU ⋅+−+−=   (3.15) 

โดย Ux  และ Uy  คือจุดพิกัดของจุดอัปวินด สวนตัวแปรที่ไมทราบคาที่จุดอัปวินด, Uφ  
สามารถหาคาไดดังนี้ 

 432 )()1()1( φφφφ FnFpFnFpU ⋅+−+−=   (3.16) 

เม่ือหาคาตาง ๆ ไดแลว พจนในวงเล็บทางดานขวาของสมการ (3.8) สามารถจัดรูปสําหรับ    
เอลิเมนตในรูปที่ 3.2 ที่มีจุดตอที่ 1 เปนจุดดาวนวินดไดดังนี้ 
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แทนคา Uφ  จากสมการ (3.16) จะได 
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โดยที่  2
1

2
1 )()( UU yyxxs −+−=Δ   (3.18) 

 2
1

2
1 vuU S +=   (3.19) 

 จากสมการ (3.8) คาของพจนการพาที่คํานวณไดจากสมการ (3.17) จะตอง
นําไปคูณกับพจน ∫ dAN  กอน ซึ่งคาของฟงกชันถวงน้ําหนัก N สําหรับพจนการพานี้จะ

กําหนดใหเทากับ 1 ดังน้ันพจน ∫ dAN  จึงมีคาเทากับพ้ืนที่ของเอลิเมนตที่พิจารณา ซึ่ง

ตัวอยางของเอลิเมนตเมตริกซสําหรับพจนการพาในกรณีที่จุดตอ 1 เปนจุดดาวนวินดเพียงจุด
เดียวไดแสดงไวในรูปที่ 3.6ก สวนเอลิเมนตเมตริกซในกรณีที่จุดตอที่ 2 และ 3 เปนจุดดาวน
วินดไดแสดงไวในรูปที่ 3.6ข และ 3.6ค ตามลําดับ 
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รูปที่ 3.6  เอลิเมนตเมตริกซของพจนการพา 
(ก) เอลิเมนตเมตริกซกรณีที่จุดตอ 1 เปนจุดดาวนวินดเพียงจุดเดียว 
(ข) เอลิเมนตเมตริกซกรณีที่จุดตอ 2 เปนจุดดาวนวินดเพียงจุดเดียว 
(ค) เอลิเมนตเมตริกซกรณีที่จุดตอ 3 เปนจุดดาวนวินดเพียงจุดเดียว 
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สําหรับกรณีที่จุดตอดานขางเปนจุดดาวนวินด ยกตัวอยางเชนถาจุดตอที่ 4 เปน
จุดดาวนวินด ตําแหนงของจุดอัปวินดสามารถเปนไปไดทั้งหมด 4 กรณีดวยกันดังแสดงในรูปที่ 
3.7(ก-ง) และการพิจารณาวาจะเปนกรณีใดนั้น สามารถดูจากอัตราการไหลของมวลตามเงื่อนไข
ดังตอไปน้ี (พิจารณารูปที่ 3.4 ประกอบกับรูปที่ 3.6) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.7  ตําแหนงของจุดอัปวินดจากจุดดาวนวินดทีอ่ยูดานขางของสามเหลี่ยม 
 

กรณีที่ 1  f1b < ( f2a + f2b ) 

 ในกรณีที่ 1 นี้ตําแหนงของจุดอัปวินดจะเปนกรณีที่แสดงในรูปที่ 3.7ก หรือ  
3.7ข อยางใดอยางหนึ่ง สวนตําแหนงของจุดอัปวินดจะคํานวณหาจากสัดสวนของอัตราการไหล
ของมวล Fp และ Fn ดังนี้ 
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กรณีที่ 2  f1a < ( f3a + f3b ) 

 ในกรณีที่ 2 นี้ตําแหนงของจุดอัปวินดจะเปนกรณีที่แสดงในรูปที่ 3.7ค หรือ  
3.7ง อยางใดอยางหนึ่ง สวนตําแหนงของจุดอัปวินดจะคํานวณหาจากสัดสวนของอัตราการไหล
ของมวล Fp และ Fn ดังนี้ 
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เม่ือคํานวณหาคาของ Fp และ Fn แลว ตําแหนงพิกัดของจุดอัปวินดสามารถคํานวณโดยใช
รูปแบบเชนเดียวกันกับสมการ (3.14) และสมการ (3.15) สวนตัวแปรที่ไมทราบคาที่จุดอัปวินด 
สามารถหาคาไดโดยรูปแบบเชนเดียวกันกับสมการ (3.16)  

 ตัวอยางเอลิเมนตเมตริกซของพจนการพาในกรณีจุดตอที่ 4 เปนจุดดาวนวินด 
และอยูในกรณีที่ 1 แสดงไวในรูปที่ 3.8ก และถาเปนในกรณีที่ 2 แสดงไวในรูปที่ 3.8ข 
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รูปที่ 3.8  เอลิเมนตเมตริกซของพจนการพา 
(ก) เอลิเมนตเมตริกซกรณีที่จุดตอ 4 เปนจุดดาวนวินดเพียงจุดเดียว (กรณีที่ 1) 
(ข) เอลิเมนตเมตริกซกรณีที่จุดตอ 4 เปนจุดดาวนวินดเพียงจุดเดียว (กรณีที่ 2) 
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ระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดที่ไดอธิบายในหัวขอน้ีถูกนําไปประดิษฐเปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรเพ่ือใชสําหรับแกปญหาพจนการพา โดยในหัวขอตอไปจะไดแสดงถึงผล
การใชโปรแกรมที่ไดประดิษฐขึ้นกับปญหาตัวอยางที่มีพจนการพา 

 
3.2 การแกปญหาที่มีพจนการพาโดยใชระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวนิด 

ในหัวขอตอไปน้ีจะไดแสดงความสามารถของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีม
ไลนอัปวินด โดยจะไดนําไปทดสอบกับปญหาทั้งหมด 3 ตัวอยางดวยกัน โดยที่ปญหาดังกลาวมี
ทั้งที่มีพจนการพาเพียงอยางเดียว และมีทั้งพจนการพาและการแพรมาเกี่ยวของพรอมกัน 

 
ตัวอยางที่ 1 ปญหาการพาที่ทํามุมเอียง (advection skew to the mesh) 

ตัวอยางแรกที่จะนําเสนอเปนปญหาที่มีแตพจนการพาเพียงอยางเดียว นั่นคือ
กําหนดใหสัมประสิทธิ์การแพรมีคาเปนศูนย ซึ่งปญหาดังกลาวมักจะถูกนํามาใชในการทดสอบ
ระเบียบวิธีที่ใชในการแกปญหาพจนการพา [4-6, 15] โดยที่ขอบเขตของปญหาจะมีลักษณะเปน
สี่เหลี่ยมจัตรุัสดังแสดงในรูปที่ 3.9 และกําหนดใหความเร็วมีลักษณะคงตัว (uniform) ตลอด
ภายในขอบเขตของปญหา พรอมทั้งกําหนดใหการไหล ไหลทํามุม 60 องศากับแกน x ในการ
วิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น จะเริ่มตนจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิ
เมนตซึ่งไดแสดงไวในรูปที่ 3.10 โดยประกอบไปดวย 3721 จุดตอ และ 1800 เอลิเมนต 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที ่3.9  ขอบเขตของปญหาตัวอยางที ่1 
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x

φ 

x

φ 

x 

φ 

สมการเชิงอนุพันธสําหรับตวัอยางที่ 1 

      0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u φφ     (3.24) 

เง่ือนไขขอบเขตของปญหา     

⎩
⎨
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=
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xy
x

φ     (3.25) 

12.00;0 ≤<∧== xyφ     (3.26) 
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.10  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาตัวอยางที่ 1 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.11  ผลการกระจายตัวของคา φ  จากระเบียบวธิีตาง ๆ ที่ใชแกปญหาพจนการพา 

Galerkin SUPG Direct Streamline Upwind 

3721 จุดตอ 
1800 เอลิเมนต 
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รูปที่ 3.12  การเปรียบเทียบผลที่ไดจากการคํานวณดวยวธิีสตรีมไลนอัปวินด และวิธีอ่ืน ๆ 
 กับผลเฉลยแมนตรงที่มุมการไหลเทากับ 60 องศา 

 
จากผลการกระจายตัวของคา φ ที่แสดงในรูปที่ 3.11 พบวาการใชระเบียบวิธกีา

เลอรคินเพ่ือแกปญหาพจนการพาทําใหผลลัพธเกิดการสั่นเปนอยางมาก สวนการนําวิธีสตรีม
ไลนอัปวินด เพทรอฟ-การเลอรคินมาใชในการแกปญหาพจนการพา ถึงแมจะใหผลลัพธที่ดีขึ้น
มากแตก็ยังเกิดปญหาการสั่นของคําตอบอยู สวนการนําวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงมา
แกปญหาพจนการพานั้น ผลลัพธที่ไดไมเกิดการสั่นและใหคําตอบที่มีความถูกตองในระดับที่นา
พอใจดวย สวนในรูปที่ 3.12 แสดงผลการเปรียบเทียบคาของคําตอบที่คํานวณไดจากระเบยีบวธิี
สตรีมไลนอัปวินด และวิธีอ่ืน ๆ กับผลเฉลยแมนตรง ที่ตําแหนง y = 1 ซึ่งจะเห็นไดวาผลลัพธที่
ไดจากวิธีสตรีมไลนอัปวินดแบบโดยตรงไมเกิดการสั่น อีกทั้งยังคงใหผลลัพธที่ใกลเคียงกับผล
เฉลยแมนตรงดวย 

 

ตัวอยางที่ 2 กรณีทดสอบของสมิทธและฮัตตัน (Smith and Hutton test case) 

ตัวอยางที่สองเปนปญหาที่ถูกเสนอโดย Smith and Hutton [16] และใชเปน
ปญหาในการทดสอบวิธีที่ใชแกปญหาพจนการพา การทดสอบกับตัวอยางนี้จะทําการทดสอบ
ทั้งหมดสองกรณีดวยกัน คือทดสอบในกรณีที่มีพจนการพาเพียงอยางเดียว และทดสอบในกรณี
ที่มีทั้งพจนการพาและการแพรพรอมกัน โดยที่โดเมนของปญหามีลักษณะเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา
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ดังแสดงในรูปที่ 3.13 และกําหนดใหความเร็วตลอดภายในขอบเขตของปญหามีความสัมพันธ
ดังนี้ 

                                            )1(2 2xyu −=     (3.27) 

                                            )1(2 2yxv −−=     (3.28) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที ่3.13  ขอบเขตของปญหาพรอมเสนกระแสที่เกิดขึ้น 

 

สมการเชิงอนุพันธสําหรับตวัอยางที่ 2 
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โดยที่ Pe = คาเพกเลตนัมเบอร (Peclet number) 

เง่ือนไขขอบเขตของปญหา 
φ  =  1 + tanh [ (2x + 1)10 ]      ;       y = 0,  -1 ≤ x ≤ 0                            (3.30) 

 x = -1  ;       0 ≤ y ≤ 1 

 φ  =  1 – tanh 10 y = 1         ;     -1 ≤ x ≤ 1  

 x = 1  ;       0 ≤ y ≤ 1 

รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาตัวอยางที่ 2 ไดแสดงไวในรูปที่ 3.14 
ซึ่งประกอบไปดวย 1891 จุดตอ และ 3600 เอลิเมนต สําหรับลักษณะการกระจายของคา φ 
บริเวณทางเขาแสดงไวในรูปที่ 3.15 ซึ่งจะเห็นไดวามีการเปลี่ยนแปลงคาจาก φ = 0 ที่ตําแหนง  

Inlet Outlet 

y 

x 
0 x = -1 x = 1 

y = 1 

(3.31) 
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x = -1, y = 0 จนถึง φ = 2 ที่ x = 0, y = 0 โดยมีการเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันบริเวณ
ตําแหนงที่ x = -0.5  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 3.14  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาตัวอยางที่ 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

รูปที่ 3.15  ลักษณะการกระจายของคา φ ตลอดขอบทางเขา 
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กรณีที่ 1     เพกเลตนัมเบอรมีคาเทากับอนันต (Pe = ∞) 

กรณีแรกที่พิจารณานี้เปนปญหาที่มีพจนการพาเพียงอยางเดียว ดังน้ันสมการ
เชิงอนุพันธของปญหาในกรณีที่ 1 นี้จะลดรูปจากสมการ (3.29) ลงเปนสมการ (3.24) ดังนี้ 

                                              0=
∂
∂

+
∂
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y
v

x
u φφ     (3.24) 

เน่ืองจากเปนปญหาที่มีแตพจนการพาเพียงอยางเดียว ดังน้ันลักษณะการ
กระจายตัวของคา φ ที่ทางเขาควรจะกระจายตัวไปยังขอบทางดานออกโดยที่ไมมีการแพร
เกิดขึ้น จากรูปที่ 3.16 แสดงใหเห็นถึงการกระจายตัวของคา φ ตลอดภายในขอบเขตของปญหา
ที่คาเพกเลตนัมเบอรเทากับอนันตที่ไดจากการคํานวณโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีม
ไลนอัปวินด สวนการกระจายตัวของคา φ ตลอดขอบทางออกที่คํานวณไดนั้นแสดงไวในรูปที่ 
3.17 โดยเปรียบเทียบกับคาผลเฉลยแมนตรง จะเห็นไดวาคาของ φ ที่กําหนดไวทางดานเขา
กระจายตัวไปยังทางดานออกโดยเกิดการแพรเพียงเล็กนอยเทานั้น 

 
รูปที่ 3.16  การกระจายตัวของคา φ ตลอดภายในขอบเขตของปญหา  

 
 

Flow in 

Flow out 
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รูปที่ 3.17  คา φ ตลอดขอบทางดานออกเทียบกบัคาผลเฉลยแมนตรงกรณี Pe = ∞ 

 

กรณีที่ 2     เพกเลตนัมเบอรมีคาเทากับ 100 (Pe = 100) 

สําหรับกรณีที่สองนี้เปนปญหาที่ผสมผสานกันระหวางพจนการพาและพจนการ
แพร ผลการคํานวณลักษณะการกระจายตัวของคา φ ตลอดขอบทางออกไดแสดงไวในรูปที่ 
3.18 โดยเปรียบเทียบกับคาผลเฉลยแมนตรง จะเห็นวาคาที่คํานวณไดจากระเบียบวิธีไฟไนต 
เอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินดใหผลลัพธที่ดี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.18  คา φ ตลอดขอบทางดานออกเทียบกบัคาผลเฉลยแมนตรงกรณี Pe = 100 
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ตัวอยางที่ 3 ปญหาการถายเทความรอนชวงการไหลเขา (thermal entry problem) 

ตัวอยางสุดทายเปนปญหาการไหลที่มีของไหลอุณหภูมิต่ําไหลเขาไปภายในทอ
ที่ใหความรอนอยูดังแสดงในรูปที่ 3.19 ถาสมมติวาทอดังกลาวมีอัตราสวนความกวางตอความ
สูงของปากทางเขามีคามากพอ (L>>2a) การกระจายตัวของอุณหภูมิบริเวณที่หางจากผนังทอ
หรือบริเวณกึ่งกลางทอจะมีลักษณะเปนสองมิติ ซึ่งปญหาดังกลาวสามารถอธิบายไดโดยสมการ
พลังงานภายใตสถานะอยูตัวดังนี้ 
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โดยที่ === kkk yx  คาสัมประสิทธิก์ารแพรของสมการพลังงาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 3.19  ลักษณะของปญหาการไหลในทอที่ใหความรอน 

สมการ (3.32) สามารถจัดรูปใหมใหอยูในรูปของตัวแปรไรมิต ิ[17] โดยกําหนดให 
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โดยที่  2RePr
10

=xα    และ 
Pr

6.1
=yα           

ของไหลอุณหภูมิต่ํา (  To ) ผนังทอมีอุณหภูมิสูง (  Tw)  

ผนังทอมีอุณหภูมิสูง (  Tw) 

2a L 
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สําหรับในสวนตอๆไป จะขอละเครื่องหมาย (′) ออกจากตัวแปรไรมิต ิ

รูปที่ 3.20 แสดงขอบเขตของปญหาที่จะใชในการคํานวณ ซึ่งมีลักษณะเปน    
สี่เหลี่ยมจัตุรัสโดยมีขอบเขตคือ 0 ≤ x ≤ 2, -1 ≤ y ≤ 1 สวนรูปที่ 3.21 แสดงรูปแบบจําลองไฟ
ไนตเอลิเมนตของปญหานี้ซึ่งประกอบไปดวย 462 จุดตอ และ 200 เอลิเมนต 
 
 
 
 
                                                                                                                                                             
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.20  ขอบเขตของปญหาการไหลในทอที่ใหความรอน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 3.21  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมเง่ือนไขขอบเขต 
                                ของปญหาการไหลในทอทีใ่หความรอน 
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เง่ือนไขขอบเขตของปญหา 

   ( ) 0,0 =yT  ที่  0=x     (3.34) 

  ( ) 11, =±xT  ที่ 1±=y     (3.35) 

       0=
∂
∂

x
T  ที่ 2=x     (3.36) 

สมมติใหการไหลภายในทอเปนการไหลเต็มรูปแบบ (fully developed flow) และมีการกระจาย
ตัวของความเร็วดังนี้ 

                                    ( ) 0,15.1 2 =−= vyu     (3.37) 

ผลการคํานวณคาอุณหภูมิที่บริเวณกึ่งกลางของทอที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีม
ไลนอัปวินดไดแสดงไวในรูปที่ 3.22 โดยเปรียบเทียบกับคาผลเฉลยแมนตรงของ Brown [18] 
ซึ่งกําหนดคาของตัวแปรไรมิติดังน้ี Pr = 0.7 และ Re = 100 จากรูปที่ 3.22 แสดงใหเห็นวา
ผลลัพธที่ไดจะมีคาที่ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

รูปที่ 3.22  การเปรียบเทียบอุณหภูมิบริเวณกึ่งกลางทอกับผลเฉลยแมนตรง 
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จากปญหาตัวอยางทั้งสามที่ไดนํามาใชทดสอบระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดที่
ไดนําเสนอในบทนี้จะเห็นไดวาสามารถใหผลลัพธที่มีความถูกตองเปนที่นาพอใจ อันแสดงให
เห็นถึงประสิทธิภาพของระเบียบวิธีดังกลาวในการแกปญหาพจนการพา อีกทั้งยังสามารถทํา
ความเขาใจไดโดยงาย และสามารถนําระเบียบวิธีดังกลาวไปประยุกตใชกับสมการโมเมนตัมทั้ง
สองสมการเพื่อใชในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการวิเคราะหการไหลแบบหนืด
ได   

 
 



บทที่ 4 
ระเบียบวิธไีฟไนตเอลิเมนตสําหรบัการวิเคราะหรวมกันระหวาง 

การไหล อุณหภูมิ และโครงสราง 

ในบทนี้จะแสดงการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มาประยุกตใชในการ
วิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว ปญหาการถายเทความรอนทั้ง
ภายในของไหล และโครงสราง สุดทายคือปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ โดยใชเอลิ
เมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ โดยจะเริ่มอธิบายตั้งแตขั้นตอนการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต 
จากนั้นจะไดกลาวถึงรายละเอียดของสมการไฟไนตเอลิเมนต และอธิบายถึงขั้นตอนการคํานวณ
โดยใชสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดประดิษฐขึ้น สุดทายจะแสดงไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซที่
สามารถนําไปใชในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง 

4.1 สมการไฟไนตเอลเิมนตสาํหรับปญหาการไหลแบบหนืด 

จากสมการโมเมนตัมทั้งสองสมการ และสมการอนุรักษพลังงาน ซึ่งไดแก  
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จากที่ไดกลาวไปแลวในหัวขอที่ 2.4 วาการนําเอาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
มาประยุกตใชในการแกปญหา ขั้นแรกจะตองทําการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนต
ยอยๆ โดยในการทําวิทยานิพนธในครั้งนี้เลือกใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหกจุดตอ ดังแสดงใน
รูปที่ 2.7 ซึ่งประกอบไปดวยตัวไมทราบคาของความเรว็ในทิศทางของแกน x  ตัวไมทราบคา
ของความเร็วในทิศทางของแกน y  ตัวไมทราบคาของความดัน p และตัวไมทราบคาของ
อุณหภูมิ T ที่จุดตอทั้งหกของเอลิเมนตสามเหลี่ยมนั้น จากนั้นกําหนดใหลักษณะการกระจาย
ของผลเฉลยโดยประมาณของความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิบนเอลิเมนตมีลักษณะดังนี้ 

                                         ⎣ ⎦ { }uNyxu =),(     (4.1ก) 

                                         ⎣ ⎦ { }vNyxv =),(     (4.1ข) 
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                                         ⎣ ⎦ { }pNyxp =),(     (4.1ค) 

                                         ⎣ ⎦ { }TNyxT =),(     (4.1ง) 

โดยที่ฟงกชันการประมาณภายใน ⎣ ⎦N  ของทั้งความเร็วและความดันเปนชนิดเดียวกันซ่ึงอยูใน
รูปแบบดังตอไปน้ี 

        ⎣ ⎦ ⎣ ⎦),(),(),(),(),(),( 654321 yxNyxNyxNyxNyxNyxNN =  

โดยที่  ,)12( −= iii LLN  3,2,1=i  

 324 4 LLN =  

 315 4 LLN =  

 216 4 LLN =  

จากนั้นทําการประดิษฐสมการของเอลิเมนตโดยใชระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคางดังที่ได
อธิบายไวแลวในบทที่ 2 กับสมการอนุรักษโมเมนตัมทั้งสองสมการ แตสําหรับในที่นี้จะได
อธิบายวิธีการประยุกตกับสมการการอนุรักษโมเมนตัมในแกน x เทานั้นซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 

ทําการประยุกตระเบียบวธิีถวงน้ําหนักเศษตกคางกับสมการอนุรักษโมเมนตัมในแกน x จะได 
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โดยสมมติใหไมมีแรงวัตถุในแนวแกน x (fx) สวนพจนทางดานซายมือของสมการ (4.3) นั้นจะ
ไดนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินดที่ไดกลาวถึงรายละเอียดแลวในบทที่ 3 มา
ประยุกตใช สวนพจนของการแพร (พจนที่สองทางดานขวามือของสมการ (4.3)) นั้นจะใชการ
อินทิเกรตโดยทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s theorem) ดังอธิบายไวในบทที่ 3 แลวเชนกัน 

ซึ่งภายหลังจากการจัดพจนตางๆ แลว สมการของเอลิเมนตสําหรับการอนุรักษโมเมนตัมในแกน 
x สามารถเขยีนใหอยูในรปูแบบของเมตริกซไดดังนี้ 

                                  [ ]{ } { } { }pxu RRuA +=   (4.4) 

โดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]A  ของสมการ (4.4) ประกอบไปดวยพจนจากการพาที่ใชระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินดในการจัด และพจนที่ไดจากพจนของการแพรดังที่ไดแสดง
ไวในพจนที่สองทางดานขวาของสมการ (3.4) สวนอีกสองพจนทางดานขวาของสมการ (4.4) 
นั้นมีรายละเอียดดังนี้ 

(4.2) 
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สําหรับสมการอนุรักษโมเมนตัมในแกน y ก็สามารถทําไดเชนเดียวกันซ่ึงจะไดรูปแบบดังนี้ 

                                  [ ]{ } { } { } { }bypyv RRRvA ++=  (4.7) 

และเชนเดียวกันกับสมการ (4.4) เมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]A  นั้นประกอบไปดวยพจนของการพา
และพจนของการแพร โดยที่พจนทั้งสองทางดานขวาของสมการ (4.7) มีรายละเอียดดังนี้ 
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 สําหรับสมการไฟไนตเอลิเมนตของสมการอนุรักษพลังงานนั้นก็สามารถ
ดําเนินการไดเชนเดียวกับสมการอนุรักษโมเมนตัมที่ไดกลาวไปแลวขางตน โดยเริ่มจากการ
ประยุกตระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคางเขากับสมการ (2.4) และใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีม
ไลนอัปวินดมาประยุกตเขากับพจนการพา ซึ่งจะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตของสมการอนุรักษ
พลังงานที่อยูในรูปของเมตริกซดังนี้ 

                               [ ]{ } { } { }QRTK +=  (4.11) 

โดยที่เมตริกซ [ ]K  ก็จะประกอบไปดวยพจนการพาและพจนการแพรในลักษณะที่คลายกับ
เมตริกซ [ ]A  ของสมการอนุรักษโมเมนตัมนั่นเอง สวนเมตริกซ { }R  และ { }Q  คือเมตริกซที่
เกี่ยวกับฟลักซความรอนที่ไหลผานขอบของเอลิเมนต และคาการผลิตความรอนภายใน 
ตามลําดับ ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
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เน่ืองจากสมการเชิงอนุพันธของปญหาการไหลแบบหนืดชนิดไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัวที่จะทําการ
วิเคราะหนี้มีทั้งหมด 4 สมการดวยกัน ซึ่งไดแกสมการอนุรักษโมเมนตัมสองสมการ สมการ
อนุรักษมวลหนึ่งสมการ และสมการอนุรักษพลังงานอีกหนึ่งสมการ ประกอบกับมีตัวไมทราบคา 
4 ตัวเชนเดียวกันดวย นั่นคือความเร็วในแนวแกนทั้งสอง ความดัน และอุณหภูมิ ถากําหนดให
สมการอนุรักษโมเมนตัมทั้งสองสมการใชในการแกหาคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง และใช
สมการอนุรักษพลังงานในการแกหาคาอุณหภูมิแลว ดังน้ันก็จะเหลือสมการอนุรักษมวลที่ตอง
นําไปใชในการแกหาคาความดัน แตจะเห็นไดวาในสมการอนุรักษมวลน้ันไมปรากฎตัวแปร
ความดันอยูเลย ดังน้ันจะตองใชความสัมพันธระหวางความเร็วกับความดันที่มีอยูในสมการ
โมเมนตัมมาประยุกตรวมกับสมการอนุรักษมวลเพื่อใชในการสรางสมการสําหรับความดัน โดย
สามารถทําไดดังนี้ 

ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับความดันนั้น สามารถทําไดโดย
เริ่มจากการประยุกตใชระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางกับสมการการอนุรักษมวลกอน ดังนี้ 
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นําสมการ (4.4) และ (4.7) มาจัดรูปใหมไดดังนี้ 
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โดยที่ u
if  และ v

if  คือพจนเง่ือนไขขอบเขตและพจนอันเนื่องมาจากแรงวัตถุดังแสดงในสมการ 
(4.5), (4.8) และ (4.10) นั่นเอง 
 
จากนั้นสมมติใหการเปลี่ยนแปลงของความดันตลอดภายในเอลิเมนตมีคาคงที่ ดังนั้นสามารถ
เขียนสมการใหมไดดังนี้ 
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โดยที่ 
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ตอมานําฟงกชันการประมาณภายในของ u  และ v  จากสมการ (4.1ก) และ (4.1ข) แทนลงใน
สมการ (4.14) จะไดวา 
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จากนั้นแทนคา iu และ iv  จากสมการ (4.17), (4.18) ลงในสมการ (4.22) แลวจัดพจนใหม 
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สุดทายแทนฟงกชันการประมาณภายในของความดัน (สมการ (4.1ค)) ลงในสมการ (4.23) แลว
จัดพจนใหม จะสามารถเขียนสมการเอลิเมนตของความดันในรูปเมตริกซไดดังนี้ 

                            [ ]{ } { } { } { }bpvpuyx RRRpKK ++=+  (4.24) 
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                          { } Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
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⎧
∂
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ ∑

Ω

d
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NvNR i

j
jjpv ˆ  (4.28) 

                           { } { }( ) Γ+−= ∫
Γ

dnvnuNR yxb  (4.29) 

สําหรับขั้นตอนในการวิเคราะหปญหาการไหลโดยใชสมการตางๆ ขางตนจะ
เร่ิมตนจากการสมมติความเร็ว ความดันและอุณหภูมิตลอดทั้งขอบเขตกอน จากนั้นคํานวณหา
คาอุณหภูมิคาใหมภายในขอบเขตโดยใชสมการ (4.11) แลวนําคาอุณหภูมิคาใหมที่ไดมาใชรวม
ในการคํานวณหาคาความเร็วที่แตละจุดตอโดยใชสมการ (4.4) และ (4.7) เม่ือไดคาความเร็วที่
แตละจุดตอแลวนําคาเหลานี้ไปคํานวณหาคาความดันคาใหมที่แตละจุดตอโดยใชสมการ (4.24) 
สุดทายใชคาความดันใหมที่ไดมาทําการปรับปรุงคาความเร็วที่แตละจุดตอโดยใชสมการ (4.15) 
และ (4.16) ขั้นตอนการคํานวณดังกลาวจะดําเนินซํ้าเปนวงรอบจนกวาคาของคําตอบที่ตองการ
จะลูเขา 
 

4.2 สมการไฟไนตเอลเิมนตสาํหรับปญหาการถายเทความรอนทั้งภายในของไหลและ
โครงสราง 

 สําหรับสมการไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการถายเทความรอนภายในของไหล
และของแข็งนั้น สามารถนําสมการ (4.11) มาใชในการวิเคราะหปญหาไดโดยทันที โดยถาจะทํา
การวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนภายในโครงสราง ก็เพียงแตกําหนดใหคาความเร็วใน
แนวแกน x และ y ภายในสมการ (4.11) มีคาเทากับศูนยเทานั้น ดังน้ันจะเห็นไดวาการสมการ
เอลิเมนตและขั้นตอนที่ใชในการคํานวณที่ไดอธิบายไปในหัวขอที่ 4.1 นั้น ไมเพียงแตจะสามารถ
ใชวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมไดเทานั้น ยังสามารถนํามาใชวิเคราะหปญหา
การถายเทความรอนภายในตัวของไหลเองและภายในโครงสรางไดโดยทันที ทําใหเกิดความ
สะดวกในการวิเคราะหปญหาเปนอยางมาก 
   

4.3 สมการไฟไนตเอลเิมนตสาํหรับปญหาความเคนในโครงสรางอันเน่ืองมาจาก
อุณหภูมิ 

 การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาความเคนในโครงสรางอัน
เน่ืองมาจากอุณหภูมิสามารถกระทําไดโดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเชนกัน จากสมการเชิง
อนุพันธแสดงความสมดุลของแรงในสองมิตดิังแสดงในบทที่ 2  
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  0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
xyx τσ  (2.8ก) 

  0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
yxy στ

 (2.8ข) 

 ทําการประยุกตวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางกับสมการ (2.8ก) ดังนี้ 

                             { } 0=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫
Ω

d
yx

N xyx τσ  (4.30) 

 
ทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s theorem) เขากับสมการ (4.30) จะได 

                { }( ) Γ+=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫∫
ΓΩ

dnnNd
y
N

x
N

yxyxxxyx τστσ  (4.31) 

 
ในทํานองเดียวกัน ทําการประยุกตวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางกับสมการ (2.8ข) จะได 

                { }( ) Γ+=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫∫
ΓΩ

dnnNd
y
N

x
N

yyxxyyxy στστ  (4.32) 

 
จากนั้นกําหนดใหแรงที่กระทํากับขอบนอกของโครงสราง เชน ความดัน หรือแรงที่กระทําที่ผิว 
สามารถเขียนอยูในรูปแบบเมตริกซดังนี้ 
 

                                     
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
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y

x

yxy

xyx

y

x

n
n

F
F

στ
τσ

 (4.33) 

 
แทนความสัมพันธดังสมการ (4.33) ลงในสมการ (4.31) และ (4.32) แลวจัดสมการใหม ใหอยู
ในรูปแบบเมตริกซไดดังนี้  
 

 Γ
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⎦
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⎢
⎣

⎡
=Ω

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
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∂
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xy
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x
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ii

0
0

0

0

τ
σ
σ

,    i = 1, 2, …, 6 (4.34) 

 
ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบที่เขาใจไดงายขึ้นดังนี้ 
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                              [ ] [ ] Γ
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โดยที่  
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000000

000000

 (4.36ก) 
 

[ ] ⎥
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⎤
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⎣

⎡
=

× 654321

654321

)122( 000000
000000

NNNNNN
NNNNNN

N  (4.36ข) 

 
 
จากความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด 

                                          { } [ ] { }
)13(

0
)33()13( ×××

−= εεσ C  (4.37) 

โดย { }0ε  คือคาความเครียดชั้นตนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ 

                                          { } { } ( )( )00 , TyxT −= αε  

และเมตริกซ [ ]C  และ { }α  ก็ขึ้นอยูกับลักษณะของปญหาวาเปนแบบความเคนในระนาบ 
(plane stress) หรือความเครียดในระนาบ (plane strain) ซึ่งในกรณีของความเคนในระนาบ 
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และกรณีของความเครียดในระนาบ 
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สําหรับความเครียดนั้นก็สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของคาการเคลื่อนตัวไดดังแสดงในสมการ 
(2.10)  

                          ;;
y
v

x
u

yx ∂
∂

=
∂
∂

= εε    
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ  (2.10) 

 
ซึ่งสามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังนี้ 

                                           { } [ ] { }
)112()123()13( ×××

= δε B  (4.39) 

โดยที่   { } ⎣ ⎦665544332211
)112(

vuvuvuvuvuvuT =
×

δ  (4.40) 

 
แทนคาสมการ (4.37), (4.39) และ (4.40) ลงในสมการ (4.35) แลวทําการจัดรูปใหมจะได
สมการไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซดังนี้ 
 

         [ ] [ ] [ ] { } [ ] [ ]{ } [ ] { } Γ+Ω=Ω ∫∫∫
ΓΩΩ

dFNdCBdBCB TTT
0εδ  (4.41) 

 
เพ่ือใหสามารถเขาใจไดงายตอการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร สามารถจัดรูปสมการ (4.41) 
ใหอยูในรูปแบบที่สั้นขึ้นไดดังนี้ 

                                 [ ] { } { } { }
)112()112(

0
)112()1212( ××××

+= TFFK δ  (4.42) 

โดยที่ [ ] [ ] [ ] [ ] Ω=
××Ω ××

∫ dBCBK T

)123()33()312()1212(
 (4.43) 

 

   { } [ ] [ ] { } Ω=
××Ω ××

∫ dCBF
T

)13(
0

)33()312()112(
0 ε   (4.44) 

 
  { } [ ] { } Γ=

×Γ ××
∫ dFNF T

T
)13()312()112(

 (4.45) 

 
ในที่นี้ [ ]K  แทนเมตริกซของความแข็งเกร็ง { }0F  แทนโหลดเวกเตอรอันเนื่องมาจากความเคน
ชั้นตน และ { }TF  แทนโหลดเวกเตอรของแรงที่ผิว 
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4.4 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซ 

สมการไฟไนตเอลิเมนต และคาสัมประสิทธิ์ตางๆ ดังในสมการที่ไดแสดงขางตน
นั้นสามารถประดิษฐขึ้นไดโดยงาย วิธีการดังกลาวจะไดแสดงในหัวขอน้ี 

4.4.1 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการโมเมนตัม 

เริ่มจากสมการของโมเมนตมัทั้งสองสมการ นั่นคือจากสมการ (4.4) และ (4.7) 

                                    [ ]{ } { } { }pxu RRuA +=  (4.4) 

                                    [ ]{ } { } { } { }bypyv RRRvA ++=  (4.7) 

สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]A  ของทั้งสองสมการนั้นประกอบไปดวยพจนการพาและพจน
จากการแพรนั่นคือ  

      [ ] [ ] [ ]diffconv AAA +=  

โดยที่       [Aconv]    =   สามารถหาไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินดในบทที ่3 
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การจัดรูปสมการ (4.46) จะเร่ิมจากการเขียนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยม
หกจุดตอ { } 6,,2,1, K=iNi  ใหอยูในรูปแบบเมตริกซใหมไดดังนี้ 

                                           { } [ ] { }
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= RAN T
m  (4.47) 
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โดย 
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ดังนั้น 
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                                          [ ] [ ] { }HCA T
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T
m=  (4.52) 

ดังนั้นพจนแรกของสมการ (4.46) สามารถจัดรูปไดดังนี้ 
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 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]mm

T
m

T
m ABGBA=  (4.53) 

 

โดยที่                        [ ]
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สวนพจนที่สองของสมการ (4.46) ก็สามารถจัดรูปไดในลักษณะเชนเดียวกันไดดังนี้ 
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N  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]mm

T
m

T
m ACGCA=  (4.54) 

ทําใหสมการ (4.46) สามารถเขียนอยูในรูปแบบเมตริกซที่พรอมนําไปประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอรไดดังนี้  

     [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )mm
T

m
T

mmm
T

m
T

mdiff ACGCAABGBAA += μ  (4.55) 

 
สวนทางดานขวามือของสมการ (4.4) และ (4.7) นั้นสามารถหาคาไดดังนี้ 

 { } { } Ω
∂
∂

−= ∫
Ω

d
x
pNRpx  { } { }pd

x
NN Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

−= ∫
Ω

 

                                                       { }⎣ ⎦ [ ] [ ] { }pdABHN mm Ω−= ∫
Ω

 

                                                        { }⎣ ⎦ [ ] [ ] { }pABdHN mmΩ−= ∫
Ω

 

โดยพจนอินทิกรัลสามารถหาคาไดดังนี้ 

           { }⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Ω

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−
−
−

=Ω− ∫∫
ΩΩ

dLLL

LL
LL
LL

LL
LL
LL

dHN 321

21

31

32

33

22

11

4
4
4

)12(
)12(
)12(
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                                Ω

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−
−−−

= ∫
Ω

d

LLLLLLL
LLLLLLL
LLLLLLL

LLLLLLLL
LLLLLLLL
LLLLLLLL

321
2
212

2
1

2
313213

2
1

2
323

2
2321

3
2
3323313

2322
2
2212

1311211
2
1

444
444
444

)12()12()12(
)12()12()12(
)12()12()12(

 

 

                                [ ]
)36(

488
848
884
211
121
112

60 ×
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

−= SA  

ดังนั้น 

 { }
)16( ×

pxR { }⎣ ⎦ [ ] [ ]{ }pABdHN mmΩ−= ∫
Ω

    [ ] [ ] [ ]{ }
)16()66()63()36( ××××

= pABS mm  (4.56) 

 { }
)16( ×

pyR { }⎣ ⎦ [ ] [ ]{ }pACdHN mmΩ−= ∫
Ω

    [ ] [ ] [ ]{ }
)16()66()63()36( ××××

= pACS mm  (4.57) 

สําหรับพจนอินทิเกรตขอบเขตทางดานขวาของสมการ (4.4) และ (4.7) { } { }( )vu RR ,  นั้น พจน
ตางๆ เหลานี้จะตัดกันหมดไปภายในขอบเขตของปญหาจึงไมจําเปนตองหาคา 
 
สวนพจน { }byR  ของสมการ (4.7) สามารถหาคาไดดังนี้ 

                           { } { }∫
Ω

Ω−= dfNR xby ρ  

 { } ( )( )[ ] Ω−−−= ∫
Ω

dTTgN oβρ 1  

 { }[ ] Ω+−−= ∫
Ω

dTTNg oββρ 1

 { }[ ] { }[ ] Ω+−Ω= ∫∫
ΩΩ

dTNgdTNg oβρβρ 1  

 
 

I II 
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หาคาพจนที่ I  

        { }[ ] { }⎣ ⎦ { }TdNNgdTNg Ω=Ω ∫∫
ΩΩ

βρβρ  

โดยพจนในอินทิกรัลสามารถคํานวณไดดังนี้ 

        { }⎣ ⎦ Ω

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Ω ∫∫
ΩΩ

d

Nsym
NNN
NNNNN
NNNNNNN
NNNNNNNNN
NNNNNNNNNNN

dNN

2
6

65
2
5

6454
2
4

635343
2
3

62524232
2
2

6151413121
2
1

 

 

                            

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−−

=

32
1632
161632

4003
04013
004113

180

sym

A    [ ]
)66(

2
×

= N  

 

หาคาพจนที่ II  

              { }[ ] [ ] { } Ω+=Ω+ ∫∫
ΩΩ

dNTgdTNg oo βρβρ 11              

              [ ]

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

1
1
1
0
0
0

3
1 ATg oβρ  

ดังนั้น 

               { } [ ]{ } [ ]

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
−=

1
1
1
0
0
0

3
12 ATgTNgR o

by
βρβρ  (4.58) 
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4.4.2 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการความดัน  

 จากสมการ (4.24)   

[ ]{ } { } { } { }bvuyx RRRpKK ++=+  (4.24) 

เมตริกซสัมประสิทธิ์ของความดันสามารถหาคาไดดังนี้ 

 [ ]pK   =    [ ] [ ]yx KK +  

           ( ) ( ) Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

d
y

NKN
y

N
x

NKN
x

N i
jj

ii
jj

i      

 

โดยที่   [ ] ( ) Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

d
x
NKN

x
NK iix  

 
 [ ] [ ] { } { } [ ] [ ]∫

Ω

Ω= dABHKNHBA mmii
T

m
T

m )(  

 
 [ ] [ ] { } { } [ ] [ ]mmii

T
m

T
m ABdHKNHBA ∫

Ω

Ω= )(  

โดยพจนในอินทิกรัลสามารถหาคาไดดังนี้ 

{ } { } ∫∫
ΩΩ

Ω
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Ω dKN
LLLLL
LLLLL
LLLLL

dHKNH iiii )()(
2
33231

32
2
221

3121
2
1

 

 

                                 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
++++
++++++

=

654

654654

654654654

33
233

2233

45
KKKsym
KKKKKK
KKKKKKKKK

A      

  
                                 [ ]

)33( ×
= W  

 
ดังนั้น  

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
)66()63()33()36()66()66( ××××××

= mm
T

m
T

mx ABWBAK  (4.59) 
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และเชนเดียวกัน  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
)66()63()33()36()66()66( ××××××

= mm
T

m
T

my ACWCAK  (4.60) 

การสรางเมตริกซตางๆ ทางดานขวาของสมการ (4.24) มีขั้นตอนดังนี้ 
พจน { }uR  สามารถหาไดดังนี้ 

        { } ( ) Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

duN
x
NR iiu ˆ  [ ] [ ] { } ( ) Ω= ∫

Ω

duNHBA ii
TT ˆ  

 
  [ ] [ ] { } ( ) Ω= ∫

Ω

duNHBA ii
TT ˆ  

โดยพจนในอินทิกรัลคํานวณไดดังนี้ 
 

    { } ( )
( )
( )
( )

Ω
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+++++
+++++
+++++

=Ω ∫∫
ΩΩ

d
uNuNuNuNuNuNL
uNuNuNuNuNuNL
uNuNuNuNuNuNL

duNH ii

6655443322113

6655443322112

6655443322111

ˆˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆˆˆ

ˆ  

 
 

         
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++++−−
+++−+−
+++−−

=

654321

654321

654321

ˆ4ˆ8ˆ8ˆ2ˆˆ
ˆ8ˆ4ˆ8ˆˆ2ˆ

ˆ8ˆ8ˆ4ˆˆˆ2

60
uuuuuu
uuuuuu

uuuuuu
A  

ดังนั้น 

 { } [ ] [ ]
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++++−−
+++−+−
+++−−

=

654321

654321

654321

ˆ4ˆ8ˆ8ˆ2ˆˆ
ˆ8ˆ4ˆ8ˆˆ2ˆ

ˆ8ˆ8ˆ4ˆˆˆ2

60
uuuuuu
uuuuuu

uuuuuu
BAAR TT

u  (4.61) 

 
สวนพจน { }vR  ก็สามารถหาคาไดในรูปแบบเดียวกัน 
 

 { } [ ] [ ]
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++++−−
+++−+−
+++−−

=

654321

654321

654321

ˆ4ˆ8ˆ8ˆ2ˆˆ
ˆ8ˆ4ˆ8ˆˆ2ˆ

ˆ8ˆ8ˆ4ˆˆˆ2

60
vvvvvv
vvvvvv

vvvvvv
CAAR TT

v   (4.62) 

 
พจน { }bR  สามารถหาไดดังนี้ 

      { } { } ( ) Γ+−= ∫
Γ

dnvnuNR yxb  (4.29) 
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เนื่องจากเปนพจนการอินทิเกรตขอบเขต ดังน้ันภายในขอบเขตของปญหา 
พจนเหลานี้จะตัดกันหมดไป เหลือที่จะตองคํานวณเฉพาะบริเวณขอบเขตรอบนอกของโดเมน
เทานั้น หากพิจารณาเอลิเมนตสามเหลี่ยมดังแสดงในรูปที่ 4.1 ซึ่งมีขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-
4-3 เปนขอบที่อยูรอบนอกของโดเมนการไหล เพ่ือการคํานวณที่งายขึ้นจึงอาจแยกการอินทิ
เกรตตลอดขอบดังกลาวออกเปน 2 ชวงคือชวงระหวางจุดตอ 2-4 และ 4-3 ทําใหในแตละชวง
นั้นลักษณะการกระจายตัวของฟงกชันความเร็วตามขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-4 และ 4-3 จะมี
ลักษณะเชิงเสน โดยแตละชวงมีความยาว L ดังที่แสดงในรูปที่ 4.1 ดังน้ันพจน { }bR  ในรูปแบบ
ของสูตรอินทิเกรตที่สอดคลองกับขอบ 2-4 นี้คือ 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 4.1  การคํานวณพจน { }bR  ที่บริเวณขอบรอบนอกของโดเมนการไหล 
 

          
( ) ( ) sd

L
s

L
s

nvnusd

L
s

L
s

nvnu
L

yx

L

yx
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −
+−=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −
+− ∫∫

11

0
2424

0
2424  

                                                 { } ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−=− 1
1

2242442
LnvnuR yxb  

 
สวนขอบ 4-3 ก็จะไดในลักษณะเดียวกันน่ันคือ 

                                                 { } ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−=− 1
1

2434334
LnvnuR yxb  

ดังนั้นพจน { }bR  สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ขอบประกอบดวยจุดตอ 2-4-3 คือ 

2 

3 

1 

X 

Y 

jninn yx
ˆˆˆ +=  

jviuV ˆˆ +=
v

 

ขอบโดเมนของการไหล 

L s

4 

5 

6 
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                    { }

( )
( ) ( )

( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
+++

+

−=

0
0

0

2 4343

43432424

2424

yx

yxyx

yx

b nvnu
nvnunvnu

nvnu
LR     (4.63) 

โดยที่   43u  และ 43v  คือความเร็วเฉลี่ยในแนวแกน x และ y ตามลําดับในชวง 4-3 
          24u  และ 24v  คือความเร็วเฉลี่ยในแนวแกน x และ y ตามลําดับในชวง 2-4 
 

4.4.3 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการอนุรักษพลังงาน  

 จากสมการ (4.11)   

                                    [ ]{ } { } { }QRTK +=  (4.11) 

โดยเมตริกซ [ ]K  ก็จะประกอบไปดวยพจนการพาและพจนการแพรในลักษณะที่คลายกับ
เมตริกซ [ ]A  ของสมการอนุรักษโมเมนตัมน่ันเอง จึงจะไมแสดงซ้ําในหัวขอน้ี สวนเมตริกซ 
{ }R  คือเมตริกซที่เกี่ยวกับฟลักซความรอนที่ไหลผานขอบของเอลิเมนต ซึ่งพจนดังกลาวจะตัด
กันหมดไปภายในขอบเขตของปญหา จะเหลือเฉพาะที่ขอบดานนอกของขอบเขตที่พิจารณา
เทานั้น โดยถาขอบดังกลาวถูกกําหนดใหมีอุณหภูมิคงที่ เมตริกซ { }R  ก็ไมตองทําการคํานวณ 
หรือถาขอบดังกลาวกําหนดใหเปนฉนวน (ฟลักซความรอนที่ผานขอบเปนศูนย) เมตริกซ { }R  
ก็จะถูกกําหนดใหมีคาเปนศูนย เปนตน สวนเมตริกซ { }Q  คือเมตริกซที่แทนคาการผลิตความ
รอนภายในเอลิเมนต ซึ่งสามารถคํานวณไดดังนี้ 

                                         { } { }∫
Ω

Ω= dQNQ ρ   

 { }∫
Ω

Ω= dNQρ  

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

1
1
1
0
0
0

3
AQρ  (4.64) 
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4.4.4 เอลิเมนตเมตริกซสําหรบัวิเคราะหปญหาความเคนในโครงสราง          
อันเน่ืองมาจากอุณหภูมิ  

 จากสมการ (4.42)   

                                 [ ] { } { } { }
)112()112(

0
)112()1212( ××××

+= TFFK δ  (4.42) 

โดยที่ [ ] [ ] [ ] [ ] Ω=
××Ω ××

∫ dBCBK T

)123()33()312()1212(
 (4.43) 

   { } [ ] [ ] { } Ω=
××Ω ××

∫ dCBF
T

)13(
0

)33()312()112(
0 ε   (4.44) 

  { } [ ] { } Γ=
×Γ ××

∫ dFNF T
T

)13()312()112(
 (4.45) 

 
สําหรับรายละเอียดตาง ๆ ของเมตริกซในสมการ (4.43) – (4.45) นั้นมีขนาดใหญมาก ซึ่งจะ
แสดงไวในภาคผนวก ค 
 
ไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซตางๆ ที่ไดแสดงในหัวขอน้ี สามารถนําไปประดิษฐเปนโปรแกรม
คอมพิวเตอรสําหรับการวิเคราะหรวมกันระหวางการไหล อุณหภูมิ และโครงสรางไดโดยตรง ซึ่ง
รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจะไดแสดงไวในบทที่ 5 
 
 



บทที่ 5 
โปรแกรมคอมพิวเตอร 

 
บทนี้จะกลาวถึงรายละเอียดและขั้นตอนการคํานวณภายในโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นใหสอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดแสดงไวในบทที่ 4 โดย
โปรแกรมดังกลาวไดถูกเขียนขึ้นมาดวยภาษาฟอรแทรน 90 (FORTRAN 90) ซึ่งประกอบไป
ดวยโปรแกรมที่สามารถนําไปวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดชนิดไมอัดตัวที่มีการถายเท
ความรอนระหวางของไหลและโครงสราง และโปรแกรมวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจาก
อุณหภูมิ โดยรายละเอียดตาง ๆ ของโปรแกรมมีดังนี้ 
 
5.1 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมได

ที่มีการถายเทความรอนระหวางของไหลและโครงสราง 

 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัว
ไมไดที่มีการถายเทความรอนระหวางของไหลและโครงสรางนั้น ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก 
(main program) และ 10 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมีขั้นตอนการทํางานดังนี้ 

5.1.1 เร่ิมตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดย
จะเรียกโปรแกรมยอยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมยอย
ดังกลาวก็จะทําการอานขอมูลของปญหา เชน จํานวนจุดตอและจํานวน
เอลิเมนตของปญหา คาคุณสมบัติตาง ๆ ของของไหลและโครงสราง 
ตําแหนงของจุดตอตาง ๆ เปนตน 

5.1.2 จากน้ันก็ เริ่ มการคํานวณแบบทําซ้ํ า  โดยเรียกโปรแกรมยอย 
[SOLVET] เพ่ือทําการสรางเอลิเมนตเมตริกซของสมการอนุรักษ
พลังงาน โดยจะมีการเรียกโปรแกรมยอย [STREAM] เพ่ือหาเอลิ
เมนตเมตริกซของพจนการพาดวยวิธีสตรีมไลนอัปวินด เม่ือสรางเอลิ
เมนตเมตริกซเสร็จแลว ก็ทําการประยุกตเง่ือนไขขอบเขต และแก
ระบบสมการเพื่อหาคาอุณหภูมิคาใหม 

5.1.3 เรียกโปรแกรมยอย [SOLVEUV] เพ่ือทําการสรางเอลิเมนตเมตริกซ
ของสมการโมเมนตัมทั้งสองสมการ โดยจะเรียกโปรแกรมยอย 
[STREAM] อีกครั้งหน่ึงเพื่อสรางเมตริกซของพจนการพา จากนั้น
ประยุกตเง่ือนไขขอบเขต แลวแกระบบสมการเพื่อหาคาความเร็วใน
แนวแกนทั้งสองใหม 
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5.1.4 คาความเร็วคาใหมที่ไดจากขั้นตอน 5.1.3 ก็จะถูกนํามาใชในโปรแกรม
ยอย [SOLVEP] เพ่ือสรางเอลิเมนตเมตริกซสําหรับหาคาตัวแปร
ความดัน เม่ือสรางเอลิเมนตเมตริกซเสร็จ และไดประยุกตเง่ือนไข
ขอบเขตแลวก็จะทําการหาคาความดันคาใหม 

5.1.5 นําคาความดันคาใหมที่ไดไปปรับปรุงคาของความเร็ว โดยเรียก
โปรแกรมยอย [UPDATE]  

5.1.6 เม่ือทําการปรับปรุงคาความเร็วเรียบรอยแลวก็จะเรียกโปรแกรมยอย 
[ERROR] เพ่ือตรวจสอบคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในแตละรอบของ
การคํานวณซ้ํา 

5.1.7 จากนั้นจะเรียกโปรแกรมยอย [BUFFER] เพ่ือทําการเขียนผลลัพธใน
แตละรอบของการคํานวณซ้ําลงไปในไฟลสํารองที่เตรียมไว 

5.1.8 สุดทายภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] จะตรวจสอบการ
ลูเขาของผลลัพธ โดยถาคาความเคลื่อนมีคาต่ํากวาที่กําหนดหรือทํา
การคํานวณครบจํานวนรอบที่ตั้งไวก็ใหดําเนินการตามขอ 5.1.9 ตอไป 
แตถาไมก็ตองกลับไปทําการคํานวณซ้ําตั้งแตขอ 5.1.2 เปนตนไป
จนกวาคําตอบจะลูเขา 

5.1.9 พิมพคาผลลัพธสุดทายที่คํานวณได ซึ่งไดแกคาความเร็วในแนวแกน
ทั้งสอง คาความดัน และคาอุณหภูมิทั้งภายในของไหลและโครงสราง
ลงในไฟลเพ่ือนําไปใชแสดงผลตอไป 

 
5.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ก 

5.3 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

 ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมตองการ สามารถแบงออกเปน 6 สวนยอยไดดังนี้ 

สวนที่ 1 ประโยคอธบิายกํากับลักษณะของไฟล 
บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดทีเ่ปนตวัอักษร 
บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจํานวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 

ตัวอยางเชน:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR FLUID FLOW 
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สวนที่ 2 ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 
บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต เอลเิมนตทีข่อบ รอบการ

คํานวณ และคาความผิดพลาดที่ยอมรับได 
บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต เอลเิมนตทีข่อบ รอบการคํานวณ 
 และคาความผดิพลาดที่ยอมรับได  

ตัวอยางเชน:    NPOIN    NELEM   NBOU   NITER     TOL                           

              1521     2888     6    10000    1.e-8 

 
หมายเหตุ: จํานวนเอลิเมนตที่ขอบ (NBOU) หมายถึง จํานวนเอลิเมนตที่อยูบนขอบเขต
ของปญหาซึ่งมีของไหลไหลผาน เชนเอลิเมนตที่ขอบทางเขาของการไหลในปญหาที่จะพิจารณา 
เปนตน 
 
สวนที่ 3 คุณสมบัติตาง ๆ ของของไหล 

บรรทัดแรก  คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาความหนาแนน คาความหนืด คาสัมประสิทธิ์การ

ขยายตัว คาความรอนจําเพาะ คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนของ
โครงสราง และของไหล ตามลําดับ สุดทายคาอุณหภูมิอางอิง 

ตัวอยางเชน:    DEN    VIS    TH EXP    C    Ks    Kf    Tref                       

      10.0   0.25     10.    7.1   10.   1.     0.  

 
สวนที่ 4 ลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบลุักษณะของจุดตอ 
บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เง่ือนไขขอบเขตของความเร็วในทิศทาง x  

และ y พรอมกับเง่ือนไขขอบเขตของความดัน ตําแหนงจุดตอในแกน x  
และ y และคาความเร็วในแกน x, y และคาความดัน 

ตัวอยางเชน: NODE IBCU  IBCV  IBCP  IBCT   X    Y   U    V    P    T 

            1     1     0     0     0   1.033  0.  2.5  0.   0.   0.             
            2     0     0     0     0   1.066  0.  0.   0.   0.   0. 
            3     1     1     0     1   1.1    0.  1.2  0.3  0.   0. 
 
 

51    1     0     1     0   1.82   0.  0.5  0.   1.3  0. 
52    0     0     0     0   1.833  0.  0.   0.   0.   0. 

 
หมายเหตุ: เง่ือนไขขอบเขต IBC ในทิศทาง x หรือ y  เง่ือนไขขอบเขตของความดัน และ

เง่ือนไขขอบเขตของอุณหภูมิ 
หมายถึง 

M M M M M M M M M M M
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 IBC   =   1 จุดตอน้ันถูกกําหนดใหมีคาตามที่ใหไว และไมตองทํา 
การคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

IBC   =   0 ใหทําการคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 
 
สวนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบลุักษณะของเอลิเมนต 
บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลเิมนต ชนิดของเอลิเมนต และหมายเลขของจุดตอทั้งหก

ในทิศทวนเขม็นาฬิกาที่ประกอบขึ้นเปนเอลิเมนตนั้น ๆ 

ตัวอยางเชน:  ELEM   TYPE         I               J               K               L               M               N 

                      1    1    182    184   190    42    79     87              
                      2    1    181    182   190    79    45     95             
                      3    1    175    181   190    45    68     11  
 
 
                   2604    0    880    138   990    32    69     77               
                   2605    0    879    880   990    69    35     85  

 
หมายเหตุ: ชนิดของเอลิเมนตมีความหมายดังนี้ 

 TYPE   =   1 เปนเอลิเมนตของของแข็ง 
TYPE   =   0 เปนเอลิเมนตของของไหล 

 
สวนที่ 6 เอลิเมนตที่อยูที่ขอบเขตของปญหาที่มีการไหลไหลผานขอบดานนั้น 

บรรทัดแรก คําระบุเอลิเมนตขอบเขต  
บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลเิมนตที่อยูทีข่อบดังกลาว และหมายเลขจดุตอที่อยูบน 

 ขอบของเอลิเมนตนั้น ๆ (โดยมีจํานวนบรรทัดตองเทากับคา NBOU 
 ที่ใหไวในสวนที่ 2) 

ตัวอยางเชน:        ELEMENT NO.     II    JJ      KK 

   1966     939     940     801 
   1968     940     941     802 
   1965     941     942     803 

 
 

   1791     952     953     813 
   1786     953     954     814  

 
 
 
 

จํานวนบรรทดั 
เทากับคา NBOU M M M M

M M M M M M MM
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5.4 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเน่ืองมาจากอุณหภูมิ 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ
ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก (main program) และ 9 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมี
ขั้นตอนในการทํางานดังตอไปน้ี  

5.4.1 เร่ิมตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดย
จะเรียกโปรแกรมยอยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมยอย
ดังกลาวก็จะทําการอานขอมูลของปญหา เชน จํานวนจุดตอและจํานวน
เอลิเมนตของปญหา คาคุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ ตําแหนงของจุดตอ
ตาง ๆ เปนตน 

5.4.2 จากนั้นก็เร่ิมการคํานวณ โดยเรียกโปรแกรมยอย [CST] โดยภายใน
โปรแกรมยอยน้ีจะเรียกโปรแกรมยอย [CnK_ELE] เพ่ือทําการสราง
เอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ  

5.4.3 เรียกโปรแกรมยอย [ALL_LOAD] เพ่ือคํานวณเอลิเมนตเมตริกซ
ของโหลดตาง ๆ เชนโหลดจากแรงภายนอก 

5.4.4 จากนั้นสงผานเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ ที่คํานวณไดนี้ไปสรางเมตริกซ
ใหญของระบบสมการรวมโดยเรียกโปรแกรมยอย [ASSMP] 

5.4.5 กําหนดเงื่อนไขขอบเขตลงในระบบสมการรวม เชน บางจุดตอจะถูก
ตรึงแนนเคลื่อนที่ไมไดหรือบางจุดตอมีแรงภายนอกมากระทําโดยเรียก
โปรแกรมยอย [APPLBC]  

5.4.6 แกระบบสมการรวมเพื่อหาคาเคลื่อนตัว u และ v ที่ทุกจุดตอโดยเรียก
โปรแกรมยอย [SYMPCG] 

5.4.7 คํานวณคาความเคน yx σσ ,  และ xyτ  ที่ทุกจุดตอโดยเรียกโปรแกรม
ยอย [STRESS]   

5.4.8 สุดทายพิมพคาผลลัพธที่คํานวณได ซึ่งไดแกคาการเคลื่อนตัวของแต
ละจุดตอในแนวแกนทั้งสอง คาความเคนตาง ๆ ลงในไฟลเพ่ือนําไปใช
แสดงผลตอไป 
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5.5 รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ข 

5.6 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

 ลักษณะขอมูลที่โปรแกรมวิเคราะหความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิตองการ
สามารถจําแนกออกเปน 6 สวนยอยไดดังตอไปน้ี 
 
สวนที่ 1 ประโยคอธบิายกํากับลักษณะของไฟล 

บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดทีเ่ปนตวัอักษร 
บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจํานวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 

ตัวอยางเชน:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR THERMAL STRESS 

             
สวนที่ 2 ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต และชนิดของปญหา 
บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต ตัวเลขระบุชนิดของปญหา 

ตัวอยางเชน:    NPOIN    NELEM    STYPE                                      

              1521     2888      1 

 
หมายเหตุ: ชนิดของปญหามีความหมายดังนี้ 
 STYPE  =  0 กําหนดชนิดของปญหาเปนความเคนระนาบ 
 STYPE  =  1 กําหนดชนิดของปญหาเปนความเครียดระนาบ 
 
สวนที่ 3 คุณสมบัติตาง ๆ ของปญหา 

บรรทัดแรก  คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาโมดูลัสของความยืดหยุน อัตราสวนของปวสซง ระดับ

อุณหภูมิที่ไมมีความเคน สัมประสิทธิ์การขยายตัวเน่ืองจากอุณหภูมิ 
และความหนาของของโครงสราง 

ตัวอยางเชน:    ELAS      PR     Tref     ALPHA     THICK                            

      7.E+10   0.29     10.     0.2E-6      1.  

 
สวนที่ 4 ลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบลุักษณะของจุดตอ 
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บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เง่ือนไขขอบเขตในทิศทาง x และ y 
ตําแหนงจุดตอในแกน x และ y คาระยะการเคลื่อนตัวในแกน x และ y 
คาแรงดันจากภายนอกในแกน x และ y และคาอุณหภูมิของจุดตอน้ัน 

ตัวอยางเชน: NODE  IBCU  IBCV    X      Y    U     V    SX    SY    T 
            1     1     0    1.033   0.   0.    0.    0.   0.   30. 
            2     0     0    1.066   0.   0.    0.    0.   0.   30. 
            3     1     1    1.1     0.   0.    0.    0.   0.   30. 
 
 

51    1     0    1.82    0.   0.    0.    0.   0.   50. 
52    0     0    1.833   0.   0.    0.    0.   0.   50.  

 
หมายเหตุ: เง่ือนไขขอบเขต IBC ในทิศทาง x หรือ y   

หมายถึง 
IBC   =   1 จุดตอน้ันถูกตรึงไมใหเคลื่อนที่ในทศินั้น 
IBC   =   0 คํานวณหาการเคลื่อนตัวที่จุดตอดังกลาวในทิศนั้น 

 
สวนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบลุักษณะของเอลิเมนต 
บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลเิมนต และหมายเลขของจุดตอทั้งหกในทศิทวนเข็ม

นาฬิกาที่ประกอบขึ้นเปนเอลิเมนตนั้น ๆ 
ตัวอยางเชน:  ELEM        I               J               K               L               M               N 

                      1   182    184   190    42    79     87 
                      2   181    182   190    79    45     95 
                      3   175    181   190    45    68     11  
 
 
                   2604   880    138   990    32    69     77   
                   2605   879    880   990    69    35     85  

 
 
 
 
 
 

M M M M M M M M M M

M M M M M M M



บทที่ 6 
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 

 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืด
ชนิดอัดตัวไมไดที่มีการถายเทความรอนระหวางของไหลและโครงสราง และโปรแกรมวิเคราะห
ปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิจะไดนํามาตรวจสอบความถูกตองกับปญหาที่มีผล
เฉลยแมนตรง และผลการวิเคราะหดวยวิธีอ่ืน ๆ ดังรายละเอียดตอไปน้ี 

 

6.1 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมไดที่มี
การถายเทความรอนระหวางของไหลและโครงสราง 

 
 โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นจะนํามาตรวจสอบความถูกตองกับตัวอยางปญหา 2 
ตัวอยางดวยกัน ปญหาแรกเปนปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานพรอมการถายเทความรอน
กับโครงสราง (conjugate Couette flow problem in parallel plate channel) ซึ่งเปนปญหาที่
มีผลเฉลยแมนตรง สวนปญหาที่สองเปนปญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยน
ความรอน (conjugate counter flow heat exchanger) โดยจะไดตรวจสอบผลการคํานวณกับ
ผลการวิเคราะหดวยวิธีอ่ืน 
 

6.1.1 การไหลระหวางแผนคูขนานพรอมการถายเทความรอนกับโครงสราง 
(conjugate Couette flow problem in parallel plate channel) 

 
 ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานที่มีการถายเทความรอนกับ
โครงสรางนี้ไดแสดงในรูปที่ 6.1 จากรูปของไหลจะอยูระหวางแผนคูขนาน โดยที่แผนดานบนนั้น
เปนแผนบางที่มีอุณหภูมิต่ํา (T = 0) และกําหนดใหมีการเคลื่อนที่ไปทางดานขวาดวยความเร็ว
เทากับ 1 ในขณะที่แผนดานลางนั้นเปนผนังที่มีความหนาและหยุดนิ่งไมเคลื่อนที่ โดยที่อีกดาน
ของผนังกําหนดใหมีอุณหภูมิสูง (T = 1) สําหรับระยะระหวางแผนคูขนาน และความหนาของ
แผนไดแสดงในรูปที่ 6.1 ปญหาน้ีเปนปญหาที่สามารถหาผลเฉลยแมนตรงได [24] จึงนํามาใช
ในการทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น โดยที่ผลเฉลยแมนตรงของ
ความเร็ว u และอุณหภูมิ T ตามแนวแกน y คือ 

  5.02)( −= yyu   (6.1) 

  ( )y
K

K
yT

sf

sf −
+

= 5.1
12

2
)(  (6.2) 
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รูปที่ 6.1  ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานที่มีการถายเทความรอนกับโครงสราง 
 
การวิเคราะหปญหาจะเริ่มจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 6.2 ซึ่ง
ประกอบดวย 1,271 จุดตอ 600 เอลิเมนต และทําการวิเคราะหในกรณีตาง ๆ กัน 3 กรณี
ดวยกัน คือ Ksf = 0.1, 1 และ 10 โดยรูปที่ 6.3 แสดงผลลัพธของเวกเตอรความเร็วที่ไดจากการ
คํานวณ สวนรูปที่ 6.4 แสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิที่คา Ksf ตาง ๆ จากรูปพบวาเม่ือ
อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนมีคาเพิ่มขึ้น การถายเทความรอนก็มากขึ้นดวย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.2  รูปแบบไฟไนตเอลิมเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 
  ที่มีการถายเทความรอนกับโครงสราง 
 

สัมประสิทธิ์การนําความรอนในโครงสราง 
สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล 

Fluid 

T = 1 

  u = 1 

Solid 

T = 0 

x

y 

0.50

0.25 
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รูปที่ 6.3  เวกเตอรความเร็วของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  ที่มีการถายเทความรอนกับโครงสราง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.4  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับปญหาการไหลระหวาง 
 แผนคูขนานทีมี่การถายเทความรอนกับโครงสรางที่คา Ksf ตาง ๆ 
 
จากนั้นทําการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดทั้งความเร็ว และอุณหภูมิที่คา Ksf ตาง ๆ กับผลเฉลย
แมนตรง โดยผลการเปรียบเทียบไดแสดงในรูปที่ 6.5 จากผลการเปรียบเทียบพบวาคาความ
ความเร็ว และอุณหภูมิมีคาที่สอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงเปนอยางดี 

0.9
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0.50.50.5
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0.5
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(ก)  เสนชั้นของอุณหภูมิกรณ ีKsf = 0.1 

(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิกรณี Ksf = 1 (ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิกรณี Ksf = 10 
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รูปที่ 6.5  การเปรียบเทียบการกระจายตวัของความเรว็และอุณหภูมิ 
 ที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรงที่คา Ksf ตาง ๆ 
 

6.1.2 การไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน (conjugate 
counter flow heat exchanger) 

 
 ลักษณะของปญหาเปนการแลกเปลี่ยนความรอนของของไหลที่ไหลสวนทางกัน
โดยมีแผนโลหะเปนตัวกลางในการแลกเปลี่ยนความรอน ซึ่งปลายทั้งสองขางของแผนโลหะ และ
ผนังดานนอกที่ของไหลไหลผานถูกกําหนดใหเปนฉนวน ดังแสดงในรูปที่ 6.6 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.6  ลักษณะของปญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน 
 
สําหรับขนาดของปญหาที่จะทําการคํานวณ และเง่ือนไขขอบเขตถูกกําหนดดังน้ี ขนาดของชอง
ทางการไหลทั้งสองดานมีคาเทากับความหนาของแผนโลหะและมีคาเทากับ 0.1 (a = 0.1) สวน
ชองทางการไหลมีความยาวเทากับ 1 (L = 1) ชองการไหลดานบนจะมีของไหลอุณหภูมิสูง (T1 

= 800) ไหลจากดานซายไปขวาดวยความเร็ว (u1 = 0.2) และมีคาเรยโนลด Re = 133 สวน
ชองทางการไหลดานลางจะมีของไหลอุณหภูมิต่ํา (T2 = 300) ไหลจากขวามาซายดวยความเร็ว 
(u2 = 0.1) และมีคาเรยโนลด Re = 66 สุดทายกําหนดใหของไหลทั้งหมดมีคาพรันดเทิล Pr = 
0.75  
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รูปที่ 6.7  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลแบบสวนทาง 
  ภายในอุปกรณแลกเปลีย่นความรอน 
 

การวิเคราะหปญหาจะเริ่มจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตซึ่งประกอบไปดวย 5,353 
จุดตอ 2,600 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.7 จากนั้นจึงนําไปวิเคราะหดวยโปรแกรมที่ประดิษฐ
ขึ้น รูปที่ 6.8 แสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิทั้งภายในของไหลและแผนโลหะในกรณีที่คา Ksf 
ตาง ๆ กัน จากนั้นจึงไดนําผลการคํานวณที่ไดเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Chen and 

Han [25] ที่คา Ksf = 5 ดังแสดงในรูปที่ 6.9 จากรูปพบวาผลที่ไดมีความสอดคลองกัน 
 
 
 
 
 
 
 

(ก)  เสนชั้นของอุณหภูมิกรณี Ksf เทากับ 1 
 
 
 
 
 
 
 

(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิกรณี Ksf เทากับ 5 
 
 
 
 
 
 
 

(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิกรณี Ksf เทากับ 10 
 

รูปที่ 6.8  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิของปญหาการไหลแบบสวนทาง 
 ภายในอุปกรณแลกเปลีย่นความรอนในกรณีคา Ksf ตาง ๆ กัน 
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รูปที่ 6.9  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณกับผลลพัธของ Chen and Han  

 ที่ตําแหนง x = 0.5 ตลอดแกน y ของปญหาปญหาการไหลแบบสวนทางภายใน 
 อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกันที่คา Ksf ตาง ๆ  
 

6.2 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเน่ืองมาจากอุณหภูมิ 
 
 ในหัวขอตอไปน้ีจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมวิเคราะหปญหา
ความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ โดยจะทําการทดสอบกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง 2 ปญหา
ดังนี้ 
 

6.2.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงเชิงเสนตามความยาว 
 
 ลักษณะของปญหาเปนแผนสี่เหลี่ยมขนาด 10×1 mm มีอุณหภูมิที่ขึ้นกับ
ระยะทาง x ดวยความสัมพันธเชิงเสน xxT 330)( +=  โดยตลอดขอบทางซายจะมีอุณหภูมิ
เทากับ 30°C สวนตลอดขอบทางดานขวามีอุณหภูมิเทากับ 60°C ดังแสดงในรูปที่ 6.10 สวน
ขอบทางดานซายจะไมมีการเคลื่อนที่ทางแกน x สวนคุณสมบัติทางกลของแผนสี่เหลี่ยมนี้คือ 
คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 71,705.5 N/mm2 คาอัตราสวนปวสซง ν = 0.29 และ
สัมประสิทธิ์การขยายตัว α = 1.27×10-5 mm/mm-°C 
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รูปที่ 6.10 แผนสี่เหลี่ยมที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงเชิงเสนตามความยาว 
 
 ปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรงดังนี้ [26] 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2
330)(

2xxxu α  (6.3) 

โดย )(xu  คือคาการเคลื่อนตัวในแนวแกน x 
 
 การคํานวณคาการเคลื่อนตัวบนแผนสี่เหลี่ยมดังที่แสดงขางตนโดยใชโปรแกรม
ที่ไดประดิษฐขึ้นนี้ จะเร่ิมตนจากการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ จํานวน 
801 จุดตอ 352 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.11 จากนั้นทําการประยุกตเง่ือนไขขอบเขตตามที่
กลาวขางตน และกําหนดอุณหภูมิขณะที่วัสดุไมมีความเคน T0 เทากับ 0°C แลวทําการ
คํานวณหาคาการเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้น 
 
 
 
 

รูปที่ 6.11 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรบัปญหาแผนสี่เหลี่ยม 
  ที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงเชิงเสนตามความยาว 
 
รูปที่ 6.12 เปนการเปรียบเทียบระยะการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่คํานวณไดจากโปรแกรมกับ
ผลเฉลยแมนตรง พบวามีคาความผิดพลาดเทากับ 0.017%  
 
 

y 

x

xxT 330)( +=  30°C 

60°C 

10 mm 

1 mm ขอบเขตการคาํนวณ 
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รูปที่ 6.12  คาการเคลื่อนตวัเน่ืองจากความรอนในแนวแกน x สําหรับปญหา 
  แผนสี่เหลี่ยมที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงเชิงเสนตามความยาว 
 
 

6.2.2 ปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี 
 
 ลักษณะของปญหาเปนวงแหวนที่มีรัศมีภายใน a เทากับ 100 mm รัศมี
ภายนอก b เทากับ 200 mm และวงแหวนมีอุณหภูมิเปนความสัมพันธเชิงเสนตรงกับรัศมี r 
ดังนี้ 
  rrT 4.0110)( −=  (6.4) 

โดยอุณหภูมิตลอดขอบดานในเทากับ 30°C และขอบดานนอกเทากับ 70°C ดังแสดงในรูปที่ 
6.13 โดยที่คาสัมประสิทธิ์ทางกลของวงแหวนคือ คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 71,705.5 

N/mm2  คาอัตราสวนปวสซง ν = 0.29  สัมประสิทธิ์การขยายตัว α = 1.27×10-5 mm/mm-

°C  และมีอุณหภูมิที่วัสดุไมมีความเคน T0 เทากับ 0°C 
 
ปญหานี้สามารถหาผลเฉลยแมนตรงสําหรับกรณีความเคนในระนาบดังนี้ [26] 
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โดย )(ru  คือคาการเคลื่อนตัวในแนวรัศมี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.13  วงแหวนที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี 
 
 เน่ืองจากลักษณะของปญหามีความสมมาตร ดังน้ันสามารถใชขอบเขตในการ
คํานวณเพียง 1 ใน 4 ของวงแหวนได ดังแสดงในรูปที่ 6.13 การวิเคราะหปญหาจะเริ่มจากการ
แบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ซึ่งประกอบไปดวย 2091 จุดตอ 1000 เอลิ
เมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.14 จากนั้นประยุกตเง่ือนไขขอบเขตโดยกําหนดใหตลอดขอบดานลาง
ไมมีการเคลื่อนตัวในแนวแกน y และตลอดขอบทางดานซายกําหนดใหไมมีการเคลื่อนตัวใน
แกน x รวมทั้งกําหนดอุณหภูมิ )(rT  ตลอดทั้งขอบเขตการคํานวณ แลวทําการคํานวณหาคา
การเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

รูปที่ 6.14  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาวงแหวน 
  ที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี 

 70°C 

30°C 

ab

ขอบเขตการคาํนวณ 

θ 

r 
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คาการเคลื่อนตัวในแนวรัศมี ความเคนในแนวรัศมี และในแนว θ  ที่คํานวณไดจากโปรแกรมที่
ประดิษฐขึ้น ไดนํามาแสดงเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจากสมการ (6.5) – (6.7) ดังแสดง
ในรูปที่ 6.15 – 6.17 ซึ่งมีคาความผิดพลาดเทากับ 0.038%, 2.13% และ 1.12% ตามลําดับ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.15  การเปลี่ยนแปลงของคาการเคลื่อนตวัตามทิศทางรศัมี ในแนวมุม θ เทากับ 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.16  ความเคนในแนวรัศมี σr ตามทิศทางรศัมีทีมี่แนวมุม θ เทากับ 0 
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รูปที่ 6.17  ความเคนในทิศ θ, σθ ตามทศิทางรัศมีที่มีแนวมุม θ เทากับ 0 
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บทที่ 7 
การวิเคราะหปญหารวมกันระหวางการไหล อุณหภูมิ 

 และโครงสราง  
 
 ผลกระทบที่ เกิดรวมกันระหวางการไหล อุณหภูมิ และโครงสราง เปน
พฤติกรรมที่พบไดในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน (heat exchanger) หรือการทําความเย็นบน
แผงวงจรอิเลกทรอนิกส (electronics board cooling) เปนตน ความเขาใจในพฤติกรรมเหลานี้
จะชวยใหการออกแบบมีประสิทธิภาพมากขึ้น ในหัวขอน้ีจะไดแสดงถึงขั้นตอนการคํานวณและ
ตัวอยางที่ไดประยุกตใชขั้นตอนดังกลาว 
 

7.1 ตัวอยางการวิเคราะหปญหารวมกันระหวางการไหล อุณหภูมิ และโครงสราง 
 

 ขั้นตอนที่ใชในการวิเคราะหปญหารวมกันระหวางการไหล อุณหภูมิ และ
โครงสรางนี้ จะเร่ิมจากทําการคํานวณหาพฤติกรรมของการไหลและการถายเทความรอนไป
พรอม ๆ กัน หลังจากนั้นนําคาการกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณไดจากขั้นตอนกอนนี้กับ
แรงอันเนื่องมาจากความดันของของไหลที่กระทํากับโครงสรางมาคํานวณหาคาความเคนภายใน
โครงสรางเปนลําดับสุดทาย ซึ่งในสวนถัดไปจะไดแสดงการนําขั้นตอนที่อธิบายนี้มาวิเคราหกับ
ปญหาตัวอยาง 3 ตัวอยางดวยกัน โดยตัวอยางแรกเปนปญหาการไหลแบบสวนทางภายใน
อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน (conjugate counter flow heat exchanger) ปญหาที่สองคือ
ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหลี่ยมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน (conjugate 

natural convection in a square cavity with a conducting wall) และปญหาสุดทายเปน
ปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบังคับภายในชองการไหลที่มีครีบระบายความรอน 
(free and forced convection in channel with fins) 

 

7.1.1 ปญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน 
(conjugate counter flow heat exchanger) 

 

ลักษณะของปญหาดังกลาวไดแสดงไวแลวในรูปที่ 6.6 และไดทําการวิเคราะห
หาพฤติกรรมของการไหลและการถายเทความรอนในกรณีที่คาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนํา
ความรอนระหวางของแข็งและของไหลมีคาตาง ๆ กันเปนที่เรียบรอยแลวอีกเชนเดียวกัน ดัง
แสดงในรูปที่ 6.8ก-ค ในหัวขอน้ีจะไดนําเอาคาการกระจายตัวของอุณหภูมิและความดันที่ของ
ไหลกระทํากับของแข็งมาทําการวิเคราะหหาคาความเคนที่เกิดขึ้น โดยกําหนดใหของแข็งที่จะ
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ทําการวิเคราะหมีคาคุณสมบัติดังตอไปน้ี มีคาโมดูลัสของความยืดหยุน 7×1010 N/m2 คา
สัมประสิทธิ์การขยายตัว 6×10-6/°C คาอัตราสวนปวสซงเทากับ 0.3 และอุณหภูมิขณะที่ไมมี
ความเคนคือที่ 300 K  
  สําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเง่ือนไขขอบเขตของการวิเคราะหปญหา
ความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิสําหรับตัวอยางนี้ไดแสดงในรูปที่ 7.1 ซึ่งประกอบไปดวย 
1313 จุดตอ 600 เอลิเมนต  
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.1  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขตสําหรับวิเคราะหความเคน 
 ในปญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน 
 
เม่ือกําหนดอุณหภูมิภายในจุดตอและคาความดันที่กระทํากับผิวของของแข็งที่คํานวณไดจาก
บทที่ 6 แลว ตอไปก็ทําการคํานวณหาคาความเคน โดยในรูปที่ 7.2 (ก-ข) แสดงลักษณะการ
กระจายตัวของอุณหภูมิ (K) และคาความเคนฟอนมิสเซส (Von Mises stress, MPa) ในกรณี
ที่คา Ksf = 1 ตามลําดับ สําหรับลักษณะการกระจายตัวอุณหภูมิและคาความเคนฟอนมิสเซสใน
กรณีที่คา Ksf = 5 และ 10 ไดแสดงในรูปที่ 7.3 และ 7.4 ตามลําดับ  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.2  การกระจายตวัของอุณหภูมิ (ภาพบน, K) และคาความเคนฟอนมิสเซสภายใน 
 ของแข็ง (ภาพลาง, MPa) สําหรับปญหาการไหลแบบสวนทางภายใน 
 อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนในกรณีที่คา Ksf = 1 
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รูปที่ 7.3  การกระจายตวัของอุณหภูมิ (ภาพบน, K) และคาความเคนฟอนมิสเซสภายใน 
 ของแข็ง (ภาพลาง, MPa) สําหรับปญหาการไหลแบบสวนทางภายใน 
 อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนในกรณีที่คา Ksf = 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.4  การกระจายตวัของอุณหภูมิ (ภาพบน, K) และคาความเคนฟอนมิสเซสภายใน 
 ของแข็ง (ภาพลาง, MPa) สําหรับปญหาการไหลแบบสวนทางภายใน 
 อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนในกรณีที่คา Ksf = 10 
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สวนคาการเคลื่อนตัวสูงสุดในแนวดิ่งของของแข็งในกรณีที่คา Ksf มีคาตาง ๆ กันไดแสดงไวใน
ตารางที่ 7.1 ซึ่งเห็นไดวามีระยะการเคลื่อนตัวที่นอยมาก จึงอาจกลาวไดวาไมมีผลกระทบตอ
รูปแบบของการไหล 
 

ตารางที่ 7.1  คาการเคลื่อนตัวสูงสุดในแนวดิ่งของของแข็งสําหรับปญหาการไหลแบบ 
 สวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน กรณีคา Ksf ตาง ๆ กนั 
 

 อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอน, Ksf 

 1 5 10 

คาการเคลื่อนตัวสูงสุด 
ในแนวดิ่ง (mm) 

0.1628 0.1653 0.1661 

 
 

7.1.2 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหลีย่มจัตุรัสโดยที่มีผนัง
นําความรอน (conjugate natural convection in a square cavity with 
a conducting wall) 

 
 ในปญหานี้จะทําการเปรียบเทียบผลลัพธเชิงตัวเลขของ Hriberšek & Kuhn 
[27] เพ่ือตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ลักษณะของปญหาประกอบไปดวยชองสี่เหลี่ยม
จัตุรัสขนาด 1 หนวย ซึ่งภายในบรรจุของไหลอยู และมีผนังนําความรอนหนา 0.2 อยูทาง
ดานซาย สวนผนังดานบนและดานลางเปนฉนวน ผนังดานซายมีอุณหภูมิสูงเทากับ 1 ในขณะที่
ผนังดานขวามีอุณหภูมิต่ําเทากับ 0 ซึ่งความแตกตางของอุณหภูมิจะทําใหของไหลเกิดการหมุน
วนขึ้นในชองสี่เหลี่ยมจัตุรัส ปญหาน้ีจะคิดแรงเนื่องจากแรงโนมถวง ดังแสดงในรูปที่ 7.5 
จากนั้นทําการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตประกอบไปดวย 2,009 จุดตอและ 3,840 เอลิ
เมนตแสดงในรูปที่ 7.6 
 ในขั้นตอนการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้ไดกําหนดใหพรันด
เทิลนัมเบอร (Prandtl Number; Pr) มีคาเทากับ 0.71 และกําหนดใหคากราชอรฟนัมเบอร 
(Grashof Number; Gr) มีคาเทากับ 103 และ 105 โดยคากราชอรฟนัมเบอรคืออัตราสวนของ
แรงลอยตัวเน่ืองจากอุณหภูมิกับแรงของความหนืดในของไหล ดังนี้ 

 2

32

Gr
μ
ρβ LTg Δ

=  (7.1) 

โดยที่ L แทนความยาวเฉพาะ (characteristic length) โดยมีคาเทากับ 1 และ β คือคา
สัมประสิทธิ์การขยายตัวทางความรอนของของไหล  
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รูปที่ 7.5  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปด 
 สี่เหลี่ยมจัตุรสัโดยที่มีผนังนําความรอน  
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 7.6  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระ 
 ในชองปดสี่เหลี่ยมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน 
 
 
 

ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณสําหรับปญหาดังกลาวแสดงในรูปที่ 7.7 (ก-ค) ในรูปที่ 7.7 (ก) 
แสดงเสนกระแสการไหล ซึ่งอธิบายถึงการไหลหมุนวนของของไหลในทิศตามเข็มนาฬิกาอัน
เน่ืองมาจากของไหลเกิดการลอยตัวขึ้นในบริเวณผนังดานซายที่มีอุณหภูมิสูงและลอยตัวลงใน
บริ เวณผนังดานขวาที่ มี อุณหภูมิต่ํ า  รูปที่ 7.7 (ข-ค ) จะแสดงถึงเสนชั้นของอุณหภูมิ 
(temperature contours) ที่คาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์
การนําความรอนในของไหล Ksf เทากับ 1 และ 10 ตามลําดับ ที่คา 310Gr =  

จากนั้นทําการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้โดยการทําซ้ําอีกครั้งในกรณีเม่ือ
คากราชอรฟนัมเบอร Gr มีคาสูงขึ้นเปน 105 ซึ่งหมายถึงแรงลอยตัวเน่ืองจากความแตกตางของ
อุณหภูมิเพ่ิมขึ้นเปน 100 เทาของกรณีที่แลวหรือคาความหนืดของของไหลลดลงไป 10 เทาซึ่ง
กอใหเกิดผลลัพธของสภาวะการไหลดังแสดงในรูปที่ 7.8 

1.0 

T = 0 T = 1 
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(ก)  เสนกระแสการไหล 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Ksf เทากับ 1 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Ksf เทากับ 10 
 
 
 

รูปที่ 7.7  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 เม่ือมีผนังนําความรอนเม่ือคา 310Gr =  
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ในรูปที่ 7.8 (ก) จะพบวามีการไหลหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาเพิ่มขึ้นเปน 2 วง และ
คาเสนชั้นของอุณหภูมิที่ Ksf เทากับ 1 และ 10 นั้นบางและแคบลง ดังแสดงในรูป 7.8 (ข-ค) 
จากนั้นทําการตรวจสอบความถูกตองโดยเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดกับ Hriberšek & Kuhn 
[27] โดยจะทําการเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาณความรอน (heat fluxes) ที่บริเวณผิว
ลอยตอระหวางของแข็งและของไหล, x = 0.2, ตลอดแนวแกน y ที่คา Ksf = 1, 5 และ 10 ดัง
แสดงในรูปที่ 7.9 (ก-ข) ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก)  เสนกระแสการไหล 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Ksf เทากับ 1 

 
รูปที่ 7.8  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

 เม่ือมีผนังนําความรอนเม่ือคา 510Gr =  
 
 

1.00
0.87
0.75
0.62

0.00

0.50 0.37
0.25
0.12



 81 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Ksf เทากับ 10 
 

รูปที่ 7.8 (ตอ)  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 เม่ือมีผนังนําความรอนเม่ือคา 510Gr =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            (ก)  คาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอ                       (ข)  คาปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอ 
 

รูปที่ 7.9  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอโดยเปรยีบเทียบ 
 กับผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ที่คา Ksf = 1, 5 และ 10  
 
 

จากตารางที่ 7.2 แสดงการเปรียบเทียบคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่บริเวณผิวรอยตอ
ระหวางของแข็งและของไหล, 2.0Nu =x  โดยเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Hriberšek & 

Kuhn [27] ผลที่ไดก็ใหคาเปนที่นาพอใจ 
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ตารางที่ 7.2 การเปรียบเทยีบคานัสเซลิทนัมเบอรเฉลีย่ที่บริเวณผวิรอยตอ 
 

 
 
 
 

 
หมายเหตุ :  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่บริเวณผิวรอยตอ (คาความคลาดเคลื่อน % 

โดยเปรียบเทียบกับ Hriberšek & Kuhn [27]) 
 

เม่ือวิเคราะหการไหลและการถายเทความรอนทั้งภายในของไหลและของแข็ง
เสร็จเรียบรอยแลว ขั้นตอไปก็นําคาการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ไดและคาความดันมา
คํานวณหาคาความเคนที่เกิดขึ้นภายในของแข็ง ซึ่งจะทําการวิเคราหในกรณีที่คา 510Gr =  
และที่คา Ksf ตาง ๆ กันเทานั้น โดยกําหนดใหของแข็งที่จะทําการวิเคราะหมีคาคุณสมบัติ

ดังตอไปน้ี มีคาโมดูลัสของความยืดหยุน 7×1010 N/m2 คาสัมประสิทธิ์การขยายตัว 6×10-

6/°C คาอัตราสวนปวสซงเทากับ 0.3 และอุณหภูมิขณะที่ไมมีความเคนคือที่ 0°C  
  สําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเง่ือนไขขอบเขตของการวิเคราะหปญหา
ความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิสําหรับตัวอยางนี้ไดแสดงในรูปที่ 7.10 ซึ่งประกอบไปดวย 
1377 จุดตอ 640 เอลิเมนต  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 7.10  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขตสําหรบัวเิคราะหความเคนในปญหา 

 การพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหลี่ยมจัตรุัสโดยที่มีผนังนําความรอน 

105     Hriberšek    2.08             3.42               3.72 
 
105     Present method         2.04 (1.92%)   3.31 (3.22%) 3.60 (3.23%) 

Gr          conductivity ratio, Ksf  1  5  10  
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รูปที่ 7.11 (ก-ข) แสดงลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิ และคาความเคนฟอนมิสเซส 
(MPa) ตามลําดับ ในกรณีที่คา Ksf = 1 สําหรับลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิ และคา
ความเคนฟอนมิสเซสในกรณีที่คา Ksf  = 5 และ 10 ไดแสดงในรูปที่ 7.12 และ 7.13 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 7.11  การกระจายตวัของอุณหภูมิและคาความเคนฟอนมิสเซสภายในของแข็งของปญหา 
 การพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหลี่ยมจัตุรัสกรณีที่ 510Gr =  และ Ksf = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.12  การกระจายตวัของอุณหภูมิและคาความเคนฟอนมิสเซสภายในของแข็งของปญหา 
 การพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหลี่ยมจัตุรัสกรณีที่ 510Gr =  และ Ksf = 5 

0.951 
0.854 

0.756 

0.658 

0.561 

0.598 
0.540 

0.483 

0.426 

0.368 

(ก) เสนชั้นของอุณหภูมิ (ข) เสนชั้นของความเคนฟอนมิสเซส (MPa) 

0.981 
0.944 

0.907 

0.870 

0.833 

0.616 
0.594 

0.572 

0.550 

0.528 

(ก) เสนชั้นของอุณหภูมิ (ข) เสนชั้นของความเคนฟอนมิสเซส (MPa) 
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รูปที่ 7.13  การกระจายตวัของอุณหภูมิและคาความเคนฟอนมิสเซสภายในของแข็งของปญหา 
 การพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหลี่ยมจัตุรัสกรณีที่ 510Gr =  และ Ksf = 10 
 
 
สวนคาการเคลื่อนตัวสูงสุดในแนวนอนของของแข็งในกรณีที่คา Ksf มีคาตาง ๆ กันไดแสดงไว
ในตารางที่ 7.3 จะพบวาระยะการเคลื่อนตัวมีคาที่นอยมาก จึงอาจกลาวไดวาไมมีผลกระทบตอ
รูปแบบของการไหล 
 
ตารางที่ 7.3  คาการเคลื่อนตัวสูงสุดในแนวนอนของของแข็งสําหรับปญหาการพาความรอน 

 แบบอิสระในชองปดสี่เหลีย่มจัตุรัส กรณีคา Ksf ตาง ๆ กัน 
 

 อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอน, Ksf 

 1 5 10 

คาการเคลื่อนตัวสูงสุด 
ในแนวนอน (mm) 

8.10×10-4 8.45×10-4 8.51×10-4 

 
 
 
 
 
 

0.989
0.968

0.947

0.926 

0.905

0.619 
0.606 

0.593 

0.581 

0.568 

(ก) เสนชั้นของอุณหภูมิ (ข) เสนชั้นของความเคนฟอนมิสเซส (MPa) 
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7.1.3 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบงัคบัภายในชองการไหลที่มี
ครีบระบายความรอน (free and forced convection in channel with 
fins) 

 
ปญหาสุดทายของหัวขอน้ีสรางขึ้นมาเพื่อใหมีความซับซอนมากยิ่งขึ้น เพราะจะ

รวมการวิเคราะหปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบังคับพรอม ๆ กันภายในปญหา
เดียว โดยลักษณะของปญหาประกอบไปดวยชองการไหล 2 สวนไดแกดานบนและดานลาง โดย
ขั้นกลางดวยของแข็งที่มีครีบระบายความรอนอยู สําหรับรายละเอียดของขนาดตาง ๆ ไดแสดง
ในรูปที่ 7.14 และการวิเคราะหปญหาในตัวอยางนี้จะแบงออกเปน 2 กรณีดวยกัน  

กรณีที่ 1  ของไหลในชองการไหลทั้งสองเกิดการพาความรอนแบบอิสระ  
 โดยกําหนดใหพ้ืนผิวลางสุด (y = –0.8) มีอุณหภูมิเทากับ 1 และกําหนดให
พ้ืนผิวดานบนสุด (y = 0.8) มีอุณหภูมิเทากับ 0 สวนขอบดานซายและขวาของชองการไหลทั้ง
ดานบนและดานลางรวมทั้งสวนที่เปนของแข็งถูกกําหนดใหเปนผนังแบบฉนวน   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.14  ลกัษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบังคบั 
 ภายในชองการไหลที่มีครบีระบายความรอนสําหรับกรณีที่ 1 
 
การวิเคราะหปญหาในชวงแรกจะเริ่มจากการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.15 
ซึ่งประกอบไปดวย 5159 จุดตอ 2496 เอลิเมนต แลวทําการกําหนดคุณสมบัติของของไหลและ
ของแข็งดังน้ี กําหนดใหของไหลมีคา Pr = 0.71 คาสัมประสิทธิ์การขยายตัวทางความรอนของ
ของไหล, β = 10 และอัตราสวนระหวางสัมประสิทธิ์การนําความรอนของของแข็งและของไหล, 
Ksf = 10 โดยรูปที่ 7.16 แสดงเสนกระแสการไหลที่ไดจากการคํานวณ สวนลักษณะการกระจาย
ตัวของอุณหภูมินั้นไดแสดงในรูปที่ 7.17 หลังจากนั้นไดแสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ผิว
ของครีบระบายความรอนทั้ง 3 ไวในรูปที่ 7.18 
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รูปที่ 7.15  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระ 
 และแบบบังคบัภายในชองการไหลที่มีครีบระบายความรอน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.16  เสนกระแสการไหลของปญหาในกรณีที่มีการพาความรอน 
 แบบอิสระเพยีงอยางเดียว 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.17  การกระจายตวัของอุณหภูมิของปญหาในกรณี 
 ที่มีการพาความรอนแบบอิสระเพียงอยางเดียว 
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รูปที่ 7.18  การกระจายตวัของอุณหภูมิที่ผิวของครีบระบายความรอนทั้ง 3 
 
 
กรณีที่ 2   ของไหลในชองการไหลดานบนมีการพาความรอนแบบบงัคับสวนของไหล 
 ดานลางเกิดการพาความรอนแบบอิสระ 
 การวิเคราะหปญหาในกรณีที่ 2 นี้จะทําการขยายขอบเขตของชองการไหลใน
สวนดานบนออกไปทางดานขวาอีก 4 หนวยทําใหความยาวรวมทั้งหมดของชองการไหล
ดานบนมีคาเทากับ 9 หนวย และกําหนดใหของไหลท่ีมีอุณหภูมิเทากับ 0 และเปนแบบปรับตัว
เต็มที่แลว (fully developed flow) ไหลเขามาทางดานซายดวยคา Re เทากับ 50, 100, 200 

และ 300 ตามลําดับ (คํานวณจากขนาดของชองการไหลเขา) และไหลออกทางชองดานขวาสุด 
ดังแสดงในรูปที่ 7.19 สวนเง่ือนไขขอบเขตอ่ืน ๆ ถูกกําหนดในลักษณะเชนเดียวกันกับการ
คํานวณในกรณีแรก 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.19  ลกัษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบังคบั 
 ภายในชองการไหลที่มีครบีระบายความรอนสําหรับกรณีที่ 2 
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 จากนั้นทําการวิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นที่คา Re 
ตาง ๆ กัน ซึ่งผลการคํานวณที่ไดก็นํามาแสดงในรูปที่ 7.20 (ก-ง) โดยรูปดังกลาวเปนการแสดง
เสนกระแสการไหลในกรณีที่คา Re มีคาเทากับ 50, 100, 200 และ 300 ตามลําดับ สวนการ
กระจายตัวของอุณหภูมิที่คา Re ตาง ๆ นั้นไดแสดงในรูปที่ 7.21 (ก-ง) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.20  ลกัษณะของเสนกระแสการไหลในกรณีที่มีการพาความรอนแบบบังคบั 
 ในชองการไหลดานบนที่คา Re ตาง ๆ กัน 
 

(ก) เสนกระแสการไหลในกรณีที่การไหลในชองดานบนมีคา Re = 50 

(ข) เสนกระแสการไหลในกรณีที่การไหลในชองดานบนมีคา Re = 100 

(ค) เสนกระแสการไหลในกรณีที่การไหลในชองดานบนมีคา Re = 200 

(ง) เสนกระแสการไหลในกรณีที่การไหลในชองดานบนมีคา Re = 300 
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รูปที่ 7.21  ลกัษณะการกระจายตวัของอุณหภูมิในกรณีที่มีการพาความรอนแบบบังคับ 
 ในชองการไหลดานบนที่คา Re ตาง ๆ กัน 
 
จากรูปที่ 7.20 (ก-ง) จะเห็นวาการไหลหมุนวนดานหลังครีบระบายความรอนตัวที่ 3 นั้นจะมี
ขนาดที่กวางขึ้นเม่ือการไหลในชองดานบนมีคา Re เพ่ิมมากขึ้น สวนการไหลหมุนวนภายใน
ชองวางระหวางครีบระบายความรอนนั้นจะมีลักษณะที่คลาย ๆ กัน สําหรับการไหลหมุนวน
ภายในชองการไหลดานลางนั้นพบวา ในกรณีที่คา Re = 50 และ 100 นั้น การไหลหมุนวนจะมี
ลักษณะคลาย ๆ กัน แตจะดูเบี้ยวเล็กนอยเม่ือเปรียบเทียบกับกรณีที่มีการพาความรอนแบบ
อิสระเพียงอยางเดียว (รูปที่ 7.16) และเม่ือการไหลดานบนมีคา Re = 200 ลักษณะการไหล

(ก) การกระจายตัวของอุณหภูมิเม่ือการไหลในชองดานบนมีคา Re = 50 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิเม่ือการไหลในชองดานบนมีคา Re = 100 

(ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิเม่ือการไหลในชองดานบนมีคา Re = 200 

(ง) การกระจายตวัของอุณหภูมิเม่ือการไหลในชองดานบนมีคา Re = 300 
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หมุนวนภายในชองดานลางก็มีลักษณะที่เปลี่ยนแปลงไป จากที่มีการไหลหมุนวน 4 วง ก็ลดลง
เหลือ 3 วงเทานั้น และลดลงเหลือเพียง 2 วงเม่ือการไหลมีคา Re = 300 ดังแสดงในรูปที่ 7.20 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.22  เปรียบเทียบการกระจายตวัของอุณหภูมิที่ผิวของครีบระบายความรอนทั้ง 3  
 ในกรณีที่มีการพาความรอนแบบอิสระอยางเดียว กับกรณีที่มีการพาความรอน 
 แบบบังคับในชองการไหลดานบนที่คา Re ตาง ๆ กัน  
 
 สวนในรูปที่ 7.22 จะเปนการเปรียบเทียบการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ผิวของ
ครีบระบายความรอนทั้ง 3 ในกรณีที่มีการพาความรอนแบบอิสระเพียงอยางเดียว กับกรณีที่
ชองการไหลดานบนมีของไหลไหลผานทําใหเกิดเปนการพาความรอนแบบบังคับ ในขณะที่ชอง
การไหลดานลางยงัเปนการพาความรอนแบบอิสระอยู โดยทําการเปรียบเทียบในกรณีที่ของไหล
ไหลดวยคา Re ตาง ๆ กัน 4 คา ไดแก 50, 100, 200 และ 300 ตามลําดับ จากกราฟจะพบวา
เม่ือมีการไหลในชองการไหลดานบน อุณหภูมิที่ผิวของครีบระบายความรอนตัวแรกจะมี
อุณหภูมิลดลงเมื่อเทียบกับกรณีที่ชองการไหลดานบนเปนการพาความรอนแบบอิสระ ในขณะที่
ครีบระบายความรอนตัวที่ 2 และ 3 มีอุณหภูมิสูงขึ้น ซึ่งนาจะมีสาเหตุมาจากการไหลหมุนวนที่
ไมสะดวกเทากับการไหลหมุนวนกรณีที่เปนการพาความรอนแบบอิสระในชองวางระหวางครีบ
ระบายความรอนตัวที่ 1 และ 2 และระหวางครีบระบายความรอนตัวที่ 2 และ 3 นั่นเอง จากนั้น
เม่ือการไหลในชองการไหลดานบนมีคา Re เพ่ิมมากขึ้น อุณหภูมิที่ครีบระบายความรอนตัวที่ 1 
ยังคงมีอุณหภูมิลดลงอยางตอเน่ือง สวนอุณหภูมิของครีบระบายความรอนตัวที่ 2 และ 3 นั้นก็
เริ่มลดลงเชนเดียวกันแตไมมากนัก และเร่ิมไมเปลี่ยนแปลงเม่ือการไหลในชองการไหลดานบนมี
คา Re = 200  
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 สุดทายเปนการนําผลลัพธที่ไดมาคํานวณหาคาการเคลื่อนตัวภายในครีบระบาย
ความรอนทั้ง 3 โดยรูปที่ 7.23 เปนรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตของสวนที่เปนของแข็งซ่ึงประกอบ
ไปดวย 889 จุดตอ 378 เอลิเมนต และสวนของเงื่อนไขขอบเขตนั้นกําหนดใหจุดตอที่มุม
ดานลางทั้งสองฝงถูกตรึงใหอยูกับที่ สวนจุดตออ่ืน ๆ ตลอดขอบดานซายและดานขวากําหนดให
เคลื่อนตัวในแนวดิ่งเทานั้น 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.23  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขตสําหรบัวเิคราะหการเคลือ่นตัว 
 ของปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบังคบัภายในชองการไหล 
 ที่มีครีบระบายความรอน 
 
รูปที่ 7.24 แสดงลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิพรอมกับเวกเตอรแสดงทิศทางการเคลื่อน
ตัวของแตละจุดตอในกรณีที่มีการพาความรอนแบบอิสระเพียงอยางเดียว ซึ่งคาการเคลื่อนตัว
สูงสุดมีคาเทากับ 2.15×10-6 m. และคาความเคนฟอนมิสเซสสูงสุดเทากับ 0.313 MPa 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.24  การกระจายตวัของอุณหภูมิและการเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้นภายในของแข็ง 
 สําหรับกรณีทีมี่การพาความรอนแบบอิสระเพียงอยางเดียว 
 
สวนรูปที่ 7.25 – 7.27 แสดงลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิและเวกเตอรแสดงการเคลื่อน
ตัวของแตละจุดตอในกรณีที่ชองการไหลดานบนมีของไหลไหลดวยคา Re = 100, 200 และ 
300 ตามลําดับ ซึ่งในแตละกรณีมีคาการเคลื่อนตัวสูงสุดและคาความเคนฟอนมิสเซสสูงสุด ดัง
แสดงในตารางที่ 7.4 
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รูปที่ 7.25  การกระจายตวัของอุณหภูมิและการเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้นภายในของแข็ง 
 สําหรับกรณีทีก่ารไหลในชองดานบนมีคา Re = 100 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.26  การกระจายตวัของอุณหภูมิและการเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้นภายในของแข็ง 
 สําหรับกรณีทีก่ารไหลในชองดานบนมีคา Re = 200 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.27  การกระจายตวัของอุณหภูมิและการเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้นภายในของแข็ง 
 สําหรับกรณีทีก่ารไหลในชองดานบนมีคา Re = 300 
 
 

ตารางที่ 7.4  คาการเคลื่อนตัวและคาความเคนฟอนมิสเซสสูงสุดในของแข็งสําหรับ 
 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบังคับภายในชองการไหล 
 ที่มีครีบระบายความรอนในกรณีคา Re ตาง ๆ กัน 
 

 คาการเคลื่อนตัวสูงสุด (m) คาความเคนฟอนมิสเซสสูงสุด (MPa) 

Re = 100 1.927×10-6 0.343 

Re = 200 1.990×10-6 0.318 

Re = 300 2.337×10-6 0.320 
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 จากตัวอยางทั้ง 3 ในบทนี้ก็ไดแสดงใหเห็นถึงการใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
มาประยุกตใช เพ่ือการวิเคราะหรวมกันระหวางปญหาของไหล ของแข็ง และการถายเทความ
รอน ซึ่งเปนการรวมองคความรูในหลาย ๆ ดานมาทําการวิเคราะหพรอมกัน สวนในบทตอไปจะ
กลาวถึงเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต และตัวอยางการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตเขากับการวิเคราะหปญหา และทําใหไดผลการคํานวณที่มีความถูกตองมากยิ่งขึ้น 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 8 
เทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนต 

 
ในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะเร่ิมตนจากการแบง

พ้ืนที่ภายในโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ แลวทําการคํานวณหาคาตัวไมรูคาที่จุด
ตอของเอลิเมนตนั้น ๆ ดังน้ันถาเราใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กมากเทาไร จุดตอตาง ๆ ที่เปน
ตัวแทนของตําแหนงที่จะทําการคํานวณก็จะอยูใกลกันมากขึ้นเทานั้น ซึ่งจะเปนผลทําใหคําตอบ
ที่ไดมีความถูกตองมากยิ่งขึ้น แตการใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากตลอดภายในโดเมนของ
ปญหาจะทําใหตองใชเวลาในการคํานวณและจํานวนหนวยความจํา (RAM) จํานวนมาก และ
อาจทําใหเครื่องคอมพิวเตอรที่มีจํานวนหนวยความจําที่จํากัดนั้นไมสามารถใชวิเคราะหปญหา
ได ดังน้ันหากเราสามารถเลือกใชเอลิเมนตขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณที่เหมาะสมก็จะทําใหลด
จํานวนจุดตอที่ตองทําการคํานวณลง แตในการวิเคราะหปญหาการไหลโดยทั่ว ๆ ไปนั้นเราไม
สามารถที่จะทราบผลเฉลยแมนตรงได จึงไมอาจทราบวาในบริเวณใดควรใชเอลิเมนตขนาดเล็ก 
และในบริเวณใดที่สามารถใชเอลิเมนตที่มีขนาดใหญได จึงตองอาศัยโปรแกรมคอมพิวเตอร
สําหรับปรับขนาดของเอลิเมนตใหมีขนาดที่เหมาะสม [19] โดยในบทนี้จะไดกลาวถึงหลักการ
ของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ และขั้นตอนในการนําไปประยุกตใชกับไฟไนต    
เอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นเพื่อวิเคราะหปญหาตาง ๆ 

 

8.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 

หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ คือ จะทําการปรับใช
เอลิเมนตที่มีขนาดเล็กในบริเวณที่มีคาการเปลี่ยนแปลงของความชันของคําตอบสูง และปรบัใช
เอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณอื่น โดยหลักการหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนงตางๆ
ดังกลาวจะอาศัยแนวคิดที่กําหนดใหคาความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลยแมนตรงมีคาเทากัน
ตลอดทั้งโดเมน [9] เชนถาเราสนใจคาของตัวแปร φ  ในโดเมนการไหลใน 1 มิติ คาความคลาด
เคลื่อนที่ตําแหนงใด ๆ จะมีคาดังนี้ 

คาความคลาดเคลื่อน  =  2

2
2

x
h

∂
∂ φ   =  คาคงที่     (8.1) 

สําหรับการวิเคราะหปญหาใน 2 มิติ จะมีพจนอนุพันธอันดับ 2 หลายพจนดังนี้ 
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 กอนนําคาอนุพันธอันดับ 2 มาใชจะตองปรับคาดังกลาว โดยอาศัยหลักการหา
คาความเคนในแนวแกนหลกัในวิชากลศาสตรของแข็ง [11] 

       ⎥
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yxy
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                ⎥
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0
    (8.2) 

โดย xσ  คือความเคนในแนวแกน x, yσ  คือความเคนในแนวแกน y, xyτ  คือ
ความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน y, yxτ  คือความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน x, Xσ  
คือความเคนในแนวแกนหลัก X และ Yσ  คือความเคนในแนวแกนหลัก Y ซึ่งหากประยุกตเขา
กับปญหาใน 2 มิติ จะไดวา 
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และมุมระหวางแนวแกนหลัก X-Y กับแนวแกน x-y หาไดจาก 
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ดังนั้นคาความคลาดเคลื่อนของปญหาใน 2 มิติ คือ 

 1
2
1 λh    =   2

2
2 λh    =   คาคงที่    (8.3) 

โดย h1 คือความยาวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X, h2 คือความยาวเอลิเมนตในแนวแกน
หลัก Y ดังแสดงในรูปที่ 8.1 และ  

 ,2

2

1 X∂
∂

=
φλ  2

2

2 Y∂
∂

=
φλ  
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รูปที่ 8.1 แสดงการวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลักทั้งสอง (X, Y) 

 
 การหาคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของจุดตอใด ๆ เชน x∂∂φ เปนตน จะหาไดจาก
การรวมคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของเอลิเมนตที่ลอมรอบจุดตอน้ัน ดังแสดงในรูปที่ 8.2 การหาคา
อนุพันธดันดับที่ 1 ของจุดตอ j จะรวมคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม 6        
เอลิเมนต ดังนี้ [9] 

 
e
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ji X
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Ω ∫∫
ΩΩ

φφ     (8.4) 

โดย  Ni และ Nj คือฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต 

 
jX ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂φ   คือ คาอนุพันธอันดับที่ 1 ของคาตัวแปรที่พิจารณาที่จุดตอ j 
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รูปที่ 8.2 ตวัอยางการวางตวัของเอลิเมนตสามเหลี่ยมลอมจุดตอ j ใด ๆ 

x 

y 

X 

Y 

h2

h1

1 

2 

3 4 

5 

6 

j 
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 หากเราประยุกตวิธีโดยชัดแจง (explicit algorithm) เขากับสมการ (8.4) ทํา
ให ∫

Ω

ΩdNN ji  อยูในรูปแบบรวมตัวที่จุดตอ (lumped mass matrix) ดังนั้น 
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โดย ∫
Ω

Ω= dNNM jiij  เม่ือ i = j 

  0=  เม่ือ i ≠ j 

เราสามารถประยุกตในทํานองเดียวกันกับคาอนุพันธอันดับ 2 ไดดังนี้ 
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โดย 
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2φ   คือ คาอนุพันธอันดับที่ 2 ของคาตัวแปรที่พิจารณาที่จุดตอ j 
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 ดังน้ันเม่ือใชสมการ (8.5) และ (8.6) เราจะสามารถหาคา 1λ  ในสมการ (8.3) 
ได และในทํานองเดียวกันก็จะสามารถหาคา 2λ  ไดเชนกัน 
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คาอนุพันธอันดับสองของคาความหนาแนนที่หาไดในสมการ (8.7) และ (8.8) จากการจัดแบงเอ
ลิเมนตครั้งลาสุด จะถูกนําไปใชตอไปเพื่อทําการแบงเอลิเมนตครั้งใหมโดยอัตโนมัติ เราจะ
กําหนดขนาดเอลิเมนตที่นอยที่สุด (hmin) สําหรับการสรางเอลิเมนตใหม ซึ่งจะเปนตําแหนงที่
เกิดคาอนุพันธอันดับสองสูงสุดดวยตามขอกําหนดที่จะใหคาความคลาดเคลื่อนเทากันตลอดทั้ง
โดเมนการไหล ดังแสดงในสมการ (8.3) ดังนั้น 

 === 2
2
21

2
1max

2
min λλλ hhh คาคงที่    (8.9) 
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โดย   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
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= 2

2

2

2

max ,max
YX
φφλ  

 และเราสามารถกําหนดขนาดเอลิเมนตที่ยาวที่สุด (hmax) ไดเชนกัน หาก
ตําแหนงใดมีการคํานวณตามสมการ (8.9) แลวไดคาความยาวเอลิเมนตที่ยาวกวา hmax ก็จะ
ปรับใหคาความยาวเอลิเมนตมีคาเทากับ hmax แทน 

 บางครั้งในการแบงเอลิเมนตเราจะพบวาเอลิเมนตบางตําแหนงจะไดคา
อัตราสวนระหวางความยาวเอลิเมนตทั้งสองดาน (stretching parameter, si) มีคามากจนเกิน 
ไป จึงควรกําหนดคาอัตราสวนสูงสุดไวอยางเหมาะสม (Smax) หากตําแหนงใดมีคา si มากกวา 
(Smax) ก็จะถูกปรับคาใหเทากับ Smax แทน 

 
2

1

1

2

λ
λ

==
h
h

si   (8.10) 

 

8.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต 

ในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับการวิเคราะห
ปญหาตาง ๆ จะมีโปรแกรมที่เกี่ยวของ 3 โปรแกรมดวยกันดังนี้ 

1. โปรแกรม BUILT 

โปรแกรม BUILT เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยม ซึ่งจะรับขอมูลที่กําหนดพื้นผิวและขอบเขตของปญหาจากผูใช
รวมทั้งขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมจากโปรแกรม SPACE 

2. โปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหา 

เปนโปรแกรมที่ใชวิเคราะหปญหาเพื่อหาคาของตัวแปรที่ไมทราบคาที่ตองการ 
โดยขอมูลของตัวแปรไมทราบคาที่คํานวณไดจะถูกนําไปใชในการคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่
เหมาะสมโดยโปรแกรม SPACE 

3. โปรแกรม SPACE 

โปรแกรม SPACE เปนโปรแกรมที่ใชคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมบน
โดเมนของปญหาดังที่ไดอธิบายในหัวขอ 8.1 โดยการรับขอมูลทั้งจากผูใชเปนผูกําหนดคาตัว
แปรตาง ๆ ที่จําเปน และขอมูลที่คํานวณไดจากขอ 2 โดยผลการคํานวณจะถูกใชเปนขอมูล
นําเขาในโปรแกรม BUILT เพ่ือสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตตอไป 
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รายละเอียดของโปรแกรม BUILT และ SPACE ที่อยูในรูปแบบของภาษา
ฟอรแทรน (FORTRAN) สามารถศึกษาไดจากหนังสืออางอิง [20] 

 

8.3 ข้ันตอนในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 

ในหัวขอน้ีจะไดนําเสนอขั้นตอนในการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติเขากับการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว โดยใชโปรแกรมทั้ง 
3 ที่ไดกลาวในหัวขอ 8.3 ซึ่งมีขั้นตอนดังตอไปน้ี 

1. สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดของเอลิเมนตเทา ๆ กัน และ
กระจายตัวอยางสม่ําเสมอตลอดขอบเขตของปญหา โดยใชโปรแกรม BUILT 

2. ใชโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหา เพ่ือหาคาตัวแปรที่ไมทราบคาโดยใช
แบบจําลองที่ไดจากโปรแกรม BUILT ในขั้นตอนที่ 1 

3. ใชโปรแกรม SPACE ในการหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมโดยใชผล
ของความเร็วที่คํานวณไดในขั้นตอนที่ 2 เปนตัวกําหนด  

4. สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้งโดยใชผลของขนาดเอลิเมนตที่ได
จากขั้นตอนที่ 3 แลวทําการวิเคราะหปญหาอีกครั้งโดยใชแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ผานการ
ปรับขนาดเอลิเมนตครั้งแรกมาแลว 

นําผลที่ไดในขั้นตอนที่ 4 มาเปรียบเทียบกับผลที่ไดในครั้งกอนหนาวาคาของ
ตัวแปรที่ไมทราบคาตาง ๆ มีความแตกตางหรือมีการเปลี่ยนแปลงไปมากนอยเทาไร ถามีความ
แตกตางกันคอนขางมากแสดงวาขนาดเอลิเมนตใหมที่ไดยังไมเหมาะสม จะตองนําคําตอบที่ได
ในคร้ังหลังน้ีไปใชหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมใหมในขั้นตอนที่ 3 ทําเชนนี้เรื่อยไปจนการ
เปลี่ยนแปลงของคําตอบที่ไดมีการเปลี่ยนแปลงนอยมากหรือไมเปลี่ยนแปลงเม่ือเทียบกับผล
คําตอบที่ไดครั้งกอน 
 

8.4 ตัวอยางการวิเคราะหปญหาการพาดวยเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 

 8.4.1 ปญหาการพาที่ทํามุมเอียง (advection skew to the mesh) 

 ในหัวขอน้ีจะแสดงตัวอยางการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตกับ
ปญหาที่มีพจนการพา โดยจะเริ่มจากการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตเขากับการ
แกปญหาการพาที่ทํามุมเอียง ซึ่งลักษณะของปญหาไดแสดงไวในรูปที่ 3.8 ในการวิเคราะห
ปญหาจะใชโปรแกรมจากบทที่ 3 รวมกับโปรแกรม BUILT และ SPACE โดยมีขั้นตอนในการ
วิเคราะหเปนลําดับดังนี้ 

 เร่ิมตนจากการใชโปรแกรม BUILT เพ่ือสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มี
ขนาดสม่ําเสมอ โดยรูปแบบของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม BUILT สามารถศึกษาได
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จากหนังสืออางอิง [20] และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนของปญหานี้ไดแสดงในรูปที่ 
8.3 ซึ่งประกอบไปดวย 2782 จุดตอ 5357 เอลิเมนต 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 8.3 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตนสําหรับปญหาการพาที่ทํามุมเอียง 
 
จากนั้นทําการวิเคราะหปญหาโดยใชรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังรูปที่ 8.3 ซึ่งผลการ
กระจายตัวของตัวแปรไมทราบคา, φ ในสมการ (3.23) ไดแสดงในรูปที่ 8.4 

 

 

 

 
 
 
 
 
รูปที่ 8.4 การกระจายตวัของตัวแปรไมทราบคา (φ ) สําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลเิมนตเริ่มตน 

 
จากนั้นนําผลลัพธที่ไดไปทําการปรับขนาดเอลิเมนตดวยโปรแกรม SPACE สุดทายทําการสราง
รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดแลวดวยโปรแกรม BUILT อีกครั้ง โดยแบบจําลองไฟไนต   
เอลิเมนตของการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1 นี้ไดแสดงในรูปที่ 8.5ก ซึ่งประกอบไปดวย 505 
จุดตอ 953 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดงในรูปที่ 8.5ข ซึ่งจะเห็นไดวา
ผลลัพธที่ไดมีความถูกตองมากกวาการใชเอลิเมนตขนาดสม่ําเสมอตลอดทั้งขอบเขต 
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รูปที่ 8.5 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1 
 และการกระจายตัวของตวัแปรที่ไมทราบคาที่คํานวณได 
 
และเม่ือทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 จะไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 
8.6ก ซึ่งประกอบไปดวย 1227 จุดตอ 2387 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดง
ในรูปที่ 8.6ข ซึ่งไดผลลัพธที่มีความถกูตองมากยิ่งขึ้น 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.6 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 
 และการกระจายตัวของตวัแปรที่ไมทราบคาที่คํานวณได 
 
จากนั้นทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งสุดทาย ซึ่งทําใหไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดัง
แสดงในรูปที่ 8.7ก ซึ่งประกอบไปดวย 3733 จุดตอ 7375 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูป
แบบจําลองนี้ไดแสดงในรูปที่ 8.7ข ซึ่งไดผลลัพธที่มีความถูกตองเปนอยางมากเมื่อเทียบกับการ
ใชเอลิเมนตที่มีขนาดสม่ําเสมอ 
 
 

(ก) (ข) 

(ก) (ข) 
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รูปที่ 8.7 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 3 
 และการกระจายตัวของตวัแปรที่ไมทราบคาที่คํานวณได 
 

  รูปที่ 8.8 แสดงผลการเปรียบเทียบคาของคําตอบที่คํานวณไดจากระเบียบวิธี
สตรีมไลนอัปวินดกับผลเฉลยแมนตรง ที่ตําแหนง y = 1 ซึ่งจะเห็นไดวาผลลัพธที่ไดหลังจากทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตแลวมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 8.8 การเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณโดยใชรูปแบบไฟไนตเอลเิมนตเริ่มตน 
 และจากรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ทําการปรับขนาดกับผลเฉลยแมนตรง 

(ก) (ข) 
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 8.4.2 กรณีทดสอบของสมิทธและฮัตตัน (Smith and Hutton test case) 

 ในตัวอยางนี้เปนการทดสอบเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตกับปญหาที่มีพจน
การพา โดยประยุกตกับกรณีทดสอบของสมิทธและฮัตตัน ซึ่งลักษณะของปญหาไดแสดงไวใน
รูปที่ 3.12 สําหรับขั้นตอนในการวิเคราะหจะเร่ิมจากการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาด
สม่ําเสมอดังแสดงในรูปที่ 8.9ก สวนลกัษณะการกระจายตัวของตัวแปรไมทราบคาไดแสดงไวใน
รูปที่ 8.9ข 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

รูปที่ 8.9 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตนและ 
 การกระจายตวัของตวัแปรที่ไมทราบคา 
 
จากนั้นนําคาที่คํานวณไดไปทําการปรับขนาดเอลิเมนต ซึ่งรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ได แสดง
ไวในรูปที่ 8.10ก สวนผลลัพธจากการคํานวณโดยใชรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดแลว
แสดงไวในรูปที่ 8.10ข ตามลําดับ และเมื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีกครั้งเพื่อใหผลลัพธที่ได
มีความถูกตองมากยิ่งขึ้น รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธจากการวิเคราะหสําหรับรูปแบบ
ไฟไนตเอลิเมนตที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งสุดทายนี้ไดแสดงในรูปที่ 8.11ก และ 8.11ข 
ตามลําดับ สวนรูปที่ 8.12 แสดงการเปรียบเทียบการกระจายตัวของคา φ ตลอดขอบทางดาน
ออกระหวางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตน และรูปแบบการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งสุดทาย กับ
ผลเฉลยแมนตรง ซึ่งจะเห็นวาเมื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวไดผลลัพธที่ดีขึ้นเปนอยางมาก 
 

(ก) 

(ข) 
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รูปที่ 8.10 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลเิมนตจากการปรบัขนาดเอลิเมนต 
 ครั้งที่ 1 และการกระจายตวัของตวัแปรที่ไมทราบคา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.11 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลเิมนตจากการปรบัขนาดเอลิเมนต 
 ครั้งที่ 2 และการกระจายตวัของตวัแปรที่ไมทราบคา 

(ก) 

(ข) 

(ก) 

(ข) 
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รูปที่ 8.12 การเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณโดยใชรูปแบบไฟไนตเอลเิมนตเริ่มตน 
 และจากรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ทําการปรับขนาดกับผลเฉลยแมนตรง 
 
ซึ่งจากปญหาตัวอยางทั้ง 2 ที่ไดนํามาใชทดสอบนี้จะเห็นไดวาการผสมผสานเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตและวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพ่ือใชแกปญหาพจนการพานั้น สามารถใหผลลัพธที่มี
ความถูกตองเปนที่นาพอใจมาก โดยในสวนถัดไปก็จะนําเทคนิคดังกลาวมาประยุกตใชในการ
วิเคราะหปญหารวมกันระหวางของไหล ของแข็ง และการถายเทความรอน 
 

8.5 การวิเคราะหปญหารวมกันระหวางการไหล อุณหภูมิ และโครงสรางดวยเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนต 

 
 8.5.1  ปญหาการถายเทความรอนในชองการไหลที่มีครีบระบายความรอน 

ลักษณะของปญหาจะเปนชองการไหลยาวซึ่งมีของไหลที่ปรับตัวเต็มที่แลวไหล
เขามาทางดานซาย และภายในชองการไหลนี้จะมีครีบระบายความรอนวางอยูที่ผนังดานลาง
จํานวนสามอัน โดยแตละอันจะมีการผลิตความรอนขึ้นเอง ดังแสดงในรูปที่ 8.13 และรูปดังกลาว
ยังแสดงขนาดพรอมทั้งเง่ือนไขขอบเขตที่ใชในการวิเคราะหดวย สําหรับคุณสมบัติของการไหล
นั้นกําหนดใหของไหลมีคา Re = 100 (คํานวณเทียบกับขนาดชองการไหลเขา) และมีคา Pr = 
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0.7 สวนของแข็งกําหนดใหมีการผลิตความรอนตอปริมาตร Q = 1 และอัตราสวนของ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนระหวางของแข็งและของไหล Ksf = 10 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.13  ลกัษณะปญหาการถายเทความรอนในชองการไหลที่มีครีบระบายความรอน 
 
 การวิเคราะหปญหาจะเริ่มจากการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนประกอบ
ไปดวย 4715 จุดตอ 2260 เอลิเมนต ซึ่งจะเปนเอลิเมนตขนาดคอนขางสม่ําเสมอดังแสดงในรูป
ที่ 8.14ก. สวนลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณนั้นไดแสดงในรูปที่ 8.14ข. สวนรูป
ที่ 8.15(ก-ข) จะแสดงภาพขยายบริเวณครีบระบายความรอน หรือภายในกรอบเสนประของรูปที่ 
8.14(ก-ข) 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 8.14  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเิริ่มตนและการกระจายตวัของอุณหภูมิสําหรับ 
 ปญหาการถายเทความรอนในชองการไหลที่มีครบีระบายความรอน 
 
เม่ือไดผลการวิเคราะหมาแลว ก็นําเอาคาผลลัพธที่ไดมาใชในการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1 
ซึ่งรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตของการปรับขนาดครั้งที่ 1 นี้แสดงในรูปที่ 8.16ก. สวนผลลัพธของ
การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับการปรับขนาดครั้งที่ 1 นี้ไดแสดงในรูปที่ 8.16ข. จากนั้นก็ทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตครั้งตอไป โดยใชผลลัพธที่คํานวณไดจากครั้งกอนหนาเปนเง่ือนไขใน

Not to scale

3 9.5
0.25

0.50.5 1 

Q Q Q 

u, v = 00),1(6)( =−= Tyyyu  

(ก)  รูปแบบไฟไนตเอลเิมนตเริ่มตน 

(ข)  การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตน 
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การปรับขนาดเอลิเมนต ซึ่งรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธการคํานวณของการปรับขนาด
เอลิเมนตครั้งที่ 2 และ 3 ก็ไดแสดงในรูปที่ 8.17(ก-ข) และรูปที่ 8.18(ก-ข) ตามลําดับ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 8.15  ภาพขยายของรปูแบบไฟไนตเอลิมเมนตเริม่ตนและการกระจายตวัของอุณหภูมิ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.16  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 1 และการกระจายตัว 
 ของอุณหภูมิสําหรับปญหาการถายเทความรอนในชองการไหลที่มีครีบ 
 ระบายความรอน 

(ก)  รูปแบบไฟไนตเอลเิมนตจากการปรบัขนาดครั้งที่ 1 

(ข)  การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 1 

(ก)  ภาพขยายรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตน 

(ข)  การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตน 



 108 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.17  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 2 และการกระจายตัว 
 ของอุณหภูมิสําหรับปญหาการถายเทความรอนในชองการไหลที่มีครีบ 
 ระบายความรอน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.18  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 3 และการกระจายตัว 
 ของอุณหภูมิสําหรับปญหาการถายเทความรอนในชองการไหลที่มีครีบ 
 ระบายความรอน 
 
สําหรับภาพขยายภายในกรอบเสนประของรูปที่ 8.18(ก-ข) ไดแสดงไวในรูปที่ 8.19(ก-ข) ซึ่งจะ
เห็นไดวาเอลิเมนตขนาดเล็กถูกวางตัวอยูในบริเวณที่การเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิสูง สวนเอลิ
เมนตขนาดที่ใหญกวาจะถูกวางอยูในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิต่ํา  
 
 ผลการคํานวณในตัวอยางนี้จะไดนําไปเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ 
Davalath and Bayazitoglu [28] โดยจะทําการเปรียบเทียบการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ผิว
ของครีบระบายความรอนทั้งสาม ดังแสดงในรูปที่ 8.20 จากรูปที่ 8.20 จะเห็นวาเม่ือทําการ
ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตเขากับการคํานวณแลวทําใหไดผลลัพธที่ดีขึ้น โดยไม
ตองลดขนาดเอลิเมนตใหเล็กลงในทุก ๆ สวนของขอบเขตการคํานวณ ทําใหสามารถ
ประหยัดเวลาและจํานวนหนวยความจําที่ตองใชในการคํานวณลงไปได 

(ก)  รูปแบบไฟไนตเอลเิมนตจากการปรบัขนาดครั้งที่ 2 

(ข)  การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 2 

(ก)  รูปแบบไฟไนตเอลเิมนตจากการปรบัขนาดครั้งที่ 3 

(ข)  การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 3 
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รูปที่ 8.19  ภาพขยายของรปูแบบไฟไนตเอลิมเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 3 
 และการกระจายตัวของอุณหภูมิ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.20  เปรียบเทียบการกระจายตวัของอุณหภูมิที่ผิวของครีบระบายความรอนทั้ง 3  
 ระหวางผลของการปรับขนาดเอลิเมนตครัง้ตาง ๆ กับผลการคํานวณของ  
 Davalath and Bayazitoglu 

(ก)  ภาพขยายรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 3 

(ข)  การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดครั้งที่ 3 
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 สุดทายนําผลลัพธที่ไดมาใชเปนเง่ือนไขขอบเขตเพื่อทําการคํานวณหาคาการ
เคลื่อนตัวและคาความเคนที่เกิดขึ้นบนครีบระบายความรอนทั้งสาม โดยรูปที่ 8.21 แสดง
รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตในสวนที่เปนของแข็งที่จะใชในการคํานวณ (ใชรูปแบบไฟไนตเอลิเมนต
จากการปรับขนาดครั้งที่ 3) ซึ่งประกอบไปดวย 3523 จุดตอ 1660 เอลิเมนต โดยกําหนด
คุณสมบัติของของแข็งดังน้ี คาโมดูลัสของความยืดหยุนเทากับ 7×1010 N/m2 คาสัมประสิทธิ์
การขยายตัว 6×10-6/°C คาอัตราสวนปวสซงเทากับ 0.3 และอุณหภูมิขณะที่ไมมีความเคนคือที่ 
0°C  
 

 
 
 
 
 

รูปที่ 8.21  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตของครีบระบายความรอนทั้งสามและเงื่อนไขขอบเขต 
 สําหรับปญหาการถายเทความรอนในชองการไหลที่มีครีบระบายความรอน 
 
จากน้ันทําการวิเคราะหเพ่ือหาคาการเคลื่อนตัว แลวทําการคํานวณหาคาความเคนตามลําดับ 
รูปที่ 8.22 แสดงการกระจายตัวของคาความเคนฟอนมิสเซสบนครีบระบายความรอนทั้งสาม 
โดยมีคาสูงสุดเทากับ 248 kPa สวนรูปที่ 8.23 นั้นแสดงเวกเตอรการเคลื่อนตัวของแตละจุดตอ 
โดยคาการเคลื่อนตัวสูงสุดมีคาเทากับ 5.9×10-7 m  
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 8.22  การกระจายตวัของคาความเคนฟอนมิสเซส (kPa) บนครีบระบายความรอนทั้งสาม 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.23  เวกเตอรแสดงการเคลื่อนตัวของแตละจุดตอบนครีบระบายความรอนทั้งสาม 

167

140 248221 

194

11285 
58 

31 
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 จากตัวอยางในบทนี้ไดแสดงจะเห็นถึงความสามารถในการใชระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตมาประยุกตใชตั้งแตการแกปญหาของพจนการพา หรือการวิเคราะหปญหารวมกัน
ระหวางของไหล ของแข็ง และการถายเทความรอน ทําใหสามารถเขาใจถึงพฤติกรรมที่มีผล
เกี่ยวของกันของปญหาทั้งสามสาขาไดเปนอยางดี อีกทั้งเม่ือมีการประยุกตใชเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตเขากับการวิเคราะหปญหาก็ทําใหไดผลลัพธที่มีความถูกตองมากยิ่งขึ้น โดย
เทคนิคดังกลาวจะจัดวางเอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของคําตอบสูง และ
วางเอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณอื่น ทําใหสามารถหลีกเลี่ยงการใชเอลิเมนตขนาดเล็ก ๆ 
ตลอดทั้งขอบเขตของปญหาได ซึ่งเปนการลดจํานวนหนวยความจําที่ตองใชและเวลาในการ
คํานวณไดเปนอยางมาก 
 
 
 



บทที่ 9 
บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 

9.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธนี้เนนการสรางวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการคํานวณพจนการพา
โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ และใชวิธีดังกลาวในการวิเคราะหปญหารวมกัน
ระหวางของไหล ของแข็งและการถายเทความรอน ซึ่งในสวนของปญหาการไหลนั้นจะ
กําหนดใหเปนการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไมไดในสองมิติเทานั้น สวนปญหาในของแข็งน้ันจะ
กําหนดใหเปนปญหาความเครียดระนาบเพื่อใหสอดคลองกับปญหาในสองมิติ 

ในการวิเคราะหปญหารวมกันระหวางของไหล ของแข็งและการถายเทความ
รอนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจําเปนที่จะตองมีความรูพ้ืนฐานในเรื่องของสมการเชิง
อนุพันธที่เกี่ยวของ ดังน้ันในบทที่ 2 จึงไดแสดงถึงระบบสมการเชิงอนุพันธสําหรับปญหาการ
ไหลในสองมิติ ซึ่งประกอบไปดวยสมการเชิงอนุพันธทั้งหมด 4 สมการ ไดแก สมการอนุรักษ
มวล สมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y และสมการอนุรักษพลังงาน ตามลําดับ 
จากนั้นก็แสดงถึงสมการเชิงอนุพันธของปญหาการถายเทความรอน และการหาคาความเคนอัน
เน่ืองมาจากอุณหภูมิภายในของแข็ง แตในการวิเคราะหปญหาการไหลโดยทั่ว ๆ ไปน้ันมีความ
ยุงยากซับซอนเปนอยางมาก ซึ่งปญหาสําคัญประการหนึ่งที่ทําใหเกิดความยุงยากในการ
วิเคราะหปญหาการไหลก็คือความมีลักษณะไมเชิงเสนของพจนการพาในสมการอนุรักษ
โมเมนตัมน่ันเอง ซึ่งในบทที่ 3 จะทําการอธิบายถึงรายละเอียดของวิธีสตรีมไลนอัปวินดที่
ประดิษฐขึ้นสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ ซึ่งเปนวิธีที่ใชในการคํานวณพจนการพา 
จากตัวอยางที่ไดนํามาทดสอบแสดงใหเห็นวาระเบียบวิธีดังกลาวไมทําใหเกิดการสั่นของคําตอบ
และใหผลลัพธเปนที่นาพอใจ สําหรับบทที่ 4 จะเปนการแสดงขั้นตอนในการประดิษฐสมการ   
ไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธของปญหาการไหล พรอมทั้งนําระเบียบวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินดที่ไดอธิบายไวในบทท่ี 3 มาใชในการคํานวณพจนการพา 
จากนั้นไดประยุกตใชขั้นตอนการคํานวณแบบแยกกัน (segregated method) เปนผลทําใหไม
ตองทําการแกระบบสมการขนาดใหญพรอม ๆ กัน อีกทั้งระเบียบวิธีที่ใชในการวิเคราะหปญหา
การไหลที่นําเสนอในวิทยานิพนธนี้ยังสามารถที่จะใชฟงกชันการประมาณภายในของความเร็ว
และความดันที่อันดับเทากันได (equal-order interpolation function) ทําใหการประดิษฐเอลิ
เมนตเมตริกซและไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรสามารถที่จะทําความเขาใจไดโดยงาย 
สําหรับเอลิเมนตเมตริกซที่ถูกสรางขึ้นในบทนี้จะอยูในรูปแบบที่สามารถนําไปประดิษฐเปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง  

ในบทที่ 5 เปนการอธิบายโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น โดยนําเสนอถึง
รูปแบบของไฟลขอมูลเขาที่จะตองเตรียมเพ่ือทําการคํานวณ จากนั้นโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
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อธิบายในบทที่ 5 นี้ก็ไดรับการตรวจสอบความถูกตองในบทที่ 6 โดยนําผลลัพธที่ไดจากการ
วิเคราะหดวยไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง หรือ
ปญหาที่มีผูทําการคํานวณมากอน โดยปญหาที่นํามาใชในการตรวจสอบประกอบไปดวยปญหา
ทั้งหมด 4 ปญหา ไดแก ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานพรอมการถายเทความรอนกับ
โครงสราง ปญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน ปญหาแผน
สี่เหลี่ยมที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงเชิงเสนตามความยาว และปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิ
เปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี หลังจากมีความมั่นใจในความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นแลว 
จึงนําไปวิเคราะหปญหารวมกันระหวางของไหล ของแข็งและการถายเทความรอน ดังแสดงใน
บทที่ 7 โดยปญหาที่นํามาทําการวิเคราะหมีทั้งหมด 3 ปญหาดวยกัน คือ ปญหาการไหลแบบ
สวนทางภายในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปด
สี่เหลี่ยมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน และปญหาการพาความรอนแบบอิสระและแบบบังคับ
ภายในชองการไหลที่มีครีบระบายความรอน 

สุดทายในบทที่ 8 ไดนําเอาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตมาประยุกตใชกับ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้น ซึ่งจะเร่ิมจากการทดสอบการใชเทคนิคดังกลาวมาใช
รวมกับวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพ่ือคํานวณปญหาที่มีพจนการพาเพียงอยางเดียวซึ่งใหผลเปนที่นา
พอใจอยางมาก จากนั้นจึงไดนําเทคนิคนี้ไปประยุกตเขากับการวิเคราะหปญหารวมกันระหวาง
ของไหล ของแข็งและการถายเทความรอน โดยผลของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตกับ
การวิเคราะหปญหาน้ันพบวา สามารถทําใหผลลัพธที่ไดจากการคาํนวณมีความถูกตองมากขึ้น 
โดยไมตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากตลอดทั้งขอบเขตการคํานวณ ซึ่งทําใหมี
ประสิทธิภาพในการวิเคราะหปญหามากขึ้น  

กลาวโดยสรุปก็คือระเบียบวิธีตาง ๆ ที่ไดแสดงในวิทยานิพนธนี้สามารถที่จะ
ชวยลดเวลาในการคํานวณและจํานวนหนวยความจําบนเครื่องคอมพิวเตอรไดเปนอยางดี เม่ือ
เทียบกับการใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอดังเชนในอดีต  

9.2 ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ 

ปญหาสําคัญที่พบในขณะทําวิทยานิพนธก็คือ การประดิษฐระเบียบวิธีสตรีม
ไลนอัปวินดโดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอที่ใชสําหรับคํานวณพจนการพา ซึ่งการ
ประดิษฐวิธีดังกลาวจําเปนตองพิจารณาเงื่อนไขตาง ๆ ที่อาจจะเกิดขึ้นจากการไหลภายในเอลิ
เมนตแตละเอลิเมนตใหครบถวน เพราะเปนสวนสําคัญที่จะทําใหการวิเคราะหปญหาที่มีพจน
การพานี้มีความสะดวกมากยิ่งขึ้น เพราะระเบียบวิธีดังกลาวจะทําใหสมการที่มีพจนการพาใด ๆ 
ที่จากเดิมมีลักษณะไมเชิงเสน เปลี่ยนเปนสมการเชิงเสนได ซึ่งทําใหไมตองประยุกตระเบียบ
วิธีการทําซ้ําของนิวตันราฟสัน ดังน้ันการทําความเขาใจในขั้นตอนการคํานวณจะเปนไปได
โดยสะดวกมากยิ่งขึ้น  
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9.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวจิัยในอนาคต 

การพัฒนางานวิจัยตอจากวิทยานิพนธนี้มีอยูดวยกันหลายแนวทาง ยกตัวอยาง
เชนการปรับปรุงไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถวิเคราะหปญหาการไหลใน
สภาวะชั่วขณะได (transient problems) หรือในสวนของการวิเคราะหรวมกันระหวางของไหล 
ของแข็งและการถายเทความรอนนั้น อาจจะทําการวิเคราะหโดยสมมติใหของแข็งเกิดการเสียรปู
มากขึ้นจนสงผลตอเน่ืองไปถึงพฤติกรรมการไหล ทําใหเกิดการปฏิสัมพันธกันอยางครบถวน
ระหวางของไหล ของแข็งและการถายเทความรอน สุดทายถามีการปรับปรุงวิธีในการแกระบบ
สมการขนาดใหญใหใชเวลาในการคํานวณนอยลงไดจะทําใหสามารถศึกษาและวิเคราะหปญหา
การไหลที่มีขนาดใหญและมีความซับซอนไดเพ่ิมมากขึ้น 
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ภาคผนวก ก. 
รายละเอียดของโปรแกรมวิเคราะหปญหาการไหล 

และการถายเทความรอน 
 
 
Program FEM 
 
use variable 
use sub 
 
implicit none 
 
call READ_INPUT() 
 
! 
! Start calculation 
! 
do iter = 1,niter 
 
   call SOLVET()               ! Solve for temperature 
   call SOLVEUV()              ! Solve for u & v - velocities 
   call SOLVEP()               ! Solve pressure 
   call UPDATE()               ! Update velocities 
   call ERROR()                ! Compute relative error 
   call BUFFER()               ! Collect result in every iteration  
 
! 
! Write output file if the solution converge 
! 
 
   if(erroru <= tol.OR.errorv <= tol.OR.errorp <= tol.OR.iter == niter) then 
 
      call GETTIM(enhour,enminute,ensecond,enhund) 
      write(6,10) sthour,stminute,stsecond,sthund 
      10 format('  Start time :',3X,I2,':',I2.2,':',I2.2,':',I2.2) 
      write(6,20) enhour,enminute,ensecond,enhund 
      20 format('    End time :',3X,I2,':',I2.2,':',I2.2,':',I2.2) 
 
   call WRITE_OUTPUT()         ! Write output file if meet criteria 
 
   endif 
 
   if(erroru <= tol.OR.errorv <= tol.OR.errorp <= tol.OR.iter == niter) stop 
 
enddo 
 
end program FEM 
 
 
!------------------------------------------------------------------------------- 
 
SUBROUTINE READ_INPUT() 
 
use variable 
 
IMPLICIT NONE 
 
real(8) :: x, y 
 
! 
! Enter input file name 
!  
WRITE(6,10) 
10 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
READ(5,*) name1 
 
OPEN(UNIT=7, FILE=name1, STATUS='OLD', ACTION='READ', IOSTAT=ierror) 
 
CALL GETTIM(sthour,stminute,stsecond,sthund) 
 
! 
! Read input data 
! 
READ(7,*) nlines 
DO i = 1,nlines 
   READ(7,1) text 
   1 FORMAT(20A4) 
END DO 
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READ(7,1) text 
READ(7,*) npoi, nelem, nbou, nflux, niter, tol 
 
ALLOCATE( intmat(nelem,6),  intbou(nelem,3), coord(npoi,2)   ) 
ALLOCATE( sysk(npoi,npoi), intbouq(nflux,3), nodeid(nflux)   ) 
ALLOCATE(  ibcu(npoi),  ibcv(npoi),   ibcp(npoi),  ibct(npoi),  ibce(nelem)) 
ALLOCATE(     u(npoi),     v(npoi),      p(npoi),     t(npoi)) 
ALLOCATE(  uold(npoi),  vold(npoi),   pold(npoi),  told(npoi)) 
ALLOCATE(    ru(npoi),    rv(npoi),   uhat(npoi),  vhat(npoi)) 
ALLOCATE(    kp(npoi),  vsum(npoi), areavg(npoi),    qb(npoi)) 
ALLOCATE( sysrx(npoi), sysry(npoi),   sysr(npoi)) 
ALLOCATE(bflux(nflux), esup2(npoi+1), chke(nelem), elemq(nflux)) 
 
allocate( tbar(npoi),  digt(npoi),   pbar(npoi), digp(npoi), sysa(npoi)) 
allocate( unew(npoi),  vnew(npoi),   pnew(npoi),  tnew(npoi)) 
allocate(   EE(npoi),    PP(npoi),  EEnew(npoi), PPnew(npoi), EB(npoi)) 
allocate(sysrold(npoi), EKP(npoi), comb(nelem)) 
 
 
! 
! Read fluid properties 
! 
READ(7,1) text 
READ(7,*) den, vis, expan, spec, conds, condf, tref 
 
! 
! Read nodal coordinates, boundary conditions, their values 
! 
READ(7,1) text 
  
DO ip = 1,npoi 
   READ(7,*) i,ibcu(i),ibcv(i),ibcp(i),ibct(i),(coord(i,k),k=1,2),u(i),v(i),p(i),t(i) 
   IF(i /= ip) WRITE(6,40) ip 
   40 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ip) STOP 
END DO 
 
! 
! Read element nodal connection 
! 
READ(7,1) text 
  
DO ie = 1,nelem 
   READ(7,*)  i, chke(i), (intmat(i,j),j=1,6) 
   ibce(i) = 0 
   IF(i /= ie) WRITE(6,50) ie 
   50 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ie) STOP 
END DO 
 
! 
! Read inflow boundary element 
! 
READ(7,1) text 
  
IF(nbou /= 0.) THEN 
   DO ie = 1,nbou 
      READ(7,*)  i, (intbou(i,j),j=1,3) 
      IF(i /= 0) ibce(i) = 1 
   END DO 
END IF 
 
! 
! Read boundary for compute flux 
! 
READ(7,1) text 
  
IF(nflux /= 0.) THEN 
   DO i = 1,nflux 
      READ(7,*)  elemq(ie), (intbouq(ie,j),j=1,3) 
   END DO 
END IF 
 
CLOSE(UNIT=7, STATUS='keep') 
 
! 
! Print out title 
! 
WRITE(6,60) npoi, nelem, NITER, tol 
60 FORMAT(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,    & 
            '      NUMBER OF NODES              =', I6, /,    & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /,    & 
            '      NUMBER OF MAX. ITERATION     =', I6, /,    & 
            '      SPECIFIED STOPPING TOLERANCE =', E10.5 ,/) 
 
END SUBROUTINE READ_INPUT 
 
!------------------------------------------------------------------------------- 
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SUBROUTINE SOLVET()  ! Subroutine for solve Temperature 
 
use variable 
implicit none  
 
REAL(8)                 ::   sum, error,    x, y 
REAL(8), DIMENSION(6,6) :: adifx, adify, acov, A, AT 
real(8), dimension(6)   :: ele, bc, tb 
real(8), dimension(3,3) :: G 
real(8), dimension(6,3) :: B, C, AX, AXG 
real(8), dimension(3,6) :: XT, XA 
integer(4)              :: it, nniter 
integer(4)              :: nm, ic, ir, ieq 
                                                                                                   
nniter = 10 
told = t 
 
loop : do it = 1,nniter 
 
sysr = 0.   
tbar = 0. 
digt = 0. 
   A = 0. 
 
A(1,1) =  1. 
A(2,2) =  1. 
A(3,3) =  1. 
A(4,4) =  4. 
A(5,5) =  4. 
A(6,6) =  4. 
A(1,5) = -1. 
A(1,6) = -1. 
A(2,4) = -1. 
A(2,6) = -1. 
A(3,4) = -1. 
A(3,5) = -1. 
 
! 
! Loop over the number of elements 
! 
 
element : do ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
ll = intmat(ie,4) 
mm = intmat(ie,5) 
nn = intmat(ie,6) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
if(area <= 0.) write(6,5) ie 
5 format(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,              & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
if(area <= 0.) stop  
 
b1 = (yg2 - yg3)/(2.*area) 
b2 = (yg3 - yg1)/(2.*area) 
b3 = (yg1 - yg2)/(2.*area) 
 
c1 = (xg3 - xg2)/(2.*area) 
c2 = (xg1 - xg3)/(2.*area) 
c3 = (xg2 - xg1)/(2.*area) 
 
B = 0. 
C = 0. 
 
B(1,1) = 2.*b1 
B(2,2) = 2.*b2 
B(3,3) = 2.*b3 
B(4,2) = b3 
B(4,3) = b2 
B(5,1) = b3 
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B(5,3) = b1 
B(6,1) = b2 
B(6,2) = b1 
 
C(1,1) = 2.*c1 
C(2,2) = 2.*c2 
C(3,3) = 2.*c3 
C(4,2) = c3 
C(4,3) = c2 
C(5,1) = c3 
C(5,3) = c1 
C(6,1) = c2 
C(6,2) = c1 
 
G(1,1) = area/6. 
G(2,2) = area/6. 
G(3,3) = area/6. 
G(1,2) = area/12. 
G(1,3) = area/12.  
G(2,1) = area/12. 
G(2,3) = area/12. 
G(3,1) = area/12. 
G(3,2) = area/12. 
 
!------------------------------------ 
! Setup [A] matrix: (Diffusion term) 
!------------------------------------ 
adifx = 0. 
adify = 0. 
acov  = 0. 
aele  = 0. 
 
!-------------------------! 
!  Setup [adifx] Matrix:  ! 
!-------------------------! 
AT = transpose(A) 
XT = transpose(B) 
AX = matmul(A,B) 
XA = matmul(XT,AT) 
AXG = matmul(AX,G) 
 
adifx = matmul(AXG,XA) 
 
!-------------------------! 
!  Setup [adify] Matrix:  ! 
!-------------------------! 
XT = transpose(C) 
 
AX = matmul(A,C) 
XA = matmul(XT,AT) 
AXG = matmul(AX,G) 
 
adify = matmul(AXG,XA) 
 
!------------------------------------- 
! Setup [A] matrix: (Convection term) 
!------------------------------------- 
count = 0. 
 
call STREAM(acov) 
 
if(count == 0.) then 
   acov = 0. 
else 
   acov = acov / count 
endif 
 
!--------------------- 
! Setup [r] matrix:  
!--------------------- 
 
rele = 0. 
 
!------------------------------------- 
! Setup [aele] matrix : [adif]+[acov] 
!------------------------------------- 
 
if(chke(ie) == 1) then 
    cond = conds 
else 
    cond = condf 
endif 
 
aele = spec*acov + cond*adifx + cond*adify 
 
!---------- 
! Solve T 
!---------- 
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bc = 0. 
 
ele(1) = t(ii) 
ele(2) = t(jj) 
ele(3) = t(kk) 
ele(4) = t(ll) 
ele(5) = t(mm) 
ele(6) = t(nn) 
 
if (ibct(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibct(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibct(kk) == 1) bc(3) = 1 
if (ibct(ll) == 1) bc(4) = 1 
if (ibct(mm) == 1) bc(5) = 1 
if (ibct(nn) == 1) bc(6) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
outer1: do ieq = 1,6 
       
   if(bc(ieq) == 0) cycle outer1 
 
      inner1: do ir = 1,6 
         if(ir == ieq) cycle inner1 
         rele(ir) = rele(ir) - aele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         aele(ir,ieq) = 0. 
      enddo inner1 
 
      do ic = 1,6 
         aele(ieq,ic) = 0. 
      enddo 
 
   aele(ieq,ieq) = 1. 
   rele(ieq) = ele(ieq) 
 
enddo outer1 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
do i = 1,6 
   sum = 0. 
   do j = 1,6  
      sum = sum + aele(i,j)*ele(j) 
   enddo 
   tb(i) = sum 
enddo 
 
!----------- 
! assemble     
!----------- 
do i = 1,6 
   nm = intmat(ie,i) 
   sysr(nm) =  sysr(nm) + rele(i) 
   tbar(nm) =  tbar(nm) + tb(i) 
   digt(nm) =  digt(nm) + aele(i,i) 
enddo 
 
!----------------------------------------------------------------- 
 
end do element 
 
do i = 1,npoi 
   tnew(i) = 0.8*(t(i) - ((tbar(i)-sysr(i))/digt(i))) + 0.2*t(i) 
enddo 
 
t = tnew 
 
end do loop 
 
end subroutine solvet 
 
!------------------------------------------------------------------------------- 
 
SUBROUTINE SOLVEUV()  ! Subroutine for solve u & v -velocities 
 
use variable 
 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4)              ::  ieq, ic, ir, qq, oo 
REAL(8)                 ::  sum, coef, sumx, sumy 
REAL(8), DIMENSION(6,6) :: adif, acov, axele, ayele, SB, SBA, SC, SCA, A, AT, RG 
real(8), dimension(6,6) :: adifx, adify 
REAL(8), DIMENSION(6)   ::  rpy, rgy, bc, ele, fbx, fby, rpx, pele, tele 
REAL(8), DIMENSION(npoi):: rpsys, fbarx, fbary, fx, fy, digx, digy, rxsys 
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real(8), dimension(3,3) :: G 
real(8), dimension(6,3) :: B, C, AX, AXG, S 
real(8), dimension(3,6) :: XT, XA 
 
rpsys = 0. 
rxsys = 0.   
 sysa = 0. 
   kp = 0.     
 uold = u       
 vold = v       
 
loop1: do qq = 1,2 
 
fbarx = 0. 
fbary = 0. 
   fx = 0. 
   fy = 0. 
 digx = 0. 
 digy = 0.  
    A = 0. 
    S = 0. 
   RG = 0. 
 
A(1,1) =  1. 
A(2,2) =  1. 
A(3,3) =  1. 
A(4,4) =  4. 
A(5,5) =  4. 
A(6,6) =  4. 
A(1,5) = -1. 
A(1,6) = -1. 
A(2,4) = -1. 
A(2,6) = -1. 
A(3,4) = -1. 
A(3,5) = -1. 
 
RG(1,1) =  3. 
RG(2,2) =  3. 
RG(3,3) =  3. 
RG(4,4) =  32. 
RG(5,5) =  32. 
RG(6,6) =  32. 
RG(1,2) = -1. 
RG(1,3) = -1. 
RG(1,4) = -4. 
RG(2,3) = -1. 
RG(2,5) = -4. 
RG(3,6) = -4. 
RG(4,5) =  16.  
RG(4,6) =  16. 
RG(5,6) =  16. 
RG(2,1) = RG(1,2) 
RG(3,1) = RG(1,3) 
RG(3,2) = RG(2,3) 
RG(4,1) = RG(1,4) 
RG(5,2) = RG(2,5) 
RG(6,3) = RG(3,6) 
RG(5,4) = RG(4,5) 
RG(6,4) = RG(4,6) 
RG(6,5) = RG(5,6) 
 
! 
! Loop over the number of elements 
! 
loop2: DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
ll = intmat(ie,4) 
mm = intmat(ie,5) 
nn = intmat(ie,6) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
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IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,              & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = (yg2 - yg3)/(2.*area) 
b2 = (yg3 - yg1)/(2.*area) 
b3 = (yg1 - yg2)/(2.*area) 
 
c1 = (xg3 - xg2)/(2.*area) 
c2 = (xg1 - xg3)/(2.*area) 
c3 = (xg2 - xg1)/(2.*area) 
 
B = 0. 
C = 0. 
 
B(1,1) = 2.*b1 
B(2,2) = 2.*b2 
B(3,3) = 2.*b3 
B(4,2) = b3 
B(4,3) = b2 
B(5,1) = b3 
B(5,3) = b1 
B(6,1) = b2 
B(6,2) = b1 
 
C(1,1) = 2.*c1 
C(2,2) = 2.*c2 
C(3,3) = 2.*c3 
C(4,2) = c3 
C(4,3) = c2 
C(5,1) = c3 
C(5,3) = c1 
C(6,1) = c2 
C(6,2) = c1 
 
G(1,1) = area/6. 
G(2,2) = area/6. 
G(3,3) = area/6. 
G(1,2) = area/12. 
G(1,3) = area/12.  
G(2,1) = area/12. 
G(2,3) = area/12. 
G(3,1) = area/12. 
G(3,2) = area/12. 
 
S(1,1) = -area/60. * ( 2.) 
S(1,2) = -area/60. * (-1.) 
S(1,3) = -area/60. * (-1.) 
S(2,1) = -area/60. * (-1.) 
S(2,2) = -area/60. * ( 2.) 
S(2,3) = -area/60. * (-1.) 
S(3,1) = -area/60. * (-1.) 
S(3,2) = -area/60. * (-1.) 
S(3,3) = -area/60. * ( 2.) 
S(4,1) = -area/60. * ( 4.) 
S(4,2) = -area/60. * ( 8.) 
S(4,3) = -area/60. * ( 8.) 
S(5,1) = -area/60. * ( 8.) 
S(5,2) = -area/60. * ( 4.) 
S(5,3) = -area/60. * ( 8.) 
S(6,1) = -area/60. * ( 8.) 
S(6,2) = -area/60. * ( 8.) 
S(6,3) = -area/60. * ( 4.) 
 
pele(1) = p(ii) 
pele(2) = p(jj) 
pele(3) = p(kk) 
pele(4) = p(ll) 
pele(5) = p(mm) 
pele(6) = p(nn) 
 
!------------------------------------ 
! Setup [A] matrix: (Diffusion term) 
!------------------------------------ 
adifx = 0. 
adify = 0. 
acov  = 0. 
aele  = 0. 
 
!-------------------------! 
!  Setup [adifx] Matrix:  ! 
!-------------------------! 
AT = transpose(A) 
XT = transpose(B) 
AX = matmul(A,B) 
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XA = matmul(XT,AT) 
AXG = matmul(AX,G) 
 
adifx = matmul(AXG,XA) 
 
!-------------------------! 
!  Setup [adify] Matrix:  ! 
!-------------------------! 
XT = transpose(C) 
AX = matmul(A,C) 
XA = matmul(XT,AT) 
AXG = matmul(AX,G) 
 
adify = matmul(AXG,XA) 
 
!------------------------------------- 
! Setup [A] matrix: (Convection term) 
!------------------------------------- 
count = 0. 
 
call STREAM(acov) 
 
if(count == 0.) then 
   acov = 0. 
else 
   acov = acov / count 
endif 
 
!--------------------- 
! Setup [rpx] matrix:  
!--------------------- 
XT = transpose(B) 
 
SB  = matmul(S,XT) 
SBA = matmul(SB,AT) 
 
rpx = matmul(SBA,pele) 
 
!--------------------- 
! Setup [rpy] matrix:  
!--------------------- 
XT = transpose(C) 
 
SC  = matmul(S,XT) 
SCA = matmul(SC,AT) 
 
rpy = matmul(SCA,pele) 
 
!-------------------- 
! Setup [rg] matrix:  
!-------------------- 
coef = den*10.*area 
 
! For Flow without g only  !--------******--------! 
!coef = 0. 
! For Flow without g only  !--------******--------! 
 
tele(1) = t(ii) 
tele(2) = t(jj) 
tele(3) = t(kk) 
tele(4) = t(ll) 
tele(5) = t(mm) 
tele(6) = t(nn) 
 
   rgy = coef*expan*matmul(RG,tele)/180.  
 
rgy(4) = rgy(4) - coef*(1.+expan*tref)/3. 
rgy(5) = rgy(5) - coef*(1.+expan*tref)/3. 
rgy(6) = rgy(6) - coef*(1.+expan*tref)/3. 
 
!---------------- 
! Sum term in y:  
!---------------- 
ryele = rpy + rgy 
rxele = rpx 
 
!------------------------------------- 
! Setup [aele] matrix : [adif]+[acov] 
!------------------------------------- 
axele = acov + vis*adifx + vis*adify 
ayele = axele 
 
if(qq == 1) then 
aele = axele 
 
!---------- 
! Solve U 
!---------- 
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bc = 0. 
 
ele(1) = u(ii) 
ele(2) = u(jj) 
ele(3) = u(kk) 
ele(4) = u(ll) 
ele(5) = u(mm) 
ele(6) = u(nn) 
 
if (ibcu(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcu(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcu(kk) == 1) bc(3) = 1 
if (ibcu(ll) == 1) bc(4) = 1 
if (ibcu(mm) == 1) bc(5) = 1 
if (ibcu(nn) == 1) bc(6) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
outer1: DO ieq = 1,6 
       
   IF(bc(ieq) == 0) CYCLE outer1 
 
      inner1: DO ir = 1,6 
         IF(ir == ieq) CYCLE inner1 
         rxele(ir) = rxele(ir) - axele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         axele(ir,ieq) = 0. 
      END DO inner1 
 
      DO ic = 1,6 
         axele(ieq,ic) = 0. 
      END DO 
 
   axele(ieq,ieq) = 1. 
   rxele(ieq) = ele(ieq) 
 
END DO outer1 
 
!---------- 
! Solve V 
!---------- 
bc = 0. 
 
ele(1) = v(ii) 
ele(2) = v(jj) 
ele(3) = v(kk) 
ele(4) = v(ll) 
ele(5) = v(mm) 
ele(6) = v(nn) 
 
if (ibcv(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcv(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcv(kk) == 1) bc(3) = 1 
if (ibcv(ll) == 1) bc(4) = 1 
if (ibcv(mm) == 1) bc(5) = 1 
if (ibcv(nn) == 1) bc(6) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
outer2: DO ieq = 1,6 
       
   IF(bc(ieq) == 0) CYCLE outer2 
 
      inner2: DO ir = 1,6 
         IF(ir == ieq) CYCLE inner2 
         ryele(ir) = ryele(ir) - ayele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         ayele(ir,ieq) = 0. 
      END DO inner2 
 
      DO ic = 1,6 
         ayele(ieq,ic) = 0. 
      END DO 
 
   ayele(ieq,ieq) = 1. 
   ryele(ieq) = ele(ieq) 
 
END DO outer2 
 
endif 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
 
do i = 1,6 
   sumx = 0. 
   sumy = 0. 
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   do j = 1,6  
      sumx = sumx + axele(i,j)*u(intmat(ie,j)) 
      sumy = sumy + ayele(i,j)*v(intmat(ie,j)) 
   enddo 
   fbx(i) = sumx 
   fby(i) = sumy 
enddo 
 
!----------- 
! assemble     
!----------- 
DO i = 1,6 
   oo = intmat(ie,i) 
 
       fx(oo) =    fx(oo) + rxele(i) 
    fbarx(oo) = fbarx(oo) + fbx(i) 
     digx(oo) =  digx(oo) + axele(i,i) 
 
       fy(oo) =    fy(oo) + ryele(i) 
    fbary(oo) = fbary(oo) + fby(i) 
     digy(oo) =  digy(oo) + ayele(i,i) 
 
   if(qq == 1) then 
          
     sysa(oo) =  sysa(oo) + aele(i,i)   
    rpsys(oo) = rpsys(oo) + rpy(i) 
    rxsys(oo) = rxsys(oo) + rpx(i) 
   endif 
 
END DO 
!------------- 
 
if(qq == 2) then 
kp(ii) = 0.                              !  
kp(jj) = 0.                              ! 
kp(kk) = 0.                              ! Setup kp 
kp(ll) = kp(ll) + (area/(3.*sysa(ll)))   ! 
kp(mm) = kp(mm) + (area/(3.*sysa(mm)))   ! 
kp(nn) = kp(nn) + (area/(3.*sysa(nn)))   !  
endif 
 
END DO loop2 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
if(qq == 1 ) then 
 
do i = 1,npoi 
   unew(i) = 0.5*(u(i) - ((fbarx(i)-fx(i))/digx(i))) + 0.5*u(i) 
   vnew(i) = 0.5*(v(i) - ((fbary(i)-fy(i))/digy(i))) + 0.5*v(i) 
enddo 
 
u = unew 
v = vnew 
endif 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
ru = fbarx - rxsys 
rv = fbary - rpsys 
 
do i = 1,npoi 
   uhat(i) = (-(fbarx(i) - u(i)*sysa(i)) + ru(i))/sysa(i) 
   vhat(i) = (-(fbary(i) - v(i)*sysa(i)) + rv(i))/sysa(i) 
enddo 
 
enddo loop1 
 
END SUBROUTINE SOLVEUV 
 
!------------------------------------------------------------------------------- 
 
SUBROUTINE SOLVEP()  ! Subroutine for solve Temperature 
 
use variable 
 
implicit none  
 
REAL(8)                  ::  sum, sumup, sumdw, error 
integer(4)               :: it, nniter 
real(8)                  :: a, b 
 
 pold = p    
nniter = 100 
check = 1 
 
! Step 2 
call pele() 
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EE = sysr - pbar 
 
! Step 3 
PP = EE 
 
loop : do it = 1,nniter 
 
! Step 4 
check = 0 
call pele() 
 
! Step 5 
sumup = 0. 
sumdw = 0. 
do i = 1,npoi 
   sumup = sumup + EE(i)*PP(i) 
   sumdw = sumdw + EB(i)*PP(i) 
enddo 
 
a = sumup/sumdw 
 
! Step 6 
pnew = p + a*PP 
 
! Step 7 
EEnew = EE - a*EB 
 
! Step 8 
sumup = 0. 
sumdw = 0. 
do i = 1,npoi 
   sumup = sumup + EEnew(i)*EEnew(i) 
   sumdw = sumdw + EE(i)*EE(i) 
enddo 
 
b = sumup/sumdw 
 
! Step 9 
PPnew = EEnew + b*PP 
 
! Step 10 
PP = PPnew 
EE = EEnew 
 
!---------------------------------------- 
sum = 0.  
    
do j = 1,npoi 
   sum = sum + abs(p(j)-pnew(j)) 
enddo 
 
error = sum/npoi 
p = pnew 
if(error <= 1.e-6) exit 
 
!---------------------------------------- 
 
end do loop 
 
do i = 1,npoi 
   IF(ABS(p(i)) <= 1.E-8)  p(i) = 0. 
enddo 
 
END SUBROUTINE SOLVEP 
 
!================================================================= 
subroutine pele() 
 
use variable 
implicit none 
 
REAL(8)                  :: cru, crv, xb1,   xb2,  yb1,  yb2 
REAL(8)                  :: unx, uny, coefp 
REAL(8), DIMENSION(6,6)  :: adifx, adify, A, AT 
REAL(8), DIMENSION(6,3)  :: B, C, AX, AXK  
REAL(8), DIMENSION(6)    :: rpu, rpv, rb 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  :: NK 
real(8), dimension(3,6)  :: XT, XA 
real(8), dimension(3)    :: UHT, VHT 
 
REAL(8)                  :: sum 
 
real(8)                  :: uavg1, uavg2 
real(8)                  :: vavg1, vavg2 
 
real(8), dimension(6)    :: ele, bc, pb, kpele 
integer(4)               :: nm, ic, ir, ieq 
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sysr = 0. 
pold = p 
pbar = 0. 
digp = 0. 
  EB = 0. 
   A = 0. 
 
A(1,1) =  1. 
A(2,2) =  1. 
A(3,3) =  1. 
A(4,4) =  4. 
A(5,5) =  4. 
A(6,6) =  4. 
A(1,5) = -1. 
A(1,6) = -1. 
A(2,4) = -1. 
A(2,6) = -1. 
A(3,4) = -1. 
A(3,5) = -1. 
 
DO ie = 1,nelem  ! Loop over the number of elements: 
 
 rb = 0. 
 
 ii = intmat(ie,1) 
 jj = intmat(ie,2) 
 kk = intmat(ie,3) 
 ll = intmat(ie,4) 
 mm = intmat(ie,5) 
 nn = intmat(ie,6) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,              & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = (yg2 - yg3)/(2.*area) 
b2 = (yg3 - yg1)/(2.*area) 
b3 = (yg1 - yg2)/(2.*area) 
 
c1 = (xg3 - xg2)/(2.*area) 
c2 = (xg1 - xg3)/(2.*area) 
c3 = (xg2 - xg1)/(2.*area) 
 
B = 0. 
C = 0. 
 
B(1,1) = 2.*b1 
B(2,2) = 2.*b2 
B(3,3) = 2.*b3 
B(4,2) = b3 
B(4,3) = b2 
B(5,1) = b3 
B(5,3) = b1 
B(6,1) = b2 
B(6,2) = b1 
 
C(1,1) = 2.*c1 
C(2,2) = 2.*c2 
C(3,3) = 2.*c3 
C(4,2) = c3 
C(4,3) = c2 
C(5,1) = c3 
C(5,3) = c1 
C(6,1) = c2 
C(6,2) = c1 
 
NK(1,1) = (   kp(ll) + 3.*kp(mm) + 3.*kp(nn))*area/45. 
NK(2,2) = (3.*kp(ll) +    kp(mm) + 3.*kp(nn))*area/45. 
NK(3,3) = (3.*kp(ll) + 3.*kp(mm) +    kp(nn))*area/45. 
NK(1,2) = (   kp(ll) +    kp(mm) + 2.*kp(nn))*area/45. 
NK(1,3) = (   kp(ll) + 2.*kp(mm) +    kp(nn))*area/45. 
NK(2,3) = (2.*kp(ll) +    kp(mm) +    kp(nn))*area/45. 
NK(2,1) = NK(1,2) 
NK(3,1) = NK(1,3) 
NK(3,2) = NK(2,3) 
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UHT(1) = ( 2.*uhat(ii) - uhat(jj) - uhat(kk) + 4.*uhat(ll) + 8.*uhat(mm) + 8.*uhat(nn))*area/60. 
UHT(2) = (-1.*uhat(ii) + 2.*uhat(jj) - uhat(kk) + 8.*uhat(ll) + 4.*uhat(mm) + 8.*uhat(nn))*area/60. 
UHT(3) = (-1.*uhat(ii) - uhat(jj) + 2.*uhat(kk) + 8.*uhat(ll) + 8.*uhat(mm) + 4.*uhat(nn))*area/60. 
 
VHT(1) = ( 2.*vhat(ii) - vhat(jj) - vhat(kk) + 4.*vhat(ll) + 8.*vhat(mm) + 8.*vhat(nn))*area/60. 
VHT(2) = (-1.*vhat(ii) + 2.*vhat(jj) - vhat(kk) + 8.*vhat(ll) + 4.*vhat(mm) + 8.*vhat(nn))*area/60. 
VHT(3) = (-1.*vhat(ii) - vhat(jj) + 2.*vhat(kk) + 8.*vhat(ll) + 8.*vhat(mm) + 4.*vhat(nn))*area/60. 
 
!-------------------------- 
! Setup diffusion matrices 
!-------------------------- 
adifx = 0. 
adify = 0. 
aele  = 0. 
 
!-------------------------! 
!  Setup [adifx] Matrix:  ! 
!-------------------------! 
AT  = transpose(A) 
XT  = transpose(B) 
AX  = matmul(A,B) 
XA  = matmul(XT,AT) 
AXK = matmul(AX,NK) 
 
adifx = matmul(AXK,XA) 
 
!------------------- 
! Setup [ru] matrix 
!------------------- 
  rpu = matmul(AX,UHT) 
 
!-------------------------! 
!  Setup [adify] Matrix:  ! 
!-------------------------! 
XT = transpose(C) 
AX = matmul(A,C) 
XA = matmul(XT,AT) 
AXK = matmul(AX,NK) 
 
adify = matmul(AXK,XA) 
 
!------------------- 
! Setup [rv] matrix 
!------------------- 
  rpv = matmul(AX,VHT) 
 
!------------------- 
! Setup [rb] matrix 
!------------------- 
IF(ibce(ie) == 1) THEN 
    ib = intbou(ie,1) 
    jb = intbou(ie,2) 
    kb = intbou(ie,3) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   uavg1 = (u(ib) + u(jb))/2.  
   uavg2 = (u(jb) + u(kb))/2.  
 
   vavg1 = (v(ib) + v(jb))/2.  
   vavg2 = (v(jb) + v(kb))/2.  
 
   IF(ib == ii) THEN 
       rb(1) = (uavg1*unx + vavg1*uny)/2. 
       rb(6) = (uavg1*unx + vavg1*uny)/2. + (uavg2*unx + vavg2*uny)/2. 
       rb(2) = (uavg2*unx + vavg2*uny)/2. 
   ENDIF   
 
   IF(ib == jj) THEN 
       rb(2) = (uavg1*unx + vavg1*uny)/2. 
       rb(4) = (uavg1*unx + vavg1*uny)/2. + (uavg2*unx + vavg2*uny)/2. 
       rb(3) = (uavg2*unx + vavg2*uny)/2. 
   ENDIF   
 
   IF(ib == kk) THEN 
       rb(3) = (uavg1*unx + vavg1*uny)/2. 
       rb(5) = (uavg1*unx + vavg1*uny)/2. + (uavg2*unx + vavg2*uny)/2. 
       rb(1) = (uavg2*unx + vavg2*uny)/2. 
   ENDIF 
 
ENDIF  
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aele = adifx + adify 
rele = rpu + rpv - rb 
 
!---------- 
! Solve P 
!---------- 
bc = 0. 
 
ele(1) = p(ii) 
ele(2) = p(jj) 
ele(3) = p(kk) 
ele(4) = p(ll) 
ele(5) = p(mm) 
ele(6) = p(nn) 
 
if (ibcp(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcp(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcp(kk) == 1) bc(3) = 1 
if (ibcp(ll) == 1) bc(4) = 1 
if (ibcp(mm) == 1) bc(5) = 1 
if (ibcp(nn) == 1) bc(6) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
outer1: do ieq = 1,6 
       
   if(bc(ieq) == 0) cycle outer1 
 
      inner1: do ir = 1,6 
         if(ir == ieq) cycle inner1 
         rele(ir) = rele(ir) - aele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         aele(ir,ieq) = 0. 
      enddo inner1 
 
      do ic = 1,6 
         aele(ieq,ic) = 0. 
      enddo 
 
   aele(ieq,ieq) = 1. 
   rele(ieq) = ele(ieq) 
 
enddo outer1 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
if(check == 1) then 
 
   do i = 1,6 
      sum = 0. 
      do j = 1,6  
         sum = sum + aele(i,j)*p(intmat(ie,j)) 
      enddo 
      pb(i) = sum 
   enddo 
 
   do i = 1,6 
      nm = intmat(ie,i) 
      sysr(nm) = sysr(nm) + rele(i)     
      pbar(nm) = pbar(nm) + pb(i)        
      digp(nm) = digp(nm) + aele(i,i)    
   end do 
 
else 
 
   do i = 1,6 
      sum = 0. 
      do j = 1,6  
         nm = intmat(ie,j) 
         sum = sum + aele(i,j)*pp(nm) 
      enddo 
      kpele(i) = sum 
   enddo 
 
   do i = 1,6 
      nm = intmat(ie,i) 
      EB(nm) = EB(nm) + kpele(i)     
   end do 
 
endif 
 
!----------------------------------------------------------------- 
end do 
 
end subroutine pele 
 
!----------------------------------------------------------------- 
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SUBROUTINE UPDATE()  ! Subroutine for update velocities 
 
use variable 
use sub 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8), DIMENSION(6,6) :: A, AT, SB, SBA, SC, SCA 
REAL(8), DIMENSION(6,3) :: B, C, AX, S 
real(8), dimension(3,6) :: XT, XA 
real(8), dimension(6)   :: pele 
 
 
sysrx = 0.        ! 
sysry = 0.        ! Reset the system of equation  
! uold = u         ! and collect the old value 
! vold = v         !  
 
A = 0. 
S = 0. 
 
A(1,1) =  1. 
A(2,2) =  1. 
A(3,3) =  1. 
A(4,4) =  4. 
A(5,5) =  4. 
A(6,6) =  4. 
A(1,5) = -1. 
A(1,6) = -1. 
A(2,4) = -1. 
A(2,6) = -1. 
A(3,4) = -1. 
A(3,5) = -1. 
 
DO ie = 1,nelem   ! Loop over the number of elements 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
ll = intmat(ie,4) 
mm = intmat(ie,5) 
nn = intmat(ie,6) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
b1 = (yg2 - yg3)/(2.*area) 
b2 = (yg3 - yg1)/(2.*area) 
b3 = (yg1 - yg2)/(2.*area) 
 
c1 = (xg3 - xg2)/(2.*area) 
c2 = (xg1 - xg3)/(2.*area) 
c3 = (xg2 - xg1)/(2.*area) 
 
B = 0. 
C = 0. 
 
B(1,1) = 2.*b1 
B(2,2) = 2.*b2 
B(3,3) = 2.*b3 
B(4,2) = b3 
B(4,3) = b2 
B(5,1) = b3 
B(5,3) = b1 
B(6,1) = b2 
B(6,2) = b1 
 
C(1,1) = 2.*c1 
C(2,2) = 2.*c2 
C(3,3) = 2.*c3 
C(4,2) = c3 
C(4,3) = c2 
C(5,1) = c3 
C(5,3) = c1 
C(6,1) = c2 
C(6,2) = c1 
 
S(1,1) = -area/60. * ( 2.) 
S(1,2) = -area/60. * (-1.) 
S(1,3) = -area/60. * (-1.) 
S(2,1) = -area/60. * (-1.) 
S(2,2) = -area/60. * ( 2.) 
S(2,3) = -area/60. * (-1.) 
S(3,1) = -area/60. * (-1.) 
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S(3,2) = -area/60. * (-1.) 
S(3,3) = -area/60. * ( 2.) 
S(4,1) = -area/60. * ( 4.) 
S(4,2) = -area/60. * ( 8.) 
S(4,3) = -area/60. * ( 8.) 
S(5,1) = -area/60. * ( 8.) 
S(5,2) = -area/60. * ( 4.) 
S(5,3) = -area/60. * ( 8.) 
S(6,1) = -area/60. * ( 8.) 
S(6,2) = -area/60. * ( 8.) 
S(6,3) = -area/60. * ( 4.) 
 
pele(1) = p(ii) 
pele(2) = p(jj) 
pele(3) = p(kk) 
pele(4) = p(ll) 
pele(5) = p(mm) 
pele(6) = p(nn) 
 
!--------------------- 
! Setup [rpx] matrix:  
!--------------------- 
AT = transpose(A) 
XT = transpose(B) 
SB  = matmul(S,XT) 
SBA = matmul(SB,AT) 
 
rxele = matmul(SBA,pele) 
 
!--------------------- 
! Setup [rpy] matrix:  
!--------------------- 
XT = transpose(C) 
SC  = matmul(S,XT) 
SCA = matmul(SC,AT) 
ryele = matmul(SCA,pele) 
 
CALL ASSMUP()    ! Assemble element eq to form system eq 
      
END DO 
 
!------------------------------ 
! Calculate the matrix sysr(i) 
!------------------------------ 
DO i =1,npoi    
   sysrx(i) = sysrx(i)/sysa(i)  
   sysry(i) = sysry(i)/sysa(i) 
END DO 
 
!-------------------------------------- 
! Evaluate the new value of velocities 
!-------------------------------------- 
DO i = 1,npoi 
 
   IF(ibcu(i) == 1) THEN 
        u(i) = uold(i) 
      ELSE 
        u(i) = uhat(i) + sysrx(i) 
   ENDIF 
    
   IF(ABS(u(i)) <= 1.E-8)  u(i) = 0. 
 
   IF(ibcv(i) == 1) THEN 
        v(i) = vold(i) 
      ELSE 
        v(i) = vhat(i) + sysry(i) 
   ENDIF 
    
   IF(ABS(v(i)) <= 1.E-8)  v(i) = 0. 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE UPDATE 
 
!----------------------------------------------------------------- 
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SUBROUTINE ERROR() 
 
use variable 
IMPLICIT NONE 
 
!----------------------- 
! check for convergence 
!----------------------- 
sumu = 0. 
sumv = 0. 
sump = 0. 
sumt = 0. 
 
sumdu = 0. 
sumdv = 0. 
sumdp = 0. 
sumdt = 0. 
 
DO i = 1,npoi 
   sumdu = sumdu + ABS(uold(i)-u(i)) 
   sumu  = sumu  + ABS(u(i)) 
 
   sumdv = sumdv + ABS(vold(i)-v(i)) 
   sumv  = sumv  + ABS(v(i)) 
 
   sumdp = sumdp + ABS(pold(i)-p(i)) 
   sump  = sump  + ABS(p(i)) 
 
   sumdt = sumdt + ABS(told(i)-t(i)) 
   sumt  = sumt  + ABS(t(i)) 
END DO 
 
if(sumv == 0.) then 
    sumv = 1.e-6 
   sumdv = 1.e-6 
endif 
 
if(sump == 0.) then 
    sump = 1.e-6 
   sumdp = 1.e-6 
endif 
 
erroru = sumdu/sumu 
errorv = sumdv/sumv 
errorp = sumdp/sump    
errort = sumdt/sumt    
 
OPEN(UNIT=11, FILE='Error', STATUS='UNKNOWN') 
 
WRITE(6,70)  iter, erroru, errorv, errorp, errort 
WRITE(11,70) iter, erroru, errorv, errorp, errort 
70 FORMAT('iter = ', I4, 2X, E15.9, 2X, & 
          E15.9, 2X, E15.9, 2X, E15.9) 
 
END SUBROUTINE ERROR 
 
!----------------------------------------------------------------- 
 
SUBROUTINE BUFFER() 
 
use variable 
IMPLICIT NONE 
 
OPEN(UNIT=12, FILE='buffer.f06', STATUS='replace') 
 
   WRITE(12,80) 
   80 FORMAT('1 MSC/NASTRAN PAGE',/) 
   WRITE(12,90) 
   90 FORMAT('0') 
   WRITE(12,100) 
   100 FORMAT('  D I S P L A C E M E N T') 
 
   aaa = 0. 
 
   DO i = 1,npoi 
      WRITE(12,110) i, u(i), v(i), aaa, p(i), t(i), qb(i)  
      110 FORMAT(I6,2X,'G', 6E12.4) 
   END DO 
 
   WRITE(12,120) 
   120 FORMAT('0') 
 
CLOSE(UNIT=12, STATUS='keep') 
 
END SUBROUTINE BUFFER 
 
!----------------------------------------------------------------- 
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SUBROUTINE WRITE_OUTPUT() 
 
use variable 
IMPLICIT NONE 
 
WRITE(6,150) 
150 FORMAT(/, ' ENTER THE OUTPUT FILE NAME',/) 
READ(5,'(A)') name2 
 
OPEN(UNIT=8, FILE=name2 , STATUS='NEW', IOSTAT=ierror) 
   
WRITE(8,160) 
160 FORMAT('1 MSC/NASTRAN PAGE',/) 
WRITE(8,170) 
170 FORMAT('0') 
WRITE(8,180) 
180 FORMAT('  D I S P L A C E M E N T') 
 
aaa = 0. 
 
DO i = 1,npoi 
   WRITE(8,190) i, u(i), v(i), aaa, p(i), t(i), aaa  
   190 FORMAT(I6,2X,'G', 6E12.4) 
END DO 
 
WRITE(8,200) 
200 FORMAT('0') 
 
! 
! Create data for remeshing 
! 
WRITE(6,210) 
210 FORMAT(/, ' ENTER THE FILE NAME FOR REMESHING',/) 
READ(5,'(A)') name3 
READ(5,'(A)') name4 
 
OPEN(UNIT=13, FILE=name3 , STATUS='NEW', IOSTAT=ierror) 
OPEN(UNIT=14, FILE=name4 , STATUS='NEW', IOSTAT=ierror) 
   
vsum = SQRT(u*u + v*v) 
 
WRITE(13,220) npoi 
WRITE(14,220) npoi 
220 FORMAT(I5) 
  
DO i = 1,npoi 
   WRITE(13,230) i, t(i) 
   WRITE(14,230) i, vsum(i) 
   230 FORMAT(I5,2X,E12.5) 
END DO 
 
END SUBROUTINE WRITE_OUTPUT 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
 
Module sub 
 
implicit none 
contains 
 
!--------------------------------------------------------------- 
SUBROUTINE ASSMUP() ! Subroutine for assembling in update 
 
use variable 
IMPLICIT NONE 
 
DO i = 1,6 
   ii = intmat(ie,i) 
   sysrx(ii) = sysrx(ii) + rxele(i) 
   sysry(ii) = sysry(ii) + ryele(i) 
END DO 
 
END SUBROUTINE ASSMUP 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
end module sub 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Module variable 
 
implicit none 
 
CHARACTER(len=20)                       :: name1, name2, name3, name4 
 
INTEGER(2)                              :: sthour, stminute, stsecond, sthund   ! Collect Start time 
INTEGER(2)                              :: enhour, enminute, ensecond, enhund   ! Collect End time  
 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: intmat                  ! Node connection on element 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: intbou                  ! Define boundary inflow 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: intbouq                 ! Define boundary heat flux 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: ibcu,   ibcv,  ibcp, ibct ! boundary condition for variable  
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)  :: ibce, nodeid, chke       ! boundary condition  
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:) :: esup1, esup2, elemq       ! for elements surrounding node  
INTEGER(4), DIMENSION(20)               :: text                    ! buffer for reading  
                                             
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)  :: coord                       ! Coordinate of each node  
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)  :: sysk                        ! 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)    :: u,     v,     p,    t       ! Primitive variable      
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)    :: uold,  vold,  pold,   told  ! Primitive variable (old)  
 
real(8), allocatable, dimension(:)      :: unew, vnew, pnew, tnew 
real(8), allocatable, dimension(:)      :: EE, PP, EEnew, PPnew, EB 
 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)      :: ru,    rv,    areavg, qb                
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)      :: uhat,  vhat,  kp,     vsum               
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)      :: sysrx, sysry, sysr,   bflux 
 
real(8), allocatable, dimension(:)      :: tbar, digt, pbar, digp, sysrold, EKP 
 
real(8), allocatable, dimension(:)      :: sysa, comb 
                                                                                  
INTEGER(4)                              :: npoi,  nelem,  iter, ierror, istor 
INTEGER(4)                              :: i,     j,      k,    ii,   jj,  kk, ll, mm, nn 
INTEGER(4)                              :: ip,    ie,     ib,   jb,   kb,  st, ed 
INTEGER(4)                              :: niter, nlines, nbou, nflux, ipoi1, check 
 
REAL(8)                                 :: sumu,   sumv,   sump,  sumt 
REAL(8)                                 :: sumdu,  sumdv,  sumdp, sumdt 
REAL(8)                                 :: erroru, errorv, errorp, errort           
REAL(8)                                 :: tol,    aaa,    area,  dd, cross1, cross2, cross3 
REAL(8)                                 :: conds, condf,   spec,   expan, tref, den, vis, cond 
REAL(8)                                 :: xg1,    xg2,    xg3,   yg1,  yg2, yg3 
REAL(8)                                 :: xg4,    xg5,    xg6,   yg4,  yg5, yg6  
REAL(8)                                 :: b1,     b2,     b3,    c1,   c2,  c3 
REAL(8)                                 :: f1,     f2,     f3 
REAL(8)                                 :: f1a,    f2a,    f3a 
REAL(8)                                 :: f1b,    f2b,    f3b 
REAL(8)                                 :: check1, check2, check3 
REAL(8)                                 :: uj,   vj 
REAL(8)                                 :: count 
 
REAL(8), DIMENSION(6,6)                 :: aele, atele 
REAL(8), DIMENSION(6)                   :: rxele,  ryele,  rele 
 
end module variable 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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SUBROUTINE STREAM(acov)  ! Subroutine for Streamline_Upwind 
 
use variable 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8), DIMENSION(6,6)        :: acov  
 
REAL(8)  :: unx1, uny1, unx2, uny2, unx3, uny3 
REAL(8)  :: us, ds, fp, fn, x, y, coef 
     
acov = 0. 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
ll = intmat(ie,4) 
mm = intmat(ie,5) 
nn = intmat(ie,6) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
xg4 = coord(ll,1) 
xg5 = coord(mm,1) 
xg6 = coord(nn,1) 
       
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
yg4 = coord(ll,2) 
yg5 = coord(mm,2) 
yg6 = coord(nn,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,              & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
!-------------------------------------------------------------------- 
!  Find unit vector at each side of element 
! 
!  UNX1,UNY1 = Unit vector point out on the opposite side of node 1 
!  UNX2,UNY2 = Unit vector point out on the opposite side of node 2 
!  UNX3,UNY3 = Unit vector point out on the opposite side of node 3 
!-------------------------------------------------------------------- 
unx1 = (yg3-yg2)*0.5 
uny1 = (xg2-xg3)*0.5 
 
unx2 = (yg1-yg3)*0.5 
uny2 = (xg3-xg1)*0.5 
 
unx3 = (yg2-yg1)*0.5 
uny3 = (xg1-xg2)*0.5 
 
!--------------------------------------------------- 
! Find mass flow rate past the side of element 
! 
!   F1 = Mass flow on the side that opposite node 1 
!   F2 = Mass flow on the side that opposite node 2 
!   F3 = Mass flow on the side that opposite node 3 
!--------------------------------------------------- 
f1a = (0.5*(u(jj)+u(ll))*unx1)+(0.5*(v(jj)+v(ll))*uny1) 
f1b = (0.5*(u(ll)+u(kk))*unx1)+(0.5*(v(ll)+v(kk))*uny1)  
 
f2a = (0.5*(u(mm)+u(kk))*unx2)+(0.5*(v(mm)+v(kk))*uny2) 
f2b = (0.5*(u(ii)+u(mm))*unx2)+(0.5*(v(ii)+v(mm))*uny2) 
 
f3a = (0.5*(u(ii)+u(nn))*unx3)+(0.5*(v(ii)+v(nn))*uny3) 
f3b = (0.5*(u(nn)+u(jj))*unx3)+(0.5*(v(nn)+v(jj))*uny3) 
 
f1 = f1a + f1b 
f2 = f2a + f2b 
f3 = f3a + f3b 
 
coef = 0. 
 
!------------------ 
! Check for node 1 
!------------------ 
uj = u(ii) 
vj = v(ii) 
  
IF((uj /= 0..OR.vj /= 0.) .and. ibcp(ii) /= 1) THEN 
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   check1 = -(vj*(xg1-xg3))+(uj*(yg1-yg3)) 
   check2 = -(vj*(xg2-xg1))+(uj*(yg2-yg1)) 
 
   IF(check1 >= 0..AND.check2 >= 0.) THEN 
 
      IF(f1 < 0.) THEN 
 
         if(f1a < 0. .and. f1b <0.) then 
       
             if(abs(f1a) >= abs(f3a+f3b)) then 
 
                fp = abs(f3/f1a) 
 
                x = (1.-fp)*xg2 + fp*xg4 
                y = (1.-fp)*yg2 + fp*yg4 
 
                us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
                ds = SQRT((x-xg1)*(x-xg1)+(y-yg1)*(y-yg1)) 
 
                coef = (den*us*area)/ds 
          
                if(fp == 0.) then 
                    acov(1,1) =          coef 
                    acov(1,6) =       -1*coef 
                else 
                    acov(1,1) =          coef 
                    acov(1,2) = -(1.-fp)*coef 
                    acov(1,4) =     -fp *coef 
                endif 
 
             count = count + 1. 
 
             elseif(abs(f1a) < abs(f3a+f3b)) then 
 
                fp = abs(f2/f1b) 
 
                x = (1.-fp)*xg3 + fp*xg4 
                y = (1.-fp)*yg3 + fp*yg4 
 
                us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
                ds = SQRT((x-xg1)*(x-xg1)+(y-yg1)*(y-yg1)) 
 
                coef = (den*us*area)/ds 
          
                if(fp == 0.) then 
                   acov(1,1) =          coef 
                   acov(1,5) =       -1*coef 
                else                 
                   acov(1,1) =          coef 
                   acov(1,3) = -(1.-fp)*coef 
                   acov(1,4) =     -fp *coef 
                endif 
 
             count = count + 1. 
 
             endif 
          
         endif         
            
      ENDIF 
   ENDIF 
ENDIF 
 
!------------------ 
! Check for node 2 
!------------------ 
       
uj = u(jj) 
vj = v(jj) 
 
IF((uj /= 0..OR.vj /= 0.) .and. ibcp(jj) /= 1) THEN 
 
   check1 = -(vj*(xg2-xg1))+(uj*(yg2-yg1)) 
   check2 = -(vj*(xg3-xg2))+(uj*(yg3-yg2)) 
       
   IF(check1 >= 0..AND.check2 >= 0.) THEN 
 
      IF(f2 < 0.) THEN 
 
         if(f2a < 0. .and. f2b <0.) then 
       
             if(abs(f2a) >= abs(f1a+f1b)) then 
 
                fp = abs(f1/f2a) 
 
                x = (1.-fp)*xg3 + fp*xg5 
                y = (1.-fp)*yg3 + fp*yg5 
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                us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
                ds = SQRT((x-xg2)*(x-xg2)+(y-yg2)*(y-yg2)) 
 
                coef = (den*us*area)/ds 
          
                if(fp == 0.) then 
                   acov(2,2) =          coef 
                   acov(2,4) =       -1*coef 
                else              
                   acov(2,2) =          coef 
                   acov(2,3) = -(1.-fp)*coef 
                   acov(2,5) =     -fp *coef 
                endif 
 
             count = count + 1. 
 
             elseif(abs(f2a) < abs(f1a+f1b)) then 
 
                fp = abs(f3/f2b) 
 
                x = (1.-fp)*xg1 + fp*xg5 
                y = (1.-fp)*yg1 + fp*yg5 
 
                us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
                ds = SQRT((x-xg2)*(x-xg2)+(y-yg2)*(y-yg2)) 
 
                coef = (den*us*area)/ds 
          
                if(fp == 0.) then 
                   acov(2,2) =          coef 
                   acov(2,6) =       -1*coef 
                else              
                   acov(2,2) =          coef 
                   acov(2,1) = -(1.-fp)*coef 
                   acov(2,5) =     -fp *coef 
 
                count = count + 1. 
 
             endif 
          
         endif         
 
      ENDIF 
   ENDIF 
ENDIF 
 
!------------------ 
! Check for node 3 
!------------------ 
       
uj = u(kk) 
vj = v(kk) 
 
IF((uj /= 0..OR.vj /= 0.) .and. ibcp(kk) /= 1) THEN 
 
   check1 = -(vj*(xg3-xg2))+(uj*(yg3-yg2)) 
   check2 = -(vj*(xg1-xg3))+(uj*(yg1-yg3)) 
 
   IF(check1 >= 0..AND.check2 >= 0.) THEN 
 
      IF(f3 < 0.) THEN 
       
         if(f3a < 0. .and. f3b <0.) then 
       
             if(abs(f3a) >= abs(f2a+f2b)) then 
 
                fp = abs(f2/f3a) 
 
                x = (1.-fp)*xg1 + fp*xg6 
                y = (1.-fp)*yg1 + fp*yg6 
 
                us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
                ds = SQRT((x-xg3)*(x-xg3)+(y-yg3)*(y-yg3)) 
 
                coef = (den*us*area)/ds 
          
                if(fp == 0.) then 
                   acov(3,3) =          coef 
                   acov(3,5) =       -1*coef 
                else              
                   acov(3,3) =          coef 
                   acov(3,1) = -(1.-fp)*coef 
                   acov(3,6) =     -fp *coef 
                endif 
 
             count = count + 1. 
 
             elseif(abs(f3a) < abs(f2a+f2b)) then 
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                fp = abs(f1/f3b) 
 
                x = (1.-fp)*xg2 + fp*xg6 
                y = (1.-fp)*yg2 + fp*yg6 
 
                us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
                ds = SQRT((x-xg3)*(x-xg3)+(y-yg3)*(y-yg3)) 
 
                coef = (den*us*area)/ds 
          
                if(fp == 0.) then 
                   acov(3,3) =          coef 
                   acov(3,4) =       -1*coef 
                else                              
                   acov(3,3) =          coef 
                   acov(3,2) = -(1.-fp)*coef 
                   acov(3,6) =     -fp *coef 
                endif 
 
             count = count + 1. 
 
             endif 
         endif         
 
      ENDIF 
   ENDIF 
ENDIF 
 
!------------------ 
! Check for node 4 
!------------------ 
       
uj = u(ll) 
vj = v(ll) 
 
IF((uj /= 0..OR.vj /= 0.) .and. ibcp(ll) /= 1) THEN 
 
   check1 = unx1*uj + uny1*vj 
 
   IF(check1 >= 0.) THEN 
 
   check2 = 0. 
   check3 = (0.5*(u(ii)+u(ll))*(yg4-yg1))+(0.5*(v(ii)+v(ll))*(xg1-xg4)) 
 
   if(check3 >= 0.) then 
 
       if(abs(f1b) <= abs(f2a) .and. f2a /= 0.) then  ! add last condition to protect error 
 
          fp = abs(f1b/f2a) 
 
          x = (1.-fp)*xg3 + fp*xg5 
          y = (1.-fp)*yg3 + fp*yg5 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg4)*(x-xg4)+(y-yg4)*(y-yg4)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(4,4) =          coef 
          acov(4,3) = -(1.-fp)*coef 
          acov(4,5) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       elseif( (abs(f1b)>abs(f2a)) .and. (abs(f1b)<=abs(f2)) .and. f2b /= 0.) then  
 
          fp = (abs(f1b)-abs(f2a))/abs(f2b) 
 
          x = (1.-fp)*xg5 + fp*xg1 
          y = (1.-fp)*yg5 + fp*yg1 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg4)*(x-xg4)+(y-yg4)*(y-yg4)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(4,4) =          coef 
          acov(4,5) = -(1.-fp)*coef 
          acov(4,1) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       endif  
   endif 
 
   if(check3 <= 0.) then    
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       if(abs(f1a) <= abs(f3b) .and. f3b /= 0.) then  ! add last condition to protect error 
 
          fp = abs(f1a/f3b) 
 
          x = (1.-fp)*xg2 + fp*xg6 
          y = (1.-fp)*yg2 + fp*yg6 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg4)*(x-xg4)+(y-yg4)*(y-yg4)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(4,4) =          coef 
          acov(4,2) = -(1.-fp)*coef 
          acov(4,6) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       elseif( (abs(f1a)>abs(f3b)) .and. (abs(f1a)<=abs(f3)) .and. f3a /= 0.) then   
          fp = (abs(f1a)-abs(f3b))/abs(f3a) 
 
          x = (1.-fp)*xg6 + fp*xg1 
          y = (1.-fp)*yg6 + fp*yg1 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg4)*(x-xg4)+(y-yg4)*(y-yg4)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(4,4) =          coef 
          acov(4,6) = -(1.-fp)*coef 
          acov(4,1) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       endif 
   endif 
   
   ENDIF 
ENDIF 
 
!------------------ 
! Check for node 5 
!------------------ 
       
uj = u(mm) 
vj = v(mm) 
 
IF((uj /= 0..OR.vj /= 0.) .and. ibcp(mm) /= 1) THEN 
 
   check1 = unx2*uj + uny2*vj 
 
   IF(check1 >= 0.) THEN 
 
   check3 = (0.5*(u(jj)+u(mm))*(yg5-yg2))+(0.5*(v(jj)+v(mm))*(xg2-xg5)) 
 
   if(check3 >= 0.) then 
 
       if(abs(f2b) <= abs(f3a) .and. f3a /= 0.) then  ! add last condition to protect error 
 
          fp = abs(f2b/f3a) 
 
          x = (1.-fp)*xg1 + fp*xg6 
          y = (1.-fp)*yg1 + fp*yg6 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg5)*(x-xg5)+(y-yg5)*(y-yg5)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(5,5) =          coef 
          acov(5,1) = -(1.-fp)*coef 
          acov(5,6) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       elseif( (abs(f2b)>abs(f3a)) .and. (abs(f2b)<=abs(f3)) .and. f3b /= 0. ) then   
 
          fp = (abs(f2b)-abs(f3a))/abs(f3b) 
 
          x = (1.-fp)*xg6 + fp*xg2 
          y = (1.-fp)*yg6 + fp*yg2 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg5)*(x-xg5)+(y-yg5)*(y-yg5)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
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          acov(5,5) =          coef 
          acov(5,6) = -(1.-fp)*coef 
          acov(5,2) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
        
       endif 
   endif 
 
   if(check3 <= 0.) then    
 
    
if(abs(f2a) <= abs(f1b) .and. f1b /= 0.) then  ! add last condition to protect error 
 
          fp = abs(f2a/f1b) 
 
          x = (1.-fp)*xg3 + fp*xg4 
          y = (1.-fp)*yg3 + fp*yg4 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg5)*(x-xg5)+(y-yg5)*(y-yg5)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(5,5) =          coef 
          acov(5,3) = -(1.-fp)*coef 
          acov(5,4) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       elseif( (abs(f2a)>abs(f1b)) .and. (abs(f2a)<=abs(f1)) .and. f1a /= 0.) then  
 
          fp = (abs(f2a)-abs(f1b))/abs(f1a) 
 
          x = (1.-fp)*xg4 + fp*xg2 
          y = (1.-fp)*yg4 + fp*yg2 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg5)*(x-xg5)+(y-yg5)*(y-yg5)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(5,5) =          coef 
          acov(5,4) = -(1.-fp)*coef 
          acov(5,2) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       endif 
   endif          
 
   ENDIF 
ENDIF 
 
!------------------ 
! Check for node 6 
!------------------ 
       
uj = u(nn) 
vj = v(nn) 
 
IF((uj /= 0..OR.vj /= 0.) .and. ibcp(nn) /= 1) THEN 
 
   check1 = unx3*uj + uny3*vj 
 
   IF(check1 >= 0.) THEN 
 
   check3 = (0.5*(u(kk)+u(nn))*(yg6-yg3))+(0.5*(v(kk)+v(nn))*(xg3-xg6)) 
 
   if(check3 >= 0.) then 
 
       if(abs(f3b) <= abs(f1a) .and. f1a /= 0.) then ! add last condition to protect error 
 
          fp = abs(f3b/f1a) 
 
          x = (1.-fp)*xg2 + fp*xg4 
          y = (1.-fp)*yg2 + fp*yg4 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg6)*(x-xg6)+(y-yg6)*(y-yg6)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(6,6) =          coef 
          acov(6,2) = -(1.-fp)*coef 
          acov(6,4) =     -fp *coef 
         
      count = count + 1. 
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       elseif( (abs(f3b)>abs(f1a)) .and. (abs(f3b)<=abs(f1)) .and. f1b /= 0.) then  
 
          fp = (abs(f3b)-abs(f1a))/abs(f1b) 
 
          x = (1.-fp)*xg4 + fp*xg3 
          y = (1.-fp)*yg4 + fp*yg3 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg6)*(x-xg6)+(y-yg6)*(y-yg6)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(6,6) =          coef 
          acov(6,4) = -(1.-fp)*coef 
          acov(6,3) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       endif 
 
   endif 
 
   if(check3 <= 0.) then    
 
    
if(abs(f3a) <= abs(f2b) .and. f2b /= 0.) then ! add last condition to protect error 
 
          fp = abs(f3a/f2b) 
 
          x = (1.-fp)*xg1 + fp*xg5 
          y = (1.-fp)*yg1 + fp*yg5 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg6)*(x-xg6)+(y-yg6)*(y-yg6)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(6,6) =          coef 
          acov(6,1) = -(1.-fp)*coef 
          acov(6,5) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       elseif( (abs(f3a)>abs(f2b)) .and. (abs(f3a)<=abs(f2)) .and. f2a /= 0.) then  
          fp = (abs(f3a)-abs(f2b))/abs(f2a) 
 
          x = (1.-fp)*xg5 + fp*xg3 
          y = (1.-fp)*yg5 + fp*yg3 
 
          us = SQRT((uj*uj)+(vj*vj)) 
          ds = SQRT((x-xg6)*(x-xg6)+(y-yg6)*(y-yg6)) 
 
          coef = (den*us*area)/ds 
          
          acov(6,6) =          coef 
          acov(6,5) = -(1.-fp)*coef 
          acov(6,3) =     -fp *coef 
 
       count = count + 1. 
 
       endif 
   endif 
          
   ENDIF 
ENDIF 
 
END SUBROUTINE STREAM 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
 



ภาคผนวก ข. 
รายละเอียดของโปรแกรมวิเคราะหปญหาความเคน 

อันเน่ืองมาจากอุณหภูมิ 
 
 
! 
!  Program Thermal Stress Analysis  
! 
 
MODULE SOLID 
IMPLICIT NONE 
 
CHARACTER(len=20)                       :: name1 
 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: intmat      ! Node connection on element 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)   :: ibcx, ibcy  ! boundary condition for variable  
INTEGER(4), DIMENSION(20)               :: text        ! buffer for reading  
 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)    :: coord                                ! 
Coordinate of each node  
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)      ::     p,  pnew, displx, disply 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)      ::  sysf, sysfb, dig, temp, sxx, syy, sxy, one 
 
INTEGER(4)                              ::    neq,  npoi, nelem, iter, ierror, ip, ie 
INTEGER(4)                              ::      i,     j,     k,   ii,     jj, kk 
integer(4)                              ::     ll,    mm,    nn 
INTEGER(4)                              :: nlines, iline, nstep,   ic,    res,  l 
integer(4)                              ::  nside, nboun 
 
REAL(8)                                 ::  xg1, xg2,  xg3, yg1, yg2,  yg3, theta 
REAL(8)                                 ::   b1,  b2,   b3,  c1,  c2,   c3 
REAL(8)                                 ::   uj,  vj, zero 
REAL(8)                                 :: area,   x,    y,  sum 
REAL(8)                                 :: elas,  pr, tref, alpha, thick, lfa 
real(8)                                 ::  c11, c12,  c21,   c22, c33 
  
 
REAL(8), DIMENSION(12,12)               ::  kele 
REAL(8), DIMENSION(12)                  ::  r, fbar, rsur, rtemp 
 
integer(4)                              :: tnode, stype 
integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: number 
integer(4), allocatable, dimension(:,:,:) :: acheck 
 
real(8), allocatable, dimension(:,:)      :: sysk 
 
CONTAINS 
 
!--------------------------------------------------- 
 
SUBROUTINE MAIN() 
 
use solve 
IMPLICIT NONE 
 
real(8)    :: error 
integer(4) :: niter, iter 
 
  call READ_INPUT() 
 
  call CST() 
 
  call sympcg(sysk, sysf, p, neq) 
 
  call STRESS()   
   
  call WRITE_OUTPUT() 
   
END SUBROUTINE MAIN 
 
!=============================================================== 
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SUBROUTINE READ_INPUT() 
 
IMPLICIT NONE 
 
WRITE(6,10) 
10 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
READ(5, '(A)') name1 
 
OPEN(UNIT=7, FILE=name1, STATUS='OLD', ACTION='READ', IOSTAT=ierror) 
 
!----------------- 
! Read input data 
!----------------- 
 
READ(7,*) nlines                 
                                 
DO iline = 1,nlines              
   READ(7,1) text                
   1 FORMAT(20A4)                
END DO                           
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) tnode, nelem, nboun, stype 
      
!nside = (3*nelem+nboun)/2 
npoi  = tnode 
neq   = 2*npoi 
 
ALLOCATE(intmat(nelem,6),   coord(npoi,2)) 
ALLOCATE( ibcx(npoi), ibcy(npoi), displx(npoi), disply(npoi), temp(tnode)) 
ALLOCATE(  sxx(npoi),  syy(npoi),    sxy(npoi),    one(npoi)) 
ALLOCATE(     p(neq),  pnew(neq),    sysf(neq),   sysfb(neq),  dig(neq)) 
ALLOCATE(    number(tnode,tnode),      acheck(tnode,tnode,2))  
 
allocate( sysk(neq,neq)) 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) elas,  pr, tref, alpha, thick 
READ(7,1) text 
DO ip = 1,tnode 
   READ(7,*) i, ibcx(i), ibcy(i), (coord(i,k), k=1,2), displx(i), disply(i), sxx(i), 
syy(i), temp(i) 
   IF(i /= ip) WRITE(6,40) ip 
   40 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ip) STOP 
END DO 
 
READ(7,1) TEXT 
DO ie = 1,nelem 
   READ(7,*) i, (intmat(i,j), j=1,6) 
   IF(i /= ie) WRITE(6,50) ie 
   50 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ie) STOP 
END DO 
 
CLOSE(UNIT=7, STATUS='keep') 
 
WRITE(6,60) tnode, nelem 
60 FORMAT(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,   & 
            '      NUMBER OF TIP NODES          =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /) 
 
END SUBROUTINE READ_INPUT 
 
!=============================================================== 
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SUBROUTINE CST() 
 
IMPLICIT NONE 
real(8), dimension(12)     ::   tele, ibce 
integer(4)                 ::   ieq, ir 
 
 sysf = 0. 
 sysk = 0. 
 
! 
!  Loop over the number of elements: 
! 
 
const: DO ie = 1,nelem 
 
! 
!  Find element local coordinates: 
! 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
ll = intmat(ie,4) 
mm = intmat(ie,5) 
nn = intmat(ie,6) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
       
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
b1 = (yg2 - yg3) 
b2 = (yg3 - yg1) 
b3 = (yg1 - yg2) 
 
c1 = (xg3 - xg2) 
c2 = (xg1 - xg3) 
c3 = (xg2 - xg1) 
 
! 
!  Setup & clear matrices: 
! 
 kele = 0.  
 ibce = 0. 
 rsur = 0. 
rtemp = 0. 
    r = 0. 
 
tele(1)  = p(ii) 
tele(2)  = p(jj) 
tele(3)  = p(kk) 
tele(4)  = p(ll) 
tele(5)  = p(mm) 
tele(6)  = p(nn) 
tele(7)  = p(ii + npoi) 
tele(8)  = p(jj + npoi) 
tele(9)  = p(kk + npoi) 
tele(10) = p(ll + npoi) 
tele(11) = p(mm + npoi) 
tele(12) = p(nn + npoi) 
 
if (ibcx(ii) == 1) ibce(1)  = 1 
if (ibcx(jj) == 1) ibce(2)  = 1 
if (ibcx(kk) == 1) ibce(3)  = 1 
if (ibcx(ll) == 1) ibce(4)  = 1 
if (ibcx(mm) == 1) ibce(5)  = 1 
if (ibcx(nn) == 1) ibce(6)  = 1 
 
if (ibcy(ii) == 1) ibce(7)  = 1 
if (ibcy(jj) == 1) ibce(8)  = 1 
if (ibcy(kk) == 1) ibce(9)  = 1 
if (ibcy(ll) == 1) ibce(10) = 1 
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if (ibcy(mm) == 1) ibce(11) = 1 
if (ibcy(nn) == 1) ibce(12) = 1 
 
!-------------------------------------- 
!  Set the value for  
!  the coefficient of diffusion term 
!-------------------------------------- 
 
call CnK_ELE()  
 
!--------------------- 
!  Compute all loads 
!--------------------- 
 
call ALL_LOAD() 
 
!--------------------- 
!  Assemble element 
!--------------------- 
 
call asmp() 
 
!-------------- 
 
END DO const 
 
!------------- 
 
call applbc() 
 
!--------------------------------------------------------------------- 
 
END SUBROUTINE CST 
 
!========================================================== 
 
subroutine applbc() 
 
implicit none 
integer(4)                 ::   ieq, ir, ic 
 
outer1: do ieq = 1,npoi 
          if(ibcx(ieq) == 0) cycle outer1 
          inner1: do ir = 1,neq 
                     if(ir == ieq) cycle inner1 
                     sysk(ir,ieq) = 0. 
                  enddo inner1 
 
                 do ic = 1,neq 
                    sysk(ieq,ic) = 0.   
                 enddo 
 
                 sysk(ieq,ieq) = 1. 
                 sysf(ieq)     = 0.  
 
        enddo outer1 
 
outer: do ieq = 1,npoi 
          if(ibcy(ieq) == 0) cycle outer 
          inner: do ir = 1,neq 
                    if(ir == ieq) cycle inner 
                    sysk(ir,ieq+npoi) = 0. 
                 enddo inner 
 
                 do ic = 1,neq 
                    sysk(ieq+npoi,ic) = 0.   
                 enddo 
 
                 sysk(ieq+npoi,ieq+npoi) = 1. 
    sysf(ieq+npoi)          = 0.  
 
       enddo outer 
 
end subroutine applbc 
 
!========================================================== 
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SUBROUTINE CnK_ELE() 
 
IMPLICIT NONE 
 
if (stype == 0) then 
   c11 =            elas / (1 - pr*pr) 
   c12 =      pr  * elas / (1 - pr*pr) 
   c33 = (1 - pr) * elas / (1 - pr*pr)/2. 
   lfa = alpha 
endif 
 
if (stype == 1) then 
   c11 =    (1 - pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c12 =         pr  * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c33 = (1 - 2.*pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr)/2. 
   lfa = alpha*(1+pr) 
endif 
 
c33 = c33 
c21 = c12 
c22 = c11 
 
! 
!   upper left (quardrant 2) 
! 
    kele(1,1) = c11*b1*b1 + c33*c1*c1 
    kele(1,2) = c11*b1*b2 + c33*c1*c2 
    kele(1,3) = c11*b1*b3 + c33*c1*c3 
    kele(2,1) = kele(1,2) 
    kele(2,2) = c11*b2*b2 + c33*c2*c2 
    kele(2,3) = c11*b2*b3 + c33*c2*c3 
    kele(3,1) = kele(1,3) 
    kele(3,2) = kele(2,3) 
    kele(3,3) = c11*b3*b3 + c33*c3*c3 
 
    kele(1,4) = 4.*(c11*b1*(b2+b3) + c33*c1*(c2+c3))/3. 
    kele(2,4) = 4.*(c11*b2*(b2+b3) + c33*c2*(c2+c3))/3. 
    kele(3,4) = 4.*(c11*b3*(b2+b3) + c33*c3*(c2+c3))/3. 
    kele(1,5) = 4.*(c11*b1*(b3+b1) + c33*c1*(c3+c1))/3. 
    kele(2,5) = 4.*(c11*b2*(b3+b1) + c33*c2*(c3+c1))/3. 
    kele(3,5) = 4.*(c11*b3*(b3+b1) + c33*c3*(c3+c1))/3. 
    kele(1,6) = 4.*(c11*b1*(b1+b2) + c33*c1*(c1+c2))/3. 
    kele(2,6) = 4.*(c11*b2*(b1+b2) + c33*c2*(c1+c2))/3. 
    kele(3,6) = 4.*(c11*b3*(b1+b2) + c33*c3*(c1+c2))/3. 
 
    kele(4,1) = kele(1,4) 
    kele(4,2) = kele(2,4) 
    kele(4,3) = kele(3,4) 
    kele(5,1) = kele(1,5) 
    kele(5,2) = kele(2,5) 
    kele(5,3) = kele(3,5) 
    kele(6,1) = kele(1,6) 
    kele(6,2) = kele(2,6) 
    kele(6,3) = kele(3,6) 
 
    kele(4,4) = 16.*(c11*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + c33*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 
2.*c3*c3))/12. 
    kele(5,5) = 16.*(c11*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + c33*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 
2.*c3*c3))/12. 
    kele(6,6) = 16.*(c11*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + c33*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 
2.*c2*c2))/12. 
    kele(4,5) = 16.*(c11*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + c33*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 
+ 2.*c1*c2))/12. 
    kele(4,6) = 16.*(c11*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + c33*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 
+ 2.*c1*c3))/12. 
    kele(5,6) = 16.*(c11*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + c33*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 
+ 2.*c2*c3))/12. 
    kele(5,4) = kele(4,5) 
    kele(6,4) = kele(4,6) 
    kele(6,5) = kele(5,6) 
 
! 
!   lower right (quardrant 4) 
! 
    kele(7,7) = c33*b1*b1 + c22*c1*c1 
    kele(7,8) = c33*b1*b2 + c22*c1*c2 
    kele(7,9) = c33*b1*b3 + c22*c1*c3 
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    kele(8,7) = kele(7,8) 
    kele(8,8) = c33*b2*b2 + c22*c2*c2 
    kele(8,9) = c33*b2*b3 + c22*c2*c3 
    kele(9,7) = kele(7,9) 
    kele(9,8) = kele(8,9) 
    kele(9,9) = c33*b3*b3 + c22*c3*c3 
 
    kele(7,10) = 4.*(c33*b1*(b2+b3) + c22*c1*(c2+c3))/3. 
    kele(8,10) = 4.*(c33*b2*(b2+b3) + c22*c2*(c2+c3))/3. 
    kele(9,10) = 4.*(c33*b3*(b2+b3) + c22*c3*(c2+c3))/3. 
    kele(7,11) = 4.*(c33*b1*(b3+b1) + c22*c1*(c3+c1))/3. 
    kele(8,11) = 4.*(c33*b2*(b3+b1) + c22*c2*(c3+c1))/3. 
    kele(9,11) = 4.*(c33*b3*(b3+b1) + c22*c3*(c3+c1))/3. 
    kele(7,12) = 4.*(c33*b1*(b1+b2) + c22*c1*(c1+c2))/3. 
    kele(8,12) = 4.*(c33*b2*(b1+b2) + c22*c2*(c1+c2))/3. 
    kele(9,12) = 4.*(c33*b3*(b1+b2) + c22*c3*(c1+c2))/3. 
 
    kele(10,7) = kele(7,10) 
    kele(10,8) = kele(8,10) 
    kele(10,9) = kele(9,10) 
    kele(11,7) = kele(7,11) 
    kele(11,8) = kele(8,11) 
    kele(11,9) = kele(9,11) 
    kele(12,7) = kele(7,12) 
    kele(12,8) = kele(8,12) 
    kele(12,9) = kele(9,12) 
 
    kele(10,10) = 16.*(c33*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + c22*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 
2.*c3*c3))/12. 
    kele(11,11) = 16.*(c33*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + c22*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 
2.*c3*c3))/12. 
    kele(12,12) = 16.*(c33*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + c22*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 
2.*c2*c2))/12. 
    kele(10,11) = 16.*(c33*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + c22*(c3*c3 + c1*c3 + 
c2*c3 + 2.*c1*c2))/12. 
    kele(10,12) = 16.*(c33*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + c22*(c2*c2 + c1*c2 + 
c2*c3 + 2.*c1*c3))/12. 
    kele(11,12) = 16.*(c33*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + c22*(c1*c1 + c1*c2 + 
c1*c3 + 2.*c2*c3))/12. 
    kele(11,10) = kele(10,11) 
    kele(12,10) = kele(10,12) 
    kele(12,11) = kele(11,12) 
 
! 
!   upper right (quardrant 1) 
! 
    kele(1,7) = c12*b1*c1 + c33*b1*c1 
    kele(2,7) = c12*b2*c1 + c33*b1*c2 
    kele(3,7) = c12*b3*c1 + c33*b1*c3 
    kele(1,8) = c12*b1*c2 + c33*b2*c1 
    kele(2,8) = c12*b2*c2 + c33*b2*c2 
    kele(3,8) = c12*b3*c2 + c33*b2*c3 
    kele(1,9) = c12*b1*c3 + c33*b3*c1 
    kele(2,9) = c12*b2*c3 + c33*b3*c2 
    kele(3,9) = c12*b3*c3 + c33*b3*c3 
 
    kele(1,10) = 4.*(c12*b1*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c1)/3. 
    kele(2,10) = 4.*(c12*b2*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c2)/3. 
    kele(3,10) = 4.*(c12*b3*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c3)/3. 
    kele(1,11) = 4.*(c12*b1*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c1)/3. 
    kele(2,11) = 4.*(c12*b2*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c2)/3. 
    kele(3,11) = 4.*(c12*b3*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c3)/3. 
    kele(1,12) = 4.*(c12*b1*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c1)/3. 
    kele(2,12) = 4.*(c12*b2*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c2)/3. 
    kele(3,12) = 4.*(c12*b3*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c3)/3. 
 
    kele(4,7) = 4.*(c12*(b3+b2)*c1 + c33*b1*(c3+c2))/3. 
    kele(5,7) = 4.*(c12*(b1+b3)*c1 + c33*b1*(c1+c3))/3. 
    kele(6,7) = 4.*(c12*(b2+b1)*c1 + c33*b1*(c2+c1))/3. 
    kele(4,8) = 4.*(c12*(b3+b2)*c2 + c33*b2*(c3+c2))/3. 
    kele(5,8) = 4.*(c12*(b1+b3)*c2 + c33*b2*(c1+c3))/3. 
    kele(6,8) = 4.*(c12*(b2+b1)*c2 + c33*b2*(c2+c1))/3. 
    kele(4,9) = 4.*(c12*(b3+b2)*c3 + c33*b3*(c3+c2))/3. 
    kele(5,9) = 4.*(c12*(b1+b3)*c3 + c33*b3*(c1+c3))/3. 
    kele(6,9) = 4.*(c12*(b2+b1)*c3 + c33*b3*(c2+c1))/3. 
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 kele(4,10) = 16.*(c12*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) + 
c33*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2))/12. 
    kele(5,10) = 16.*(c12*(   b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) + c33*(   b3*c1 +    
b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3))/12. 
    kele(6,10) = 16.*(c12*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) + c33*(   b3*c2 + 
2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1))/12. 
 kele(4,11) = 16.*(c12*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) + c33*(   
b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2))/12. 
 kele(5,11) = 16.*(c12*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) + 
c33*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3))/12. 
 kele(6,11) = 16.*(c12*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) + c33*(   
b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1))/12. 
 kele(4,12) = 16.*(c12*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) + c33*(   
b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2))/12. 
    kele(5,12) = 16.*(c12*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) + c33*(   b2*c1 + 
2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3))/12. 
 kele(6,12) = 16.*(c12*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) + 
c33*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1))/12. 
! 
!   lower left (quardrant 3) 
! 
    kele(7,1) = kele(1,7) 
    kele(7,2) = kele(2,7) 
    kele(7,3) = kele(3,7) 
    kele(7,4) = kele(4,7) 
    kele(7,5) = kele(5,7) 
    kele(7,6) = kele(6,7) 
 
    kele(8,1) = kele(1,8) 
    kele(8,2) = kele(2,8) 
    kele(8,3) = kele(3,8) 
    kele(8,4) = kele(4,8) 
    kele(8,5) = kele(5,8) 
    kele(8,6) = kele(6,8) 
 
    kele(9,1) = kele(1,9) 
    kele(9,2) = kele(2,9) 
    kele(9,3) = kele(3,9) 
    kele(9,4) = kele(4,9) 
    kele(9,5) = kele(5,9) 
    kele(9,6) = kele(6,9) 
 
    kele(10,1) = kele(1,10) 
    kele(10,2) = kele(2,10) 
    kele(10,3) = kele(3,10) 
    kele(10,4) = kele(4,10) 
    kele(10,5) = kele(5,10) 
    kele(10,6) = kele(6,10) 
 
 
    kele(11,1) = kele(1,11) 
    kele(11,2) = kele(2,11) 
    kele(11,3) = kele(3,11) 
    kele(11,4) = kele(4,11) 
    kele(11,5) = kele(5,11) 
    kele(11,6) = kele(6,11) 
 
    kele(12,1) = kele(1,12) 
    kele(12,2) = kele(2,12) 
    kele(12,3) = kele(3,12) 
    kele(12,4) = kele(4,12) 
    kele(12,5) = kele(5,12) 
    kele(12,6) = kele(6,12) 
 
    kele = kele*thick/area/4. 
 
END SUBROUTINE CnK_ELE 
 
!========================================================== 
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SUBROUTINE ASMP() 
 
IMPLICIT NONE 
 
! 
!  Assembling system load vector 
! 
!  Contribution of coefficients associated with psi 
! 
 
DO i = 1,6 
 
   do j = 1,6 
 
      ii = intmat(ie,i) 
      jj = intmat(ie,j) 
 
      sysk(ii     ,jj     ) = sysk(ii     ,jj     ) + kele(i  ,j  ) 
      sysk(ii+npoi,jj     ) = sysk(ii+npoi,jj     ) + kele(i+6,j  ) 
      sysk(ii     ,jj+npoi) = sysk(ii     ,jj+npoi) + kele(i  ,j+6) 
      sysk(ii+npoi,jj+npoi) = sysk(ii+npoi,jj+npoi) + kele(i+6,j+6) 
 
   enddo 
     
   sysf(ii) = sysf(ii)  + r(i) 
   sysf(ii+npoi) = sysf(ii+npoi)  + r(i+6) 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE ASMP 
 
 
!========================================================= 
 
SUBROUTINE WRITE_OUTPUT() 
 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4)           :: leng  
 
leng = len_trim(name1) - 4 
 
OPEN(UNIT=8,FILE=name1(1:leng)//'.f06',STATUS='unknown',IOSTAT=ierror) 
 
WRITE(8,160) 
160 FORMAT('1 MSC/NASTRAN PAGE',/) 
WRITE(8,170) 
170 FORMAT('0') 
WRITE(8,180) 
180 FORMAT('  D I S P L A C E M E N T') 
 
zero = 0. 
 
DO i = 1,tnode 
   WRITE(8,190) i, p(i), p(i+npoi), zero, sxx(i), syy(i), temp(i)  
   190 FORMAT(I6,2X,'G', 6E16.6) 
END DO 
 
WRITE(8,200) 
200 FORMAT('0') 
 
CLOSE(unit=8, status='keep') 
 
END SUBROUTINE WRITE_OUTPUT 
 
!========================================================= 
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SUBROUTINE ALL_LOAD() 
 
IMPLICIT NONE 
 
real(8)                   ::   dx, dy, dl, SL, tavg, Q 
real(8), dimension(12,3)  ::   bmat 
real(8), dimension( 3,3)  ::   cmat 
real(8), dimension(3)     ::   lmat  
 
!---------------- 
!  surface load 
!---------------- 
   if ((sxx(ii) /= 0.) .and. (sxx(jj) /= 0.)) then 
 
      dx = xg2 - xg1 
      dy = yg2 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
       
   SL = (sxx(ii) + sxx(jj))/2. 
 
   rsur(1) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(2) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(6) = SL*thick*dl*2./3. 
    
   endif 
 
   if ((sxx(jj) /= 0.) .and. (sxx(kk) /= 0.)) then 
 
      dx = xg3 - xg2 
      dy = yg3 - yg2 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy)       
   SL = (sxx(jj) + sxx(kk))/2. 
   rsur(2) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(3) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(4) = SL*thick*dl*2./3. 
    
   endif 
 
   if ((sxx(kk) /= 0.) .and. (sxx(ii) /= 0.)) then 
 
      dx = xg3 - xg1 
      dy = yg3 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
         SL = (sxx(kk) + sxx(ii))/2. 
   rsur(1) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(3) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(5) = SL*thick*dl*2./3. 
    
   endif 
 
   if ((syy(ii) /= 0.) .and. (syy(jj) /= 0.)) then 
 
      dx = xg2 - xg1 
      dy = yg2 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
         SL = (syy(ii) + syy(jj))/2. 
   rsur(7)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(8)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(12) = SL*thick*dl*2./3. 
    
   endif 
 
   if ((syy(jj) /= 0.) .and. (syy(kk) /= 0.)) then 
 
      dx = xg3 - xg2 
      dy = yg3 - yg2 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
         SL = (syy(jj) + syy(kk))/2. 
   rsur(8)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(9)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(10) = SL*thick*dl*2./3. 
    
   endif 
 
   if ((syy(kk) /= 0.) .and. (syy(ii) /= 0.)) then 
 
      dx = xg3 - xg1 
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      dy = yg3 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
         SL = (syy(kk) + syy(ii))/2. 
   rsur(7)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(9)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(11) = SL*thick*dl*2./3. 
    
   endif 
 
!------------------------------- 
!  average element temperature 
!------------------------------- 
 
tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3. 
 
Q = tavg - tref 
 
bmat = 0. 
cmat = 0. 
lmat = 0. 
 
bmat(1,1)    = b1/2. 
bmat(2,1)    = b2/2. 
bmat(3,1)    = b3/2. 
bmat(4,1)    = 2.*(b2+b3)/3. 
bmat(5,1)    = 2.*(b1+b3)/3. 
bmat(6,1)    = 2.*(b2+b1)/3. 
 
bmat(7,2)    = c1/2. 
bmat(8,2)    = c2/2. 
bmat(9,2)    = c3/2. 
bmat(10,2)   = 2.*(c2+c3)/3. 
bmat(11,2)   = 2.*(c1+c3)/3. 
bmat(12,2)   = 2.*(c2+c1)/3. 
 
bmat(1,3)    = c1/2. 
bmat(2,3)    = c2/2. 
bmat(3,3)    = c3/2. 
bmat(4,3)    = 2.*(c2+c3)/3. 
bmat(5,3)    = 2.*(c1+c3)/3. 
bmat(6,3)    = 2.*(c2+c1)/3. 
 
bmat(7,3)    = b1/2. 
bmat(8,3)    = b2/2. 
bmat(9,3)    = b3/2. 
bmat(10,3)   = 2.*(b2+b3)/3. 
bmat(11,3)   = 2.*(b1+b3)/3. 
bmat(12,3)   = 2.*(b2+b1)/3. 
 
cmat(1,1)  = c11 
cmat(1,2)  = c12 
cmat(2,1)  = c21 
cmat(2,2)  = c22 
cmat(3,3)  = c33 
 
lmat(1) = alpha 
lmat(2) = alpha 
 
!------------- 
!  temp load 
!------------- 
 
rtemp = matmul(bmat,matmul(cmat,lmat))*Q*thick 
 
!----------------------------------------- 
!  total load = surface load + temp load 
!----------------------------------------- 
 
r = rsur + rtemp 
 
END SUBROUTINE ALL_LOAD 
 
!========================================================= 
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SUBROUTINE STRESS() 
 
IMPLICIT NONE 
 
real(8)                             :: sxxe, syye, sxye, tavg 
real(8), dimension(3)               :: st 
real(8), dimension(6)               :: tele 
real(8), dimension(3,6)             :: b    
 
if (stype == 0) then 
   c11 =            elas / (1 - pr*pr) 
   c12 =      pr  * elas / (1 - pr*pr) 
   c33 = (1 - pr) * elas / (1 - pr*pr)/2. 
   lfa = alpha 
endif 
 
if (stype == 1) then 
   c11 =    (1 - pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c12 =         pr  * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c33 = (1 - 2.*pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr)/2. 
   lfa = alpha*(1+pr) 
endif 
 
c33 = c33 
c21 = c12 
c22 = c11 
 
sxx = 0. 
syy = 0. 
sxy = 0. 
one = 0. 
 
do ie=1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   b = 0. 
 
   b(1,1) = b1 
   b(1,2) = b2 
   b(1,3) = b3 
 
   b(2,4)  = c1 
   b(2,5)  = c2 
   b(2,6)  = c3 
 
   b(3,1)  = c1 
   b(3,2)  = c2 
   b(3,3)  = c3 
   b(3,4)  = b1 
   b(3,5)  = b2 
   b(3,6)  = b3 
 
   b = b/area/2. 
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!-------------------------------- 
   p(ll) = 0.5*(p(jj) + p(kk)) 
   p(mm) = 0.5*(p(ii) + p(kk)) 
   p(nn) = 0.5*(p(jj) + p(ii)) 
 
   p(ll + npoi) = 0.5*(p(jj + npoi) + p(kk + npoi)) 
   p(mm + npoi) = 0.5*(p(ii + npoi) + p(kk + npoi)) 
   p(nn + npoi) = 0.5*(p(jj + npoi) + p(ii + npoi)) 
!-------------------------------- 
 
   tele(1)  = p(ii) 
   tele(2)  = p(jj) 
   tele(3)  = p(kk) 
   tele(4)  = p(ii + npoi) 
   tele(5)  = p(jj + npoi) 
   tele(6)  = p(kk + npoi) 
 
   st = 0. 
    
   do j=1,6 
      st(1) = st(1) + b(1,j)*tele(j) 
   st(2) = st(2) + b(2,j)*tele(j) 
   st(3) = st(3) + b(3,j)*tele(j) 
   enddo 
 
   tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3. 
 
   st(1) = st(1) - lfa*(tavg-tref) 
   st(2) = st(2) - lfa*(tavg-tref) 
 
   sxxe = c11*st(1) + c12*st(2)  
   syye = c21*st(1) + c22*st(2) 
   sxye = c33*st(3) 
 
   sxx(ii) = sxx(ii) + sxxe 
   sxx(jj) = sxx(jj) + sxxe 
   sxx(kk) = sxx(kk) + sxxe 
 
   syy(ii) = syy(ii) + syye 
   syy(jj) = syy(jj) + syye 
   syy(kk) = syy(kk) + syye 
 
   sxy(ii) = sxy(ii) + sxye 
   sxy(jj) = sxy(jj) + sxye 
   sxy(kk) = sxy(kk) + sxye 
 
   one(ii) = one(ii) + 1. 
   one(jj) = one(jj) + 1. 
   one(kk) = one(kk) + 1. 
 
enddo 
 
do ip=1,tnode 
!   if (one(ip) == 0.) write(6,11) ip 
!   11 format(' *** warning *** No stress contribution at node', i5) 
   if (one(ip) == 0.) one(ip) = 1. 
   sxx(ip) = sxx(ip) / one(ip) 
   syy(ip) = syy(ip) / one(ip) 
   sxy(ip) = sxy(ip) / one(ip) 
enddo 
 
do ie = 1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   sxx(ll) = 0.5*(sxx(jj) + sxx(kk)) 
   syy(ll) = 0.5*(syy(jj) + syy(kk)) 
   sxy(ll) = 0.5*(sxy(jj) + sxy(kk)) 
 
   sxx(mm) = 0.5*(sxx(ii) + sxx(kk)) 
   syy(mm) = 0.5*(syy(ii) + syy(kk)) 
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   sxy(mm) = 0.5*(sxy(ii) + sxy(kk))       
    
   sxx(nn) = 0.5*(sxx(jj) + sxx(ii)) 
   syy(nn) = 0.5*(syy(jj) + syy(ii)) 
   sxy(nn) = 0.5*(sxy(jj) + sxy(ii)) 
 
enddo 
 
END SUBROUTINE STRESS 
 
!========================================================= 
 
END MODULE SOLID 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
PROGRAM SOLID_STRESS 
 
use SOLID 
 
IMPLICIT NONE 
 
CALL MAIN() 
 
stop 
 
END PROGRAM SOLID_STRESS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Module solve 
 
implicit none 
contains 
 
! 
! Subroutine preconditioned conjugate gradient method 
! 
 
subroutine unsympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:)  ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 1000000 
 
write(6,*) count 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
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!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
do 
 
if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
 
call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
bottom = 0. 
do i = 1,n 
   bottom = bottom + d(i)*q(i) 
end do 
 
alpha = dnew/bottom 
 
do i = 1,n 
   x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
check = mod(iter,50) 
 
if(check == 0.) then 
 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
else 
 
   do i = 1,n 
      r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
   end do 
 
endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
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iter = iter + 1 
 
end do 
 
end subroutine unsympcg 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija 
real(8),    allocatable, dimension(:)  :: sa 
 
 iter = 1 
  tol = 1.d-6 
maxit = 5000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 10000000 
 
allocate(sa(count), ija(count)) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(a(i,i)) 
end do 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin(a,n,n,thresh,count,sa,ija) 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
do 
 
if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
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!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
 
call sprsax(sa,ija,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
bottom = 0. 
do i = 1,n 
   bottom = bottom + d(i)*q(i) 
end do 
 
alpha = dnew/bottom 
 
do i = 1,n 
   x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
check = mod(iter,50) 
 
if(check == 0.) then 
 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
else 
 
   do i = 1,n 
      r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
   end do 
 
endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
end do 
 
end subroutine sympcg 
 
!---------------------------------------------------------------- 
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subroutine sprsin(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do i = 1,n 
   do j = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
       if (i /= j) then 
        k = k+1 
     if (k > nmax) then 
      
         write(6,*) k, nmax !, 'nmax too small in sprsin'    
       
      pause 'nmax too small in sprsin' 
      
                   
     endif 
     sa(k) = a(i,j) 
     ija(k) = j 
    endif 
   endif 
   enddo 
   ija(i+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsin 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsax(sa,ija,x,b,n,nmax) 
 
! 
! Multiply a matrix in sparse storage by a vector x(1:n) 
! and the result is a vector b(1:n) 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, i, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8), dimension(n)        :: b, x 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
if (ija(1) /= n+2) pause 'mismatched vector and matrix in sprsax' 
do i = 1,n 
   b(i) = sa(i) * x(i) 
   do k = ija(i),ija(i+1)-1 
      b(i) = b(i) + sa(k) * x(ija(k)) 
   enddo 
enddo 
 
END subroutine sprsax 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprstm(sa,ija,sb,ijb,sc,ijc,thresh,nmax) 
! 
! Multiply At*A 
! 
! Input for sa must be At 
! Input for sb must be At 
! output of sc will be At*A 
! 
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implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax 
integer(4)                   :: i,ijma,ijmb,j,k,ma,mb,mbb 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija, ijb, ijc 
real(8)   , dimension(nmax)  ::  sa,  sb,  sc 
real(8)                      :: sum, thresh 
 
if(ija(1) /= ijb(1)) pause 'sprstm sizes do not match' 
k = ija(1) 
ijc(1) = k 
do i = 1,ija(1)-2 
   do j = 1,ijb(1)-2 
      if(i==j) then 
         sum = sa(i)*sb(j)                      
      else                            
         sum = 0.d0                   
      endif                      
      mb = ijb(j)                      
      do ma = ija(i),ija(i+1)-1                      
         ijma = ija(ma)                   
         if(ijma == j) then                   
            sum = sum + sa(ma)*sb(j)                
         else                   
2           if(mb < ijb(j+1)) then                            
               ijmb = ijb(mb)             
               if(ijmb == i) then             
                  sum = sum + sa(i)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2                 
               else if(ijmb < ijma) then             
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               else if(ijmb == ijma) then             
                  sum = sum + sa(ma)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               endif                    
            endif                
         endif                   
      enddo                      
       
      do mbb = mb,ijb(j+1)-1                      
         if(ijb(mbb) == i) then                   
            sum = sum + sa(i)*sb(mbb)                       
         endif                   
      enddo                                                 
                            
      if(i == j) then                      
         sc(i) = sum                   
      else if(abs(sum) > thresh) then                      
          if(k > nmax) pause 'sprstm: nmax to small'                         
          sc(k) = sum                  
          ijc(k) = j                         
          k = k + 1                  
      endif                                                 
   enddo 
   ijc(i+1) = k                         
enddo                            
                            
end subroutine sprstm 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsint(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
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   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do j = 1,n 
   do i = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
       if (i /= j) then 
        k = k+1 
     if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
     sa(k) = a(i,j) 
     ija(k) = i 
    endif 
   endif 
   enddo 
   ija(j+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsint 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
end module solve 
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A
cbCK

44
21

33
12

212,3 +=  
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A
bbC

A
ccCK

44
21

33
21

222,4 +=  

A
cbC

A
cbCK

44
31

33
13

212,5 +=  

A
bbC

A
ccCK

44
31

33
31

222,6 +=  

A
cbC

A
cbCK

44
22

33
22

123,4 +=  

A
ccC

A
bbCK

44
32

33
32

223,5 +=  

A
cbC

A
cbCK

44
23

33
32

123,6 +=  

A
cbC

A
cbCK

44
32

33
23

214,5 +=  

A
bbC

A
ccCK

44
32

33
32

224,6 +=  

A
cbC

A
cbCK

44
33

33
33

125,6 +=  

 

1,22,1 KK =  

1,33,1 KK =  

1,44,1 KK =  

1,55,1 KK =  

1,66,1 KK =  

2,33,2 KK =  

2,44,2 KK =  

2,55,2 KK =  

2,66,2 KK =  

3,44,3 KK =  

3,55,3 KK =  

3,66,3 KK =  

4,55,4 KK =  

4,66,4 KK =  

5,66,5 KK =  

 

[ ] [ ]2
332

2
233

2
332

2
2117,7 3

2
3
2 ccccC

A
bbbbC

A
K +++++=  

[ ] [ ]2
332

2
233

2
332

2
2228,8 3

2
3
2 bbbbC

A
ccccC

A
K +++++=  

[ ] [ ]2
331

2
133

2
331

2
1119,9 3

2
3
2 ccccC

A
bbbbC

A
K +++++=  

[ ] [ ]2
331

2
133

2
331

2
12210,10 3

2
3
2 bbbbC

A
ccccC

A
K +++++=  
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[ ] [ ]2
221

2
133

2
221

2
11111,11 3

2
3
2 ccccC

A
bbbbC

A
K +++++=  

[ ] [ ]2
221

2
133

2
221

2
12212,12 3

2
3
2 bbbbC

A
ccccC

A
K +++++=  

[ ] [ ]332332223333233222127,8 22
3
122

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]333231213333323121117,9 2
3
12

3
1 ccccccccC

A
bbbbbbbbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]332331213333133212127,10 2
3
12

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]322231213332223121117,11 2
3
12

3
1 ccccccccC

A
bbbbbbbbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]322231213323132212127,12 2
3
12

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]331332123333233121218,9 2
3
12

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]333231213333323121228,10 2
3
12

3
1 bbbbbbbbC

A
ccccccccC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]231322123332223121218,11 2
3
12

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]322231213332223121228,12 2
3
12

3
1 bbbbbbbbC

A
ccccccccC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]331331113333133111129,10 22
3
122

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]323121113332312111119,11 2
3
12

3
1 ccccccccC

A
bbbbbbbbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]321231113323132111129,12 2
3
12

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]2313211133321231112110,11 2
3
12

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

[ ] [ ]3231211133323121112210,12 2
3
12

3
1 bbbbbbbbC

A
ccccccccC

A
K +++++++=  
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[ ] [ ]2212211133221221111211,12 22
3
122

3
1 cbcbcbcbC

A
cbcbcbcbC

A
K +++++++=  

 

7,88,7 KK =  

7,99,7 KK =  

7,1010,7 KK =  

7,1111,7 KK =  

7,1212,7 KK =  

8,99,8 KK =  

8,1010,8 KK =  

8,1111,8 KK =  

8,1212,8 KK =  

9,1010,9 KK =  

9,1111,9 KK =  

9,1212,9 KK =  

10,1111,10 KK =  

10,1212,10 KK =  

11,1212,11 KK =

 

01,7 =K  

01,8 =K  

[ ] [ ]313331111,9 3
1

3
1 ccC

A
bbC

A
K +=  

[ ] [ ]133331121,10 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]213321111,11 3
1

3
1 ccC

A
bbC

A
K +=  

[ ] [ ]123321121,12 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

02,7 =K  

02,8 =K  

[ ] [ ]313313212,9 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]313331222,10 3
1

3
1 bbC

A
ccC

A
K +=  

[ ] [ ]213312212,11 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]213321222,12 3
1

3
1 bbC

A
ccC

A
K +=  

[ ] [ ]323332113,7 3
1

3
1 ccC

A
bbC

A
K +=  
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[ ] [ ]233332123,8 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

03,9 =K  

03,10 =K  

[ ] [ ]213321113,11 3
1

3
1 ccC

A
bbC

A
K +=  

[ ] [ ]213312123,12 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]323323214,7 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]323332224,8 3
1

3
1 bbC

A
ccC

A
K +=  

04,9 =K  

04,10 =K  

[ ] [ ]123321214,11 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]213321224,12 3
1

3
1 bbC

A
ccC

A
K +=  

 

[ ] [ ]323332115,7 3
1

3
1 ccC

A
bbC

A
K +=  

[ ] [ ]323323125,8 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]313331115,9 3
1

3
1 ccC

A
bbC

A
K +=  

[ ] [ ]313313125,10 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

05,11 =K  

05,12 =K  

[ ] [ ]233332216,7 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]323332226,8 3
1

3
1 bbC

A
ccC

A
K +=  

[ ] [ ]133331216,9 3
1

3
1 cbC

A
cbC

A
K +=  

[ ] [ ]313331226,10 3
1

3
1 bbC

A
ccC

A
K +=  

06,11 =K  

06,12 =K  

 

1,77,1 KK =  

1,88,1 KK =  

1,99,1 KK =  

1,1010,1 KK =  

1,1111,1 KK =  

1,1212,1 KK =  

2,77,2 KK =  

2,88,2 KK =  

2,99,2 KK =  

2,1010,2 KK =  
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2,1111,2 KK =  

2,1212,2 KK =  

3,77,3 KK =  

3,88,3 KK =  

3,99,3 KK =  

3,1010,3 KK =  

3,1111,3 KK =  

3,1212,3 KK =  

4,77,4 KK =  

4,88,4 KK =  

4,99,4 KK =  

4,1010,4 KK =  

4,1111,4 KK =  

4,1212,4 KK =  

5,77,5 KK =  

5,88,5 KK =  

5,99,5 KK =  

5,1010,5 KK =  

5,1111,5 KK =  

5,1212,5 KK =  

6,77,6 KK =  

6,88,6 KK =  

6,99,6 KK =  

6,1010,6 KK =  

6,1111,6 KK =  

6,1212,6 KK =  

 

ซึ่งรายละเอียดของเมตริกซ [ ]0F  มีดังนี้ 

[ ] [ ] [ ] { } [ ] { }( ) { } { }
000 TT

T
dTTNCBF εεα −=Ω−= ∫

Ω

 

ถากําหนดให { } [ ] { } [ ] [ ]{ }[ ] { }TdNCBTE
T

T Ω== ∫
Ω×××

αε
)16()612()112(

  

 
 

 { } { } [ ] [ ]{ } 00
)112()112(

0
TdCBTF

T
T Ω== ∫

Ω××

αε  

 
 

[ ]E  

[ ]F  
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( ) 112111 6
bCCF +=

α  

( ) 122212 6
cCCF +=

α  

( ) 212113 6
bCCF +=

α  

( ) 222214 6
cCCF +=

α  

( ) 312115 6
bCCF +=

α  

( ) 322216 6
cCCF +=

α  

( ) ( )3212117 3
2 bbCCF ++=
α  

( ) ( )3222218 3
2 ccCCF ++=
α  

( ) ( )3112119 3
2 bbCCF ++=
α  

( ) ( )31222110 3
2 ccCCF ++=
α  

( ) ( )21121111 3
2 bbCCF ++=
α  

( ) ( )21222112 3
2 ccCCF ++=
α  

 

( ) 112111,1 6
bCCE +=

α  

01,2 =E  

01,3 =E  

( ) 112111,4 30
bCCE +

−
=

α  

( ) 112111,5 10
bCCE +=

α  

( ) 112111,6 10
bCCE +=

α  

( ) 122212,1 6
cCCE +=

α  

02,2 =E  

02,3 =E  

( ) 122212,4 30
cCCE +

−
=

α  

( ) 122212,5 10
cCCE +=

α  

( ) 122212,6 10
cCCE +=

α  

 

03,1 =E  

( ) 212113,2 6
bCCE +=

α  

03,3 =E  

( ) 212113,4 10
bCCE +=

α  

( ) 212113,5 30
bCCE +

−
=

α  

( ) 212113,6 10
bCCE +=

α  

04,1 =E  



 173 

( ) 222214,2 6
cCCE +=

α  

04,3 =E  

( ) 222214,4 10
cCCE +=

α  

( ) 222214,5 30
cCCE +

−
=

α  

( ) 222214,6 10
cCCE +=

α

 

05,1 =E  

05,2 =E  

( ) 312115,3 6
bCCE +=

α  

( ) 312115,4 10
bCCE +=

α  

( ) 312115,5 10
bCCE +=

α  

( ) 312115,6 30
bCCE +

−
=

α  

06,1 =E  

06,2 =E  

( ) 322216,3 6
cCCE +=

α  

( ) 322216,4 10
cCCE +=

α  

( ) 322216,5 10
cCCE +=

α  

( ) 322216,6 30
cCCE +

−
=

α  

 

( ) ( )3212117,1 6
bbCCE ++=

α  

( ) ( )3212117,2 2
6

bbCCE ++=
α  

( ) ( )3212117,3 2
6

bbCCE ++=
α  

( ) ( )3212117,4 15
4 bbCCE ++=
α  

( ) ( )3212117,5 2
15
2 bbCCE ++=
α  

( ) ( )3212117,6 2
15
2 bbCCE ++=
α  

( ) ( )3212118,1 6
ccCCE ++=

α  

( ) ( )3212118,2 2
6

ccCCE ++=
α  

( ) ( )3212118,3 2
6

ccCCE ++=
α  

( ) ( )3212118,4 15
4 ccCCE ++=
α  

( ) ( )3212118,5 2
15
2 ccCCE ++=
α  

( ) ( )3212118,6 2
15
2 ccCCE ++=
α  
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( ) ( )3112119,1 2
6

bbCCE ++=
α  

( ) ( )3112119,2 6
bbCCE ++=

α  

( ) ( )3112119,3 2
6

bbCCE ++=
α  

( ) ( )3112119,4 2
15
2 bbCCE ++=
α  

( ) ( )3112119,5 15
4 bbCCE ++=
α  

( ) ( )3112119,6 2
15
2 bbCCE ++=
α  

( ) ( )31121110,1 2
6

ccCCE ++=
α  

( ) ( )31121110,2 6
ccCCE ++=

α  

( ) ( )31121110,3 2
6

ccCCE ++=
α  

( ) ( )31121110,4 2
15
2 ccCCE ++=
α  

( ) ( )31121110,5 15
4 ccCCE ++=
α  

( ) ( )31121110,6 2
15
2 ccCCE ++=
α  

 

( ) ( )21121111,1 2
6

bbCCE ++=
α  

( ) ( )21121111,2 2
6

bbCCE ++=
α  

( ) ( )21121111,3 6
bbCCE ++=

α  

( ) ( )21121111,4 2
15
2 bbCCE ++=
α  

( ) ( )21121111,5 2
15
2 bbCCE ++=
α  

( ) ( )21121111,6 15
4 bbCCE ++=
α  

( ) ( )21121112,1 2
6

ccCCE ++=
α  

( ) ( )21121112,2 2
6

ccCCE ++=
α  

( ) ( )21121112,3 6
ccCCE ++=

α  

( ) ( )21121112,4 2
15
2 ccCCE ++=
α  

( ) ( )21121112,5 2
15
2 ccCCE ++=
α  

( ) ( )21121112,6 15
4 ccCCE ++=
α  
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ประวัติผูเขียนวิทยานพินธ 

นายนิพนธ วรรณโสภาคย เกิดเม่ือวันที่ 31 เดือนพฤษภาคม พุทธศักราช 
2518 จังหวัดกรุงเทพมหานคร สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิตจากภาควิชา
วิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย เม่ือปการศึกษา 2539 
สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิตจากภาควิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล คณะ
วิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย เม่ือปการศึกษา 2543 และเขาศึกษาตอในหลักสูตร
วิศวกรรมศาสตรดุษฎีบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัย เม่ือปการศึกษา 2546 
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