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บทที่ 1 

บทนํา 
สมมุติวามีของเหลวจํานวนมากพอในภาชนะ A เราใชภาชนะ M ถายเทของเหลวจากภาชนะ A ไป
ยังภาชนะ B โดยมีเงื่อนไขตอไปนี ้

1) อนุญาตใหใชภาชนะ M ตวงของเหลวจากภาชนะ A เพียงครั้งเดยีวเทานั้น แตสามารถ
เทของเหลว  กลับคืนยังภาชนะ A กี่คร้ังกไ็ดตามตองการ และสามารถเทของเหลวจาก
ภาชนะ M ไปยังภาชนะ B กี่คร้ังก็ไดตามตองการ แตเราไมสามารถเทของเหลวจาก
ภาชนะ B กลับคืนยังภาชนะ M ได   
2) ในการตวงปริมาตรของของเหลว เราใชเพียงจดุมุมของภาชนะ M เปนตัวกาํหนด
ปริมาตร โดยเฉพาะอยางยิ่ง การเอียงภาชนะ M ระนาบที่เกิดจากพื้นผิวของของเหลว ตอง
ผานจุดมุมของภาชนะ M อยางนอย 3 จดุ                                                                             

 
 
นิยาม 1.1   เคร่ืองตวงสากล (v- universal measuring devices) คือ ภาชนะ M ไรมาตรวัด มี
ปริมาตร v ลูกบาศกหนวย เมื่อเราใชภาชนะ M ตวงปรมิาตรของเหลวจะไดของเหลวที่มีปริมาตร
เปนจํานวนเตม็ตั้งแต 1 ลูกบาศกหนวยไปจนถึง v ลูกบาศกหนวย ทกุคาภายใตเงื่อนไข 2 ขอ 
ขางตน 

ตัวอยาง   เครื่องตวงสากล M ที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส โดยมีพืน้ที่ฐานเทากับ 6 ตารางหนวย
และมีความสูงเทากับ 1 หนวย ดังรูปที่ 1.1 

                                       

1 หนวย

 
                                   

                รูปที่ 1.1  

เครื่องตวง M นี้ ตวงของเหลวไดเทากับ 6 ลูกบาศกหนวย และเราสามารถตวงของเหลวปริมาตร
อ่ืนๆ ไดดังนี ้
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เมื่อเทของเหลวออก จนกระทั่งระดับน้ําผานจุดมุม 2 จดุ ดังรูปที่ 1.2 
 

                                     
                                  
                                             รูปที่ 1.2 

และเมื่อเทของเหลวออกเรื่อยๆ จนกระทั่งระดับน้ําผานจดุมุมบนเพยีงจดุเดียว ดังรูปที ่1.3 
 
 

                                         
 
                                           รูปที่ 1.3 
 

ดังนั้นภาชนะนี้สามารถตวงของเหลวไดทนัทีเทากับ 6 ลูกบาศกหนวย 3 ลูกบาศกหนวย 
และ 1 ลูกบาศกหนวย 

 เมื่อตองการของเหลวปริมาตร 2 ลูกบาศกหนวย 4 ลูกบาศกหนวย และ 5 ลูกบาศกหนวย 
สามารถทําไดดังนี ้
 สําหรับของเหลวปริมาตร 2 ลูกบาศกหนวย :  เอียงเครื่อง M ดังรูปที่ 1.2 จากนั้นคอยๆ เท
ของเหลวออกใสในภาชนะ B จนกระทั่งของเหลวในเครือ่งตวง M เปนดังรูปที่ 1.3 เราจะได
ของเหลวในภาชนะ B เปน 2 ลูกบาศกหนวย 

 สําหรับของเหลวปริมาตร 4 ลูกบาศกหนวย : ตวงของเหลวจากภาชนะ A ใหเต็มเครือ่ง
ตวง M จากนัน้คอยๆ เทของเหลวออกใสในภาชนะ B จนกระทั่งไดดงัรูปที่ 1.2 จากนั้นคอยๆ เท
ของเหลวกลับคืนยังภาชนะ A จนกระทั่งไดดังรูปที่ 1.3 และนําของเหลวสวนนี้เทใสยังภาชนะ B 

เราจะไดของเหลวในภาชนะ B เปน 4 ลูกบาศกหนวย 
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สําหรับของเหลวปริมาตร 5 ลูกบาศกหนวย  : ตวงของเหลวจากภาชนะ A ใหเต็มเครื่องตวง M 

จากนั้นคอยๆ เทของเหลวออกใสในภาชนะ B จนกระทั่งไดดังรูปที่ 1.3 เราก็จะไดของเหลวใน
ภาชนะ B เปน 5 ลูกบาศกหนวย 

 ดังนั้นเครื่องตวงสากล M นี้สามารถใชตวงของเหลวได 1 ลูกบาศกหนวย 2 ลูกบาศกหนวย 
ไปจนถึง 6 ลูกบาศกหนวย                       � 
 
  
 

วิทยานิพนธฉบับนี้จะทําการรวบรวมงานวจิัยของ Professor Jin Akiyama และคณะ 
[1],[2] เกี่ยวกบั เครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยม และ ส่ีเหล่ียม ซ่ึงจะกลาวไวในบทที่ 2 
และบทที่ 3 ตามลําดับ สําหรับเครื่องตวงทีม่ีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมปกต ิพบวาไมมีเครือ่งตวงสากล
เกิดขึ้นแนนอน ซ่ึงไดอธิบายไวในบทที่ 4 จากนั้น เราจึงสรางเครื่องตวง M ที่มีฐานเปนรูปหา
เหล่ียมแบบพิเศษ ซ่ึงเกิดจากการตัดภาชนะที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสออกมุมหนึ่ง และทําใหเรา
ไดเครื่องตวงกึง่สากล ซ่ึงมีเงื่อนไขการตวงเหมือนเครื่องตวงสากลแตไมสามารถตวงไดถึงปริมาตร
สูงสุด 
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กอนอื่นจะขอแนะนํานยิาม และทฤษฎีบทที่จําเปนดังตอไปนี ้
นิยาม 1.2 ให Ω = (n1 , n2 ,…, nk) เปนลําดับของจํานวนเตม็บวก ซ่ึง ni < ni+1  ทุก  i = 1,2,…, 
k-1 
ลําดับ D = (d0 ,d1 ,d2,…, dk) ที่สมนัยกบั Ω โดยที่ d0 = 0 และ di ≤  di+1  เปนลําดับที่เกิดจาก
การจัดเรียงอันดับ n0 , n1 , n2-n1 , n3-n2 ,…, nk-nk-1 เมื่อ n0 = 0  

ลําดับ Ω = (n1,n2,…,nk) เปน ลําดับกอกําเนดิ(generating sequence) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ
จํานวนเต็ม  i ซ่ึง 1≤  i ≤  nk  จะมีลําดับยอยของลําดับ D ที่สมนัยกับ Ω ซ่ึง  i เทากับ ผลบวกของ
สมาชิกในลําดบัยอยนัน้ 
 
ตัวอยาง ให Ω = (4,5,13,15,25,28) เปนลําดับกอกําเนดิ เพราะลําดบั D ที่สมนัยกับΩ เทากับ 

(0,1,2,3,4,8,10) และตารางตอไปนี้แสดงการมีลําดับยอยของลําดับ D ซ่ึงทําให  i เทากับผลบวก
ของสมาชิกของลําดับยอยนัน้ ทุก   i = 1,2,3,…,28  ดังตารางที่ 1.4 
 

i ลําดับยอยของลําดับ D i ลําดับยอยของลําดับ D 
1 (0,1) 15 (1,4,10) 
2 (0,2) 16 (2,4,10) 
3 (0,3) 17 (3,4,10) 
4 (0,4) 18 (8,10) 
5 (2,3) 19 (1,8,10) 
6 (2,4) 20 (2,8,10) 
7 (3,4) 21 (1,2,8,10) 
8 (0,8) 22 (4,8,10) 
9 (1,8) 23 (1,4,8,10) 
10 (0,10) 24 (2,4,8,10) 
11 (3,8) 25 (3,4,8,10) 
12 (4,8) 26 (1,3,4,8,10) 
13 (3,10) 27 (2,3,4,8,10) 
14 (4,10) 28 (1,2,3,4,8,10) 

 
                             ตารางที่ 1.4        
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 5

 
 
ทฤษฎีบท 1.3   ให Ω = (n1 , n2 ,…, nk) และลําดับ D= (d0 ,d1 ,d2,…, dk)  ที่สมนัยกับ Ω  จะได
วา Ω เปนลําดับกอกําเนิด ก็ตอเมื่อ   d i -1≤  d0+ d1+d2+…+di-1  สําหรับทุก  i =  1,2,…,k  
 
พิสูจน ( ← ) สมมุติวา  d i -1≤  d0+ d1+d2+…+di-1  ทุก  i = 1,2,…,k   

เราจะสังเกตวา d1 = 1 โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร  สมมุติวา ทุกจาํนวนเต็มระหวาง 1 และ  
d0+ d1+d2+…+di-1 สามารถเขียนในรูปของผลบวกของสมาชิกเซตยอยบางเซตของเซต  

{ d0, d1,d2,…,di-1} นั่นคอื ทุกจํานวนเต็มที่อยูในรูป  m + di  โดยที ่ 0 ≤  m ≤  d0+ 

d1+d2+…+di-1  สามารถเขียนไดในรูปของผลบวกของสมาชิกของเซตยอยของเซต  
{ d0, d1,d2,…,di } เพราะวา d i -1≤  d0+ d1+d2+…+di-1 ทําใหเราไดวา ทุกจํานวนเตม็ที่นอย
กวาหรือเทากบั d0+ d1+d2+…+di , i = 1,2,3…,k  สามารถเขียนในรูปผลบวกของสมาชิกของ
บางเซตยอย ของเซต{ d0,d1,d2,…,di-1} ได 
          ( → )  สมมติวามีจํานวนเต็ม i บางตัว ซ่ึง d i -1 > d1+d2+…+di-1  จะเห็นไดชัดวา Ω
ไมเปนลําดับกอกําเนิด ทั้งนี้เนื่องจาก d0+d1+d2+…+di-1+1 ไมสามารถเขียนในรูปผลบวกของ
บางเซตยอยของเซต  { d0,d1,d2,…,di} ได   
                                                                                                                                        
ทฤษฎีบท 1.4  ให   Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนดิ และมีจํานวนเต็ม j โดยที่ 1≤  j ≤  k   

เพียงตวัเดยีวเทานั้น ซ่ึง n j - n 1−j = 1 จะไดวา มีจํานวนเต็ม p โดยที่  1≤  p ≤  k   และ  p≠ j 

ซ่ึงทําให   n p - n 1−p = 2  
 
พิสูจน   เนื่องจาก Ω  เปนลําดับกอกําเนิด โดย ทฤษฎีบท 1.3 ทําใหเราไดวา d i -1≤  

d1+d2+…+di-1  สําหรับทุก ๆ  i = 1,2,…,k  ดังนั้น d 2 -1 ≤  d 1  นั่นคือ  d 2 ≤  d 1 +1 และ
เพราะวา   d 1 = 1  ดังนั้น  d 2 ≤  1+1 = 2 และจากขอสมมติที่วามีเพยีง  j เทานั้นที่  n j - n 1−j = 1 
ดังนั้น d 2 = 2 นัน่คือ จะมีจํานวนเต็ม  p บางจํานวน  ซ่ึง  p≠ j และ 1≤  p ≤  k   

โดยที่  n p - n 1−p = 2                                                                             □ 
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ทฤษฎีบท 1.5  ให Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนดิ จะไดวา  =Ω′  (n1,n2,…,nk ,n 1+k ) 

จะเปนลําดับกอกําเนิด ก็ตอเมื่อ  121 +≤+ kk nn  

 
พิสูจน      เพราะวา  Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนดิ จะไดวา ลําดับ D  ที่สมนัยกับ  Ω  

คือ D ),...,,,( 210 kdddd=   

พิจารณา   =Ω′  (n1,n2,…,nk ,n 1+k )   ให  jkk dnn =−+1   
กรณีที่ 1  kj dd >  

สรางลําดับ  D'  ที่สมนัยกบั Ω′ดังนี้   D' ),,...,,( 10 jk dddd=   ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 1.3  

ลําดับ Ω′  เปนลําดับกอกําเนิด ก็ตอเมื่อ  kkj nddddd =++++≤− ...1 210   
นั่นคือ  121 +≤+ kk nn  
กรณีที่ 2  kj dd ≤  

เราสรางลําดับ D' ที่สมนัยกบั Ω′  คือ D' ),...,,...,,( 10 kj dddd=  ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 1.3 

ลําดับ Ω′  เปนลําดับกอกําเนิด เมื่อ 
kkkjj nddddddddddddd =++++≤++++≤++++≤− −− .........1 21012101210  

นั่นคือ  121 +≤+ kk nn                                                                                                              � 

 
ขอสังเกต 1.6  ให Ω = (n1,n2,…,nk)  เปนลําดับกอกําเนิด จะไดวา  สําหรับทุก ๆ  จํานวนเต็ม  in   
ซ่ึง ki nnn ≤≤1 และ ji nn ≠  ทุก kj ,...,2,1=  ทําให ลําดับ ),...,,...,( 1 ki nnn   เปนลําดับกอกาํเนิด
ดวย 
 
หมายเหต ุ ในบางครั้งการพิจารณาลําดับ (n1,n2,…,nk ,n 1+k ) เกดิความยุงยากเราจึงพจิารณาลําดับ 

),...,,...,( 1 ki nnn  แทน ซ่ึงจะทําใหความยุงยากนอยลง  เปนเหตใุหตองใช ทฤษฎีบท 1.5 และ 
ขอสังเกต 1.6 
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บทที่  2 

เคร่ืองตวงสากลทีม่ีฐานเปนรูปสามเหลี่ยม 
ในบทนี้เราทําการศึกษาเครื่องตวงสากลที่มฐีานเปนรูปสามเหลี่ยมซ่ึงมี 2 กรณ ีคือ ดานขางตั้งฉาก
กับฐานและดานขางไมตั้งฉากกับฐาน โดยในกรณีแรกเราใหเครื่องตวงมีพื้นที่ฐานเทากับ  k ตาราง
หนวย และเครือ่งตวงมีความสูงเทากับ h 1 , h 2 , h 3 หนวย  ตามลําดับ โดยที ่h 1 ≤  h 2 ≤  h 3  ดัง
รูปที่ 2.1 
 

                                      

h1
h2

h3

 
                                                   รูปที่ 2.1 
 
ทฤษฎีบท 2.1 ปริมาตรสูงสุดของเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยมโดยทีด่านขางตั้งฉาก
กับฐาน  คือ  41 ลูกบาศกหนวย 

พิสูจน   สําหรับขั้นตอนการพิสูจนเราจะแบงออกเปน 3 ขั้นตอน ดังนี ้
 ขั้นที่ 1 วิธีการตวงของเหลวและการคํานวณปริมาตรของของเหลว 

 เมื่อพิจารณาความเปนไปไดตาง ๆ ในการตวงของเหลวดวยเครื่องตวงโดยเงื่อนไขของการ
ตวง  จะไดวามีแบบตวงไดทั้งสิ้น 7 แบบตาง ๆ กัน ดังรูปที่ 2.2 

h1
h2

h3

   

h1
h2

h3

   

h1
h2

h3

   
             (a)                                         (b)                                       (c) 
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h1
h2

h3

     

h1
h2

h3

        

h1

h2

h3

 
 
              (d)                                       (e)                                           (f) 
 
 

                                        

h1
h2

h3

 
                          
                                                         (g) 
                                                     รูปที่ 2.2 
 
จากรูปขางตน เราจะคํานวณเห็นไดโดยงายวา ปริมาตรของของเหลวจากรูปที่ 2.2  ( a)   

รูปที่ 2.2 ( b) และ   รูปที่ 2.2  (c)  คือ   
3

,
3

,
3

321 khkhkh   ตามลําดับ  
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สําหรับของเหลวในรูปที่ 2.2   (d ),( e),( f ) และ (g) คํานวณไดตามขั้นตอนตอไปนี้ 
ขอสังเกต 2.2  พิจารณาการคํานวณปริมาตรของรูปทรงส่ีหนา ADEF   ตอไปนี้ 

                                     

A

B

C

D

E

F

h

 
                                                       รูปที่ 2.3 

พิจารณารูปทรงสี่หนา  ADEF  จะไดวา 
 ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADEF   = ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADEC  
         =    ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADCB   
         =       

3
kh  

  
ขอสังเกต 2.3  พิจารณาความสัมพันธระหวางปริมาตรของ ABCEF และปริมาตรของทรงสี่หนา 
ABCE     ตอไปนี ้
 

                                    
A

B

C
D

E

F

h

 
                                                       รูปที่ 2.4 
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จากรูปจะไดวา 
 ปริมาตรของปริซึม ABCEF   ÷    ปริมาตรของทรงสี่หนา ABCE    มีคาเทากับ 

      พื้นที่ของสี่เหล่ียมคางหมู  BCEF     ÷    พื้นที่ของสามเหลี่ยม  BCE  
 
 
 
ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 2.2 (d)  

                                               

A

B
C

D

E

F

h1
h2

h3

                  
จากขอสังเกต 2.3   ปริมาตรของปริซึม ABCFD   ÷    ปริมาตรของทรงสี่หนา ABCF   จะมีคา
เทากับ 

                    พื้นที่ของสี่เหล่ียมคางหมู  ACFD     ÷    พื้นที่ของสามเหลี่ยม  ACF  

                                                 ))((
2
1

32 CAhh +  ÷   ))((
2
1

2 CAh  

และเนื่องจาก ปริมาตรของทรงสี่หนา ABCF   จะมีคาเทากับ 
3

2kh   

ดังนั้น   ปริมาตรของปริซึม ABCFD   เทากับ  
3

)( 32 hhk +  ลูกบาศกหนวย 

ดวยวิธีการเดียวกัน สามารถคํานวณปริมาตรของเหลวในรูปที่ 2.2 (e) และรูปที่ 2.2(f )   ไดเทากบั  

3
)( 31 hhk +  ลูกบาศกหนวย และ 

3
)( 21 hhk +   ลูกบาศกหนวย  ตามลําดับ 
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ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 2.2 (g)  

                                                

A

B
C

D

E

F

h1
h2

h3

 
จะเห็นวา   
ปริมาตรของปริซึม ABCDEF   เทากับ ผลรวมของปริมาตรของปริซึม ABCFE   กับ ปริมาตร
ของทรงสี่หนา ADEF  

เนื่องจาก   ปริมาตรของปริซึม ABCFE    เทากับ  
3

)( 21 hhk +   ลูกบาศกหนวย   

จากขอสังเกต 2.2   ปริมาตรของทรงสี่หนา ADEF   เทากับ   
3

3kh   ลูกบาศกหนวย   

ดังนั้น   ปริมาตรของปริซึม ABCDEF   เทากับ  
3

)( 321 hhhk ++   ลูกบาศกหนวย   
 
 
จากปริมาตรตางๆ เราจะได 

3
)(

3
)(

3
)(

3
)(

333
321323121321 hhhkhhkhhkhhkkhkhkh ++

≤
+

≤
+

≤
+

≤≤≤   ……(1) 

หรือ 

3
)(

3
)(

3
)(

33
)(

33
321323132121 hhhkhhkhhkkhhhkkhkh ++

≤
+

≤
+

≤≤
+

≤≤   ……(2) 

  

 

 ขั้นที่ 2    จะพสูิจนวาปริมาตรของเครื่องตวงสากลไมเกิน 41 ลูกบาศกหนวย  

กรณี  (1)        
3

)(
3

)(
3

)(
3

)(
333

321323121321 hhhkhhkhhkhhkkhkhkh ++
≤

+
≤

+
≤

+
≤≤≤  

พิจารณาลําดับ 
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

1122332123121 khhhkhhkhhhkhhkhhkkh −−−+−−  
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สรางลําดับ T = (
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

1122332123121 khhhkhhkhhhkhhkhhkkh −−−+−− ) 

ให  a = 
3

1kh  , b = 
3

)( 12 hhk −  , c = 
3

)( 23 hhk −  และ d = 
3

)( 321 hhhk −+   

เราจะสังเกตวา d = a-c 

ให  C  แทนเซตของจํานวนที่สามารถเขียนเปนผลบวกของเทอมที่ตางกันในลําดับ T 
เนื่องจาก  a , b , c ปรากฏอยูสองเทอมในลําดับ T และ d ปรากฏอยูเพยีงเทอมเดยีวในลําดับ T  

สามารถเขียน 

 C {=  ai + bj + cs + dt  โดยที่  i , j , s ∈  { 0,1,2 } และ t ∈  {0,1}} 

ดังนั้นสมาชิกในเซต C ที่เปนไปไดทั้งหมดคือ   3 1233 −⋅⋅⋅  = 53 แตเนื่องจาก ความสัมพันธ    
d = a-c  จะไดวา   ai + bj + cs + dt  = ai + bj + cs + dt + a – c - d 

                  = a(i+1) + bj + c(s-1) + d(t-1) 
โดยที่  i ∈{0,1} , j ∈{0,1,2} , s ∈{1,2} ,  t = 1 

ดังนั้นจะตองมีสมาชิกอยางนอย  2 123 ⋅⋅⋅  = 12   ตัวของเซต C ซ่ึงมีผลบวกซํ้ากัน  
นั่นคือ C ≤  53 – 12  

นั่นคือสมาชิกในเซต C มีไดอยางมาก 41 ตัว ซ่ึงตามนิยามของ C เราจะไดวา ปริมาตรสูงสุดที ่
เครื่องตวง สามารถตวงไดอยางมากคือ 41 ลูกบาศกหนวย 
 
  

กรณี (2)      
3

)(
3

)(
3

)(
33

)(
33

321323132121 hhhkhhkhhkkhhhkkhkh ++
≤

+
≤

+
≤≤

+
≤≤  

พิจารณาลําดับ  
3

,
3

)(,
3

,
3

))((,
3

,
3

)(,
3

11212131121 khhhkkhhhhkkhhhkkh −+−−  

 ลําดับ T = (
3

,
3

)(,
3

,
3

))((,
3

,
3

)(,
3

11212131121 khhhkkhhhhkkhhhkkh −+−− )  

ให  a =
3

1kh  , b = 
3

)( 12 hhk −  และ c = 
3

))(( 213 hhhk +−   

จะเห็นวา a ปรากฏอยูส่ีเทอมในลําดับ T และ b ปรากฏอยูสองเทอมในลําดับ T และ c ปรากฏอยู
เพียงเทอมเดียวเทานัน้ในลําดับ T และดวยวิธีการเดียวกนักับกรณีที่ (1) 

ให   C {=  ai + bj + cs   โดยที่   i  ∈  {0,1,2,3,4} ,  j ∈  {0,1,2}  และ  s ∈  {0,1}} 

ทําใหเราไดวา  C  ≤  41291235 <=−⋅⋅  
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ขั้นที่ 3  เราจะพิสูจนวาเครื่องตวงสากลที่มปีริมาตร 41 ลูกบาศกหนวยนั้นมีจริง 
พิจารณากรณี (1)  

เรามี  T = (
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

1122332123121 khhhkhhkhhhkhhkhhkkh −−−+−− )  

จากเงื่อนไข  h 3 ≤  h 1 + h 2  และความจริงที่วา  h 1 + h 2 ≤  h 1 + h 3   
สรางลําดับไมลด  D = ( d1 , d2 ,…, d7 )  โดยที่  d i ≤  d 1+i  , i = 1,2,3,…,7 ไดทั้งหมด 8 แบบ 

ดังนี ้
)

3
,

3
,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(( 1132123231212 khkhhhhkhhkhhkhhkhhk −+−−−−            ……(1) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1123233211212 khkhhhkhhkhhhkhhkhhk −−−+−−            ……(2) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1112123212323 khkhhhkhhkhhhkhhkhhk −−−+−−            …....(3) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1132112122323 khkhhhhkhhkhhkhhkhhk −+−−−−            ..…..(4) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1112122323321 khkhhhkhhkhhkhhkhhhk −−−−−+            ……(5) 

)
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1123231212321 khkhhhkhhkhhkhhkhhhk −−−−−+            ……(6) 

)
3

)(,
3

)(,
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1212112323321 hhkhhkkhkhhhkhhkhhhk −−−−−+            ……(7) 

)
3

)(,
3

)(,
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1212113212323 hhkhhkkhkhhhhkhhkhhk −−−+−−           …….(8)

  
 
พิจารณาลําดับ  (1)  
           )

3
,

3
,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(( 1132123231212 khkhhhhkhhkhhkhhkhhk −+−−−−  

เราจะไดวา 
 d 1 = d 2 = 

3
)( 12 hhk −  

 d 3 = d 4 = 
3

)( 23 hhk −  

            d 5 = 
3

)( 321 hhhk −+  

 d 6 = d 7 = 
3

1kh  

 

โดยทฤษฎีบท 1.3 และความจริงที่วา  
3

)( 321 hhhk ++  = 41 เราสามารถคํานวณคาของ 

  h 1 , h 2 , h 3  ดังนี ้
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จาก d1 = 1 ดงันั้น 
3

)( 12 hhk −  = 1 และ d3-1 ≤  d1+d2 = 3 ดังนั้น 
3

)( 23 hhk −
≤  3 จากนั้นแทน

ความสัมพันธเหลานี้ลงในสมการ   
3

)( 321 hhhk ++ = 41 เราก็จะไดวา h1 = 
k
312× , h2 = 13

k
3

×  

และ h3 = 16
k
3

×  

ดังนั้นเราจะไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยมพื้นที่ฐาน 3 ตารางหนวย และ 

ความสูง  h1 = 12 หนวย  h2 = 13 หนวย   และ   h3 = 16 หนวย 
 
พิจารณาลําดับ (8)  

           )
3

)(,
3

)(,
3

,
3

,
3

)(,
3

)(,
3

)(( 1212113212323 hhkhhkkhkhhhhkhhkhhk −−−+−−  

เราจะไดวา 
 d 1 = d 2 = 

3
)( 23 hhk −  

 d3 = 
3

)( 321 hhhk −+  

 d4 = d5 = 
3

1kh  

 d6 = d7 = 
3

)( 12 hhk −  

ในทํานองเดียวกัน  เราจะสามารถคํานวณไดวา   h1 = 4
k
3

× , h2 = 18
k
3

×  และ   h3 = 19
k
3

×  

ดังนั้นเราจะไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูปสามเหลี่ยมพื้นที่ฐาน 3 ตารางหนวย  
และความสูง  h1 = 4 หนวย  h2 = 18 หนวย   และ   h3 = 19 หนวย 

และเมื่อพิจารณาลําดับ  (2)-(6) เราจะพบขอขัดแยงดังตวัอยางตอไปนี ้
เชน พิจารณาลําดับ (3)    
           )

3
,

3
,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(,

3
)(( 1112123212323 khkhhhkhhkhhhkhhkhhk −−−+−−  

เราจะไดวา 
 d 1 = d 2 = 

3
)( 23 hhk −  

            d3 = 
3

)( 321 hhhk −+  

 d4 = d5 = 
3

)( 12 hhk −  

 d 6 = d 7 = 
3

1kh  

โดยทฤษฎีบท 1.3 และ 
3

)( 321 hhhk ++  = 41   เนื่องจาก  d 1 = 1 ดังนั้น d2= 1 
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นั่นคือ 
3

)( 23 hhk − = 1 

เนื่องจาก d3 ≤  d1 + d2 +1 = 3  นั่นคือ  
3

)( 321 hhhk −+  ≤  3 หรือ  h 1 + h 2 ≤  h 3 + 3
k
3

×   

เนื่องจาก d4 ≤  d1+ d2 + d3 +1 = 
3

)( 321 hhhk −+ +3 นั่นคือ h 2 - h 1 ≤  h 1 + h 2 - h 3 +3
k
3

×    

เพราะฉะนั้น  h 3 - 2h 1 ≤  3
k
3

×   

เนื่องจาก  d 6 ≤  d1+ d2+ d3+ d4+ d5 +1 

ดังนั้น  
3

1kh  ≤   1+1+
3

)( 321 hhhk −+  +
3

)(2 12 hhk − +1 

เพราะฉะนั้น 2h 1 + h 3 - 3h 2  ≤   3
k
3

×  

เนื่องจาก   h 3 - h 2 = 
k
3  และ h 1 + h 2 ≤   h 3 + 3

k
3

×   ทําใหเราไดวา คาของ  h 1 k
34×≤   

เนื่องจาก   h 3 - 2h 1 ≤  3 และ h 1 k
34×≤   เราจะไดวา  h 3 k

311×≤  

และเนื่องจาก  h 3 - h 2 = 
k
3   ดังนั้น h 2 k

310×≤  

เนื่องจากวา 
3

)( 321 hhhk ++
≤   max( 

3
1kh ) + max(

3
2kh ) + max(

3
3kh ) = 4 + 10 + 11 = 25  

จึงขอขัดแยงกบัความจริงที่วา  
3

)( 321 hhhk ++ = 41    
 
  
 
 
ดังนั้นโดยขั้นตอนการพิสูจนทั้ง 3 ขั้นตอน ทําใหเราไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรปูสามเหลี่ยม 
มีปริมาตรสูงสุดคือ 41 ลูกบาศกหนวย และ ยิ่งไปกวาเราไดเครื่องตวงสากลที่มีฐานเปนรูป
สามเหลี่ยมพืน้ที่ฐาน 3 ตารางหนวยปริมาตร 41 ลูกบาศกหนวย ได 2 แบบ คือแบบที่มีความสูง
ของ h 1 , h 2 , h 3 เปน 12,13,16 ตามลําดับ และแบบที่มีความสูงของ   h 1 , h 2 , h 3  เปน 4,18,19 

ตามลําดับ                                                               □ 
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ทฤษฎีบท 3.4 ให  M คือภาชนะตวงวดัทีม่ีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาและพื้นทีฐ่านทากับ 6 ตาราง
หนวย ความสงูเทากับ 4321 ,,, hhhh หนวย โดยที่ 3241 hhhh +≥+    และดานขางตั้งฉากกับฐาน 
สามารถใชภาชนะ M ตวงวดัปริมาตรไดอยางนอย 

h 1 , 3h 1 , 6h 1 , h 2 ,3h 2 , 3(h 1 +h 2 ),  h 3 , 3h 3 , 3(h 1 +h 3 ), 3(h 2 +h 3 ), h 4  ลูกบาศกหนวย 

เราจะไมพิสูจนทฤษฎีบทนี้เพราะการคํานวณสามารถทําไดดวยวิธีการเดียวกันกับทฤษฎีบท 3.6 

ซ่ึงไดแสดงไวอยางละเอียดโดยจะไดกลาวตอไป    
ในกรณีนี้เราไดอนุโลมเงื่อนไขที่ไมมีความสําคัญบางกรณี นั่นคือ กรณีที่ใชภาชนะตวงวดั

ตวงของเหลวปริมาตร 16h ลูกบาศกหนวย  จะเห็นวา ระนาบของของเหลวไมผานจุดมุมสามจุด 

เพราะเราตั้งภาชนะตวงวดัตรง ๆ   ระนาบนีจ้ะผานเฉพาะ a* เทานั้น   ซ่ึงในบทที่ 2 เรามิได
กลาวถึง  แตในกรณนีี้  คาตาง ๆ ที่ไดจากการคํานวณมบีางคาหางกันเกินไป ทําใหผลที่ไดไมเปนที่
นาพอใจ  เราจงึเพิ่มการตวงนี้เชนนีด้วย(เฉพาะกรณีที่ภาชนะตวงวดัมฐีานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา
เทานั้น)                                                                                                                             
 
ทฤษฎีบท 3.5 [1]  มีเครื่องตวงสากล  M  ที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาความจุอยางนอย  691 

ลูกบาศกหนวย 
 
พิสูจน   ทีมงานวิจยัของ Professor Jin Akiyama โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรคํานวณ คาของ   
h1 , h2 , h3, h4  โดยที่  11

4321 21 ≤≤≤≤≤ hhhh   เราไดคาความสูง 2 ชุดที่ใหปริมาตรสูงสุด
ดังนี้  
ชุดที่  1 ไดวา   h 1 = 1 หนวย    h 2 = 32   หนวย    h 3 = 83   หนวย   h 4 =  691  หนวย    และ  
ชุดที่ 2 ไดวา   h 1 = 2 หนวย    h 2 = 64   หนวย    h 3 = 166   หนวย   h 4 =  691  หนวย    
เมื่อแทนคาความสูงของชุดที่ 1 เราคํานวณปริมาตรตาง ๆ ในทฤษฎีบท 3.4 ไดดังนี ้
1 , 3 , 6 , 32 , 96 , 99 , 83 , 249 , 252 , 345 , 691    ตามลําดับ 

 พิจารณาลําดบัไมลด =Ω  (1 , 3 , 6 , 32 , 83 , 96 , 99 , 249 , 252 , 345 , 691)  
จะได ลําดับ D ที่สมนัยกับ Ω คือ 
D = (0 , 1 , 2 , 3 , 3 , 3 , 13 , 26 , 51 , 93 , 150 , 346)  
โดยใชทฤษฎบีท 1.3 จะไดวาลําดับ D นี้ เปนลําดับกอกาํเนิด    
เมื่อแทนคาความสูงของชุดที่ 2 ในทฤษฎีบท 3.4  จะได 
2 , 6 , 12 , 64 , 192 , 198 , 166 , 498 , 504 , 690 , 691 ตามลําดับ  
ในทํานองเดียวกัน  พิจารณาลําดับไมลด =Ω  (2 , 6 , 12 , 64 , 166 , 192 , 198 , 498 , 504 , 

690 , 691) เราไดลําดับ D = (0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 6 , 6 , 26 , 52 , 102 , 186 , 300)  และใช
ทฤษฎีบท 1.3 จะไดวาลําดับ Ω  นี้ เปนลําดับกอกําเนดิ    
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โดยนยิามดังนัน้ เราไดเครื่องตวงสากล M ที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาความจุ  691 ลูกบาศก
หนวย                                                                                                                            □ 

ทฤษฎีบท 3.6 [2] ภาชนะตวงวดัที่มีฐานเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา พื้นที่ฐาน 6 ตารางหนวย ความสงู
เปน 4321 ,,, hhhh หนวย โดยท่ี 4321 hhhh ≤≤≤    และดานขางตั้งฉากกับฐาน สามารถใชตวงวดั
ปริมาตรไดดังตอไปนี ้
(1)  ภาชนะตวงวดัแบบที่ 1 เราจะแบงเปนสองกรณีดังนี้ 

กรณีที่ 1  314 hhh +>  

41312143423313214321 ,,,,),(3,3,3,3,,,, vvvvvhhhhhhhhh +  

กรณีที่ 2     314 hhh +≤  
121434233143214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  

(2)  ภาชนะตวงวดัแบบที่ 2 เราจะแบงเปนสามกรณีดังนี้ 
 กรณีที่ 1  324 hhh +>  

 43234241213323214321 ,,,,),(3,3,3,3,,,, vvvvvhhhhhhhhh +  
 กรณีที่ 2  324132 hhhhhh +≤<−+  

 342412133243214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  
กรณีที่ 3   1324 hhhh −+≤  

342412134143214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  
(3)   ภาชนะตวงวดัแบบที่ 3 เราจะแบงเปนสามกรณีดังนี้ 
 กรณีที่ 1 213 hhh +>  

 3124122423141321214321 ,,,,,),(3,3,3,,,, vvvvvvhhhhhhhh +  
 กรณีที่ 2  4213 hhhh <+≤  

 41224231413213214321 ,,,,),(3,3,3,3,,,, vvvvvhhhhhhhhh +  
 กรณีที่ 3  214 hhh +≤  

 242314132143214321 ,,,),(3,3,3,3,3,,,, vvvvhhhhhhhhhh +  

โดยที่    
j

i
jiij h

hhhv
2

++=     และ   
))((

333

kiji

kji
ijk hhhh

hhh
v

−−
−−

=  

 
พิสูจน   เราแสดงการคํานวณอยางละเอียดเฉพาะกรณีที ่2 เทานั้น เนื่องจากในกรณีอ่ืน ๆ สามารถ
แสดงไดในทํานองเดียวกนั แตจะแสดงรูปภาพของการตวงของเหลวดวยภาชนะแตละแบบใหดูทกุ
กรณ ี
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จากรูป และขอสังเกต 3.3 จะไดปริมาตรของเหลวเทากบั   *)(1
3

4

3

3

4

2 opddV
h
h

h
h

×































+








−  

และเนื่องจาก    
244

6
hhh

od
−

=     และ  
344

6
hhh

pd
−

=          จะไดวา    

))((
66

6
1

2
1

3
1*)(

3424

3
4

34

4

24

4
4 hhhh

h
hh

h
hh

hhpdodopddV
−−

=
−

×
−

×=××××=  
                  

ดังนั้นปริมาตรของเหลวในรูปที่ 3.8 เทากับ 
))((

1
3424

3
4

3

4

3

3

4

2

hhhh
h

h
h

h
h

−−
×
































+








−  

จัดรูปใหม จะได  
))(())((

1
3424

3
3

3
2

3
4

3424

3
4

3

4

3

3

4

2

hhhh
hhh

hhhh
h

h
h

h
h

−−
−−

=
−−

×































+
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บทที่ 4 

เคร่ืองตวงกึ่งสากลทีม่ีฐานเปนรูปหาเหลีย่มแบบพิเศษ 
พิจารณาภาชนะที่มีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมปกติ โดยทีด่านขางตั้งฉากกับฐาน ดังรูป 

                                                                          
ให  v1 และ  v2  แทน ปริมาตรของเหลวในภาชนะ ดังรูป 

                                    
v1

                                    

v2

 
 

                          
xx

h

                   
 

จากการคํานวณ  v1 เทากับ    hx ××× ))
5

3sin(
2
1(

3
1 2 π  

                        hx ××= ))
10

cos((
6
1 2 π  

และ          v2    เทากับ   )(
2
1))

10
sin(

2
1

3
1(2 xzhhzx ×+××××

π  
                                      = hxxhxx ×××+××× )

10
cos(

2
1])

10
cos()

10
sin(

3
1[ πππ  

                         
















+=
2
1

3

)
10

sin(
)

10
cos(2

π
πhx  

ดังนั้น อัตราสวนระหวาง v2 ตอ v1 2
553)

4
15(23)

10
sin(2 +

=+
−

=+=
π                   
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ทําให  v1 หรือ  v2   ไมเปนจํานวนเต็ม  ดงันั้นเราไมสามารถสรางเครื่องตวงสากลในกรณนีี้ได 
เราจึงสรางภาชนะตวงวดัทีม่ีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมแบบพิเศษ โดยแนะนําบทนยิามของเครื่องตวงกึ่ง
สากล  และพสูิจนวามีเครื่องตวงกึ่งสากลที่มีฐานเปนรูปหาเหลี่ยมแบบพิเศษที่เราสรางขึ้นนี้  
  กําหนด S เปนสี่เหล่ียมจัตุรัสความยาวดาน ๆ ละ d หนวย 
 ให  M เปน ภาชนะที่มีฐานเปนรูปหาเหลีย่ม ซ่ึงเกิดจากการตัดมุม ๆ หนึ่งของ  S  ออกเปน
รูปสามเหลี่ยมหนาจัว่มุมฉาก ความยาวดานประกอบมุมฉากคือ x หนวย และใหความสูงของ
ภาชนะ M  คือ  h  หนวย ดงัรูป 4.1 
 

             
dd

x x

                
dd

e e

hh

h

x x

             
                                                      รูปที่ 4.1 

  ฐานของภาชนะ M มีฐานเทากันสองคู  คูหนึ่งยาว d หนวย อีกคูหนึง่ยาว d-x = e หนวย 
 
เพื่อความสะดวก เราแทน ภาชนะ M ดวย ภาชนะ M ),,( hed หมายถึง ภาชนะที่ฐานมีความยาว d 

หนวย จํานวน  2 ดาน ความยาว e หนวยจาํนวน 2 ดานและภาชนะมีความสูง h หนวย 
 
ทฤษฎีบท 4.1 ภาชนะ M ),,( hed  สามารถตวงของเหลวไดปริมาตรดังตอไปนี ้
  V1 = 

6
)( edeh −    

V2 = 
6

edh  

  V3 = 
6

2hd     

V4 =  
3

edh  + 
)(3

2

ed
dhe
+

 + 
6

)( 22 edh −  

  V5 = 
2

edh  - 
3

2he    

V6 = 
)(3

2

ed
hed
+

 + 
3

edh  + 
3

)( 22 edh −  
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  V7 = 
2

2hd  - 
d

edeh
6

)( 2−  - 
3

)( 2edh −  

  V8 = 
2

2hd  - 
d

edh
6

)( 3−   

  V9 = 
6

2hd  + 
6

2he  + 
6

edh  

  V10= 
2

)( edeh −  + 
6

)( 2edh −  

  V11= 
2

edh  

  V12= 
6

2hd  )1(
6

)(
2

22

+
−−

+
d

ededeh  

  V13= 
2

2hd  + edh - 
2

2he  

พิสูจน   เราจะพิจารณารูปการตวงของภาชนะในแบบตาง ๆ พรอมทั้งคํานวณปริมาตรของเหลว 

ตามลําดับดังนี ้

A

B

CD

E

F

G

HM

N

         A

B

CD

E

F

G

HM

N

   
                     รูปที่ 4.2                                                   รูปที่ 4.3 
 
 
ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.2 มีคาเทากับ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DECM  

เนื่องจากปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DECM  =   ×
3
1 ( พื้นที่ฐานของสามเหลี่ยม DEC ) h×    

                                             =   hDCDE ××××× ))
4

3sin(
2
1(

3
1 π  

                                             =   hede ××−×××
2
2)(2

2
1

3
1   

                                                                    =    
6

)( edeh −   =    V1 
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ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.3 มีคาเทากับ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DEAN 

 ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา DEAN  =   ×
3
1 ( พื้นที่ฐานของสามเหลี่ยม DEA ) h×    

         =   hEADE ×××× )
2
1(

3
1  

                                     =   hde ××××
2
1

3
1  

                                                          =   
6

edh
  =     V2 

A

B

CD

E

F

G

HM

N

 
รูปที่ 4.4 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.4 มีคาเทากับ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา AEFB 

ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา AEFB  =   ×
3
1 ( พื้นที่ฐานของสามเหลี่ยม ABE ) h×    

                                   =   hABAE ×××× )
2
1(

3
1  

       =   hdd ××××
2
1

3
1  

       =   
6

2hd   =   V3 
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                 A

B

CD

E
F

G

HM

N

PQ

      
A

B

CD

E
F

G

HM

N

PQ

O

 

รูปที่ 4.5 

ให Q และ P เปนจุดบนดาน EN และ BG ตามลําดับ ซ่ึงระนาบของของเหลวผาน 
จากรูปที่ 4.5  เมื่อลากเสนตรง DA และ เสนตรง CA    ทําใหได รูปทรงพีระมิด 3 รูป คือ  พีระมิด 
AEQFD  พีระมิด   ABPFC และพีระมิด  ACDF  

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.5 มีคาเทากับ ผลรวมของปริมาตรของรูปทรงพีระมิดทั้งสาม   

จะเห็นวา  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด AEQFD  เทากับ  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด ABPFC  
 
 
 

ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ABPFC   BCABBPAF ××+××= ))(
2
1(

3
1  

                                  deBPh )(
6
1

+×=  

การหาความยาวของดาน BP ลากเสนตรงจากจุด Q ไปตั้งฉากกับกับเสนตรง AF  ที่จุด O  ดังรูป 
จะได สามเหลีย่ม  QOF คลายกับสามเหลีย่ม  CBP ดั้งนั้น 

                                              
CB
BP

QO
OF

=   นั่นคือ  
ed

ehBP
+

=  

จะไดปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ABPFC   )(
6
1

ed
ehhde
+

+=  

ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ACDF  (
3
1
×= พื้นที่สามเหลี่ยม ACD AF×)  

พื้นที่สามเหลีย่ม ACD คํานวณไดดังนี้  ลากเสนตรงจากจุด A ไปตั้งฉากกับเสนตรง DC ที่จุด K 

A

D CK
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เนื่องจาก 22 edADAC +==  และ  )(2 edDC −=   และ  )(
2
2 edKC −=  

พื้นที่สามเหลีย่ม ACD AKDC ××=
2
1     22 )()()(2

2
1 KCACed −×−×=  

      )(
2
1 22 ed −=  

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  ACDF  =  )(
6
1 22 edh −  

จะไดปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.5 เทากบั  +
+

+× )(
6
12

ed
ehhde )(

6
1 22 edh −     

                                                                      =    
3

edh  + 
)(3

2

ed
dhe
+

 + 
6

)( 22 edh −   

                                                             =    V4 
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รูปที่ 4.6 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.6 มีคาเทากับ  ปริมาตรของรูปทรงหาหนา BCDEHM  

ให O เปนจดุกึ่งกลางของดาน BE ลากเสนตรง OD เสนตรง OC เสนตรง OM  และเสนตรง OH 

ทําใหได  รูปทรงพีระมิด  3 รูป คือ พีระมิด ODEM พีระมิด OCBH และ พีระมดิ OCDMH 

ปริมาตรของรูปทรงหาหนา BCDEHM  เทากับผลรวมของปริมาตรของรูปทรงพีระมิดทั้งสาม 

จะเห็นวา  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด ODEM  เทากับ  ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด OCBH 

ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด ODEM  (
3
1
×= พื้นที่สามเหลี่ยม ODE h×)   

                                   hed ××××=
22

2
2
1

3
1  

                                   edh
12
1

=  
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ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด  OCDMH  heed ××−×= )(
3
1  

                                      heedh 2

3
1

3
1

−=  

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงหาหนา BCDEHM  เทากับ  +edh
12
1

+edh
12
1 heedh 2

3
1

3
1

−  

                                                                                      =  
2

edh  - 
3

2he  

                                                                                      =   V5 
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A

B
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E
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PQ
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                          รูปที่ 4.7(a)                                                 รูปที่ 4.7(b) 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.7 มีคาเทากับ  ปริมาตรของรูปทรงเจ็ดหนา  ABCDEPHMQ 

ลากเสนตรง  AD เสนตรง AC เสนตรง AM และเสนตรง AH  ดังรูปที่4.7(a)  ทําใหเกิด 

รูปทรงพีระมิด  3 รูป คือ  พีระมิด DMQEA  พีระมิด DMHCA  และ พีระมิด CHPBA  

ปริมาตรของรูปทรงเจ็ดหนา ABCDEPHMQ เทากับผลรวมของปริมาตรของรูปทรงพีระมิดทั้ง
สาม   เราจะเหน็วา   ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด DMQEA เทากับ ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด 

CHPBA   และเพราะวา   
ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด DMQEA AEDEDMEQ ××+××= ))(

2
1(

3
1   

                                                             dehEQ ××+××= ))(
2
1(

3
1  

การหาความยาวของดาน EQ ลากเสนตรงจากจุด P ไปตั้งฉากกับกับเสนตรง CH  ที่จุด R  

ดังรูปที่ 4.7(b) จะได  สามเหลี่ยม  QAE คลายกับสามเหลี่ยม  HPR ดั้งนั้น 

                                              
RP
RH

EA
EQ

=   นั่นคือ  
ed

dhEQ
+

=  

พิจารณาปริมาตรของรูปทรงพีระมิด DMHCA  
เนื่องจากเราสามารถคํานวณระยะหางระหวางจุด A กับเสนตรง DC ไดเทากับ 

2
ed +   
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                        รูปที่ 4.10                                                      รูปที่ 4.11 
 
พิจารณารูปที่ 4.10  ลากเสนตรง DA และเสนตรง DF เราจะได ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.10 

เทากับ ผลบวกของปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ABDF และ ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด AFPED 

ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ABDF เทากับ 
23

1 2hd
×  และ ปริมาตรของรูปทรงพีระมิด AFPED 

เทากับ  
66

))(
2
1(

3
1 2 edhheDEAFPE +=×+××  

ดังนั้น ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.10 เทากับ  
666

22 edhhehd
++    =    V9 

 
พิจารณารูปที่ 4.11  ให O เปนจุดกึ่งกลางของเสนตรง PD  ลากเสนตรง OH และเสนตรง OC  จะ
ได ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.11 เทากบั ผลบวกของปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ODCH และ
ปริมาตรของรูปทรงหาหนา OCBPHG  

ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ODCH   เทากับ   
6

)())(
2
1(

3
1 2

2 edhhed −
=×−××  

ปริมาตรของรูปทรงหาหนา OCBPHG  เทากับ  
2

)()(
2
1 edehheed −

=××−×  

ดังนั้น ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.11 เทากับ  
6

)(
2

)( 2edhedeh −
+

−   =    V10 
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                                  รูปที่ 4.12                                                           รูปที่ 4.13 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.12 สามารถคํานวณไดเทากบั  
22

1 edhhBCAB =×××   =    V11 

ปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.13 เทากับ  
22

22 heedhhd
−+  =    V13 

 

              A

B

CD

E

F

G

HM

N P

             A

B

CD

E

F

G

HM

N P
R

 
รูปที่ 4.14 

จากรูปที่ 4.14  ให P เปนจุดบนดาน CH ซ่ึงระนาบของของเหลวผาน ลากเสนตรง BD เสนตรง 
DG  และลากเสนตรง ED และเสนตรง BC พบกันที่ จุด R   ดังนั้นปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.14 

เทากับผลบวกของปริมาตรของรูปทรงพีระมิด BCPGD และ ปริมาตรของรูปทรงสี่หนา ADBG  
ดวยวิธีคํานวณเดยีวกับกรณีอ่ืนๆ ที่แลวมา สามารถคํานวณปริมาตรของเหลวในรูปที่ 4.14 ได 

เทากับ   )1(
6

)(
6 2

222

+
−−

+
d

ededehhd  =    V12 

 
หมายเหต ุ วิธีที่ทําใหไดปริมาตรของเหลวที่แตกตางกนั จากการตวงของเหลวดวยภาชนะ 

M(d,e,h) เทากับ 13 วิธี 
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บทนิยาม 4.2 เครื่องตวงกึ่งสากลขนาด  v ลูกบาศกหนวย ( semi – v  universal measuring 

devices) คือ เครื่องตวงไรมาตรวัด แตสามารถตวงของเหลวไดทกุ ๆ ปริมาตร ตั้งแต 1 ลูกบาศก
หนวย จนถึง v ลูกบาศกหนวย  สําหรับ v ใด ๆ ที่เปนจํานวนเต็มบวก และ v ไมจําเปนตองเปน
ความจุเต็มที่ของเครื่องตวง 
 
ตัวอยาง  จากทฤษฎีบท 4.1  ภาชนะ M(4,1,6)  สามารถตวงของเหลวไดปริมาตรทีเ่ปนจํานวนเตม็
ดังนี้  V1 =  3 ลูกบาศกหนวย V2 = 4 ลูกบาศกหนวย V5 = 10 ลูกบาศกหนวย V11 = 12 ลูกบาศก
หนวย  V3 = 16 ลูกบาศกหนวย V10 = 18 ลูกบาศกหนวย V9 =  21 ลูกบาศกหนวย และ  

V13 = 69 ลูกบาศกหนวย   เนื่องจาก (3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 , 69)ไมเปนลําดับกอกําเนิด   
ดังนั้นภาชนะ M นี้ไมสามารถตวงปริมาตรของเหลวไดทกุคาที่เปนจํานวนเต็มตั้งแต 1 ลูกบาศก
หนวยจนถึง 69 ลูกบาศกหนวย  
เราจึงพิจารณา (3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21) ซ่ึงเปนลําดับกอกําเนิด ดังนั้น เราสามารถใชภาชนะ
M(4,1,6)  ตวงปริมาตรของเหลวไดทกุคาที่เปนจํานวนเต็มตั้งแต  1 ลูกบาศกหนวยจนถึง 21 

ลูกบาศกหนวย   ทําใหภาชนะ M(4,1,6)  เปน เครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 21 ลูกบาศกหนวย      � 
 
ตอไปเราหาปริมาตรสูงสุดที่ภาชนะ M(d,e,h) สามารถตวงได และทาํใหภาชนะ M เปนเครื่องตวง
กึ่งสากลดวย 
 
ทฤษฎีบท 4.3  จะมีเครื่องตวงกึ่งสากล M(d,e,h) ขนาด 7 ลูกบาศกหนวย 13 ลูกบาศกหนวย 19 

ลูกบาศกหนวย 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศกหนวย 37 ลูกบาศกหนวย และ 43 ลูกบาศกหนวย 
 
พิสูจน  จากฐานของภาชนะ M(d,e,h) จะไดวา e = dλ   ซ่ึง 0 < 1<λ  และจาก ทฤษฎีบท 4.1 
จะไดวา 

  V1 = 
6

)1(2 λλ −hd    

V2 = 
6

2 λhd  

  V3 = 
6

2hd     

V4 =  )1
1
22(

6
2

22

λ
λ
λλ −+
+

+
hd   

  V5 = )23(
6

2
2

λλ −hd    

V6 = ))1(2
1
22(

6
2

2

λ
λ
λλ −+
+

+
hd   
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  V7 = ))1)(2(3(
6

2
2

λλ −+−
hd   

  V8 = ))1(3(
6

3
2

λ−−
hd   

  V9 = )1(
6

2
2

λλ ++
hd    

  V10= ))1()1(3(
6

2
2

λλλ −+−
hd  

  V11= )3(
6

2

λhd  

  V12= ))2)(1(1(
6

2
2

λλλ −−+
hd  

  V13= )363(
6

2
2

λλ −+
hd  

 

เราจะเห็นทุกคาปริมาตร มีพจนรวมคือ 
6

2hd   เนื่องจากเราตองการใหปริมาตรตางๆ เปนจํานวน

เต็ม แตหากวา λ  เปนจํานวนอตรรกยะ จึงเปนการยากหรือแทบจะเปนไปไมไดที่จะทาํใหคา
ปริมาตรตางๆ เปนจํานวนเตม็ เชน เมื่อ λ  เปนจํานวนอตรรกยะ จะไดวา 21 λλ ++  ตองเปน

จํานวนอตรรกยะดวย ดังนัน้ พิจารณา  V9 = )1(
6

2
2

λλ ++
hd   นั่นคือ 

6

2hd  ตองเปนจํานวน 

อตรรกยะ ทําให V3 = 
6

2hd  เปนจาํนวนอตรรกยะดวย  ซ่ึงเราไมตองการผลเชนนี ้ 

ดังนั้น เราพจิารณาเฉพาะคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะ 

เนื่องจาก V13 เปนความจเุตม็ที่ของเครื่องตวง  M(d,e,h)  และ V13 มีคามากกวา  
คาปริมาตรอื่น ๆ อยางมาก ทาํใหลําดับของปริมาตรไมเปนลําดับกอกําเนิด  จึงทําใหเครื่องตวง  
M(d,e,h) ไมเปนเครื่องตวงสากล     
โดยอาศัยทฤษฎีบท 1.5 และขอสังเกต 1.6 เราจะพจิารณาเฉพาะพหุนามของ  λ  ที่มีดีกรี 1 และ 2  
ยกเวน V13 
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สรางกราฟพหนุามของ λ  ที่มีดีกรี 1 และ 2 ดังรูปที่ 4.15   

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  

v1

v2

v5

v11

v3

v10

v9

 
         
               รูป 4.15 แสดงกราฟพหุนามของλ  ที่มีดีกรี 1 และ 2 

 
จากการคํานวณเราไดชวงของ λ และคาปริมาตรที่สมนัยกันเรียงจากนอยไปมาก ดังตารางตอไปนี ้
 
ชวงของ λ  คาปริมาตรเรียงจากนอยไปมาก 

(0, )
3
1   

V1 ≤  V2 ≤  V5 ≤  V11 ≤  V3 ≤  V10 ≤  V9 

[ ]
2

31,
3
1 +−  

V1 ≤  V2 ≤  V5 ≤  V3 ≤  V11 ≤  V10 ≤V9 

( )
2
1,

2
31+−  

V1 ≤  V2 ≤  V5 ≤  V3 ≤  V10 ≤  V11 ≤V9 

[ ]
2
2,

2
1  

V1 ≤  V2 ≤  V10 ≤  V3 ≤  V5 ≤  V11 ≤V9 

( )1,
2
2  

V1 ≤  V10 ≤  V2 ≤  V3 ≤  V5 ≤  V11 ≤V9 

ตารางที่  4.1 แสดงชวงของ λ และคาปริมาตรที่สมนัยกันเรียงจากนอยไปมาก 
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กรณีที่ 1 ∈λ (0, )
3
1  เราจะแสดงวา มีเครื่องตวงกึ่งสากล M ขนาด 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศก

หนวยหรือ 43 ลูกบาศกหนวย   

พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V2 – V1 = 
6

22 λhd  

 V5 – V2 = 
6

)1(22 λλ −hd  

 V11 – V5 = 
6
2 22 λhd  

 V3 – V11 = 
6

)31(2 λ−hd  

 V10 – V3 = 
6

)21(2 λλ −hd  

 V9 – V10 = 
6
3 22 λhd  

 

สังเกตวาผลตางเหลานี้มี   
6

2hd  เปนตัวรวม เราตองการใหผลตางเหลานี้เปนจาํนวนเต็มบวก

ทั้งหมด  สรางเซต D = { }3),21(,31,2),1(2,),1( 222 λλλλλλλλλλ −−−−  และให  
H = {( i)2λλ −  + ( j)2λ + (2 k)2 2λλ −  + (2 l)2λ  + (1-3 m)λ  + ( n)2 2λλ −  + (3 p)2λ  

โดยที่ i ,j ,k ,l ,m ,n ,p ∈  {0,1} และ i ,j ,k ,l ,m ,n ,p ไมเปนศูนยพรอมกัน } 

ดังนั้น H  = 2 7 - 1 = 127  
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พิจารณาเซต D = { }3),21(,31,2),1(2,),1( 222 λλλλλλλλλλ −−−−  จากกราฟ ( รูปที่ 4.16) 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

λ2 1-3λ

 
                             รูปที่ 4.16 แสดงกราฟพหุนามของ λ ในเซต D 

จากรูปและการคํานวณจุดตดัของกราฟ เราจะไดวา 2λ  เปนพหุนามคานอยสุด  ในชวง 

)
2

133,0( +−  

ดังนั้น  
6

22 λhd   = 1  และ )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127 

พิจารณาระบบสมการ  
6

22 λhd   = 1              (4.1)  

           )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127                         (4.2) 

ดังนั้น   
)1.4(
)2.4(    จะได 2

2 1
λ
λλ ++   ≤ 127 

เพราะฉะนั้น             2
1

λ
λ +   ≤   126 

เนื่องจากวา คาปริมาตรที่ตองการเปนจํานวนเต็ม ดังนั้น    2
1

λ
λ +  ∈  {1,2,3,…,126} 

 
 
กอนที่จะพิสูจนตอไป   จะขอพิสูจนทฤษฎบีทตั้ง 4.5 ดังนี้ 
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ทฤษฎีบทตั้ง 4.4 ให  λ  เปนจาํนวนตรรกยะในชวง (0,1) จะไดวา    2
1

λ
λ +    จะเปนจาํนวนเต็ม 

ก็ตอเมื่อ มีจํานวนเต็มบวก  p ซ่ึง λ  = 
p
1   

พิสูจน  )( ←  สมมติวา มีจํานวนเต็มบวก  p ซ่ึง λ  = 
p
1  

ดังนั้น   2
1

λ
λ +   =  

2
1

11

p

p
+

   =  p(p+1)  ซ่ึงเปนจํานวนเต็ม 

            )( →   สมมติวา 
p
q

=λ  โดยที่ 1≠q  และ ),( qp = 1  

เพราะฉะนั้น     2
1

λ
λ +   =  

2

2

1

p
q

p
q

+
  =  2

)(
q

qpp +  

เนื่องจาก  2
1

λ
λ +   เปนจํานวนเต็ม  ดังนั้น  q 2 หาร  p(p+q) ลงตัว  นั่นคือ q หาร p(p+q) ลงตัว 

และเนื่องจาก  (p,q) = 1 ดังนั้น q หาร p+q ลงตัว นั่นคอื q หาร p ลงตัว เราก็จะไดวา  q หาร 
(p,q) ลงตัว  ทําใหได q หาร 1 ลงตัว ซ่ึงขัดแยงกับสมมติฐาน 

เนื่องจาก  ∈λ  )
2

133,0( +−  โดยทฤษฎีบทตั้ง 4.4 ทําใหได }
10
1,...,

5
1,

4
1{=λ   ตารางที่  4.2 

แสดงคาของλ  ปริมาตรที่สมนัยกนั และการเปนลําดับกอกําเนิด 
λ  d h2  ปริมาตร (ลูกบาศกหนวย) ลําดับกอกําเนดิ ปริมาตรสูงสุด 

4
1  

616×  V1 = 3 , V2 = 4 , V5 = 10 , V11 = 12  
V3 = 16 , V10 = 18 , V9 = 21 

เปน 21 

5
1  

625×  V1 = 4 , V2 = 5, V5 = 13 , V11 = 15   
V3 = 25 ,V10 = 28 , V9 = 31 

เปน 31 

6
1  

636×  V1 = 5 , V2 = 6 , V5 = 16 , V11 = 18  
V3 = 36 ,V10 = 40 , V9 = 43 

เปน 43 

7
1  

649×  V1 = 6 , V2 = 7 , V5 = 19 , V11 = 21  
V3 = 49 , V10 = 54 , V9 = 57 

ไมเปน - 

8
1  

664×  V1 = 7 , V2 = 8 , V5 = 22 , V11 = 24  
V3 = 60 ,V10 = 70 , V9 = 73 

ไมเปน - 

9
1  

681×  V1 = 8 , V2 = 9 , V5 = 25, V11 = 27  
V3 = 81 ,V10 = 88, V9 = 91 

ไมเปน - 

10
1  

6100×  V1 = 9 , V2 = 10 , V5 = 28 , V11 = 30  
V3 = 100 ,V10 = 108 , V9 = 111 

ไมเปน - 

 ตารางที่ 4.2  
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เมื่อ )
3
1,

2
133( +−

∈λ   เราจะไดวา  λ31−  เปนพหุนามคานอยสุด   

ดังนั้น  
6

)31(2 λ−hd   = 1  และ )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127 

พิจารณาระบบสมการ 
6

)31(2 λ−hd   = 1              (4.3)  

           )1(
6

2
2

λλ ++
hd  ≤  127                         (4.4) 

ดังนั้น   
)3.4(
)4.4(    จะได 

λ
λλ
31

12

−
++   ≤ 127 

เพราะฉะนั้น    
λ
λλ
31

12

−
++  k=   สําหรับบางจํานวนเต็ม  k  ∈{1, 2, 3, …,127}    

ซ่ึงเราจะได 
2

3109)13( 2 −+++−
=

kkkλ   สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127} 

เนื่องจาก λ  เปนจํานวนตรรกยะ  ดังนัน้ 3109 2 −+ kk  จะตองเปนจํานวนกําลังสอง และจาก
คํานวณ เราพบวาไมมีคา k  ที่ทําให 3109 2 −+ kk  เปนจํานวนกําลังสอง   
จากการคํานวณพบวา ไมมีคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะ ที่ทาํใหสมการเปนจริง 
 
สรุปวาในกรณีที่ 1 เราไดเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศกหนวย และ 43 

ลูกบาศกหนวย  
 

กรณีที่ 2   ∈λ [ ]
2

31,
3
1 +−   เราจะแสดงวามีเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 13 ลูกบาศกหนวย  

จากตารางที่ 4.1 พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

V2 – V1 = 
6

22 λhd  

V5 – V2 = 
6

)1(22 λλ −hd  

V3 – V5 = 
6

)231( 22 λλ +−hd  

V11 – V3 = 
6

)13(2 −λhd  

V10 – V11 = 
6

)221( 22 λλ −−hd  

V9 – V10 = 
6
3 22 λhd  
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ในทํานองเดียวกับกรณีที่ 1 พิจารณา  รูปที ่4.17 แสดงกราฟพหุนามของ  λ   
โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

3λ-1

1-2λ-2λ2

 
        รูปที่ 4.17 แสดงกราฟพหุนามของ λ   
จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.17) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ  ทําใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้

กรณียอย 2.1   ∈λ )
4

415,
3
1[ +−  

จะไดวา 13 −λ  เปนพหุนามคานอยสุด   

ดังนั้น ให 
6

)13(2 −λhd             =  1       (4.5) 

และ  )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127      (4.6) 

ดังนั้น  
)5.4(
)6.4(  จะได  

13
1 2

−
++

λ
λλ   ≤  127 

นั่นคือ   
13

1 2

−
++

λ
λλ  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k  ∈{1, 2, 3, …,127} 

ซ่ึงเราจะได    
2

310913 2 −−±−
=

kkkλ    สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127} 

เนื่องจาก λ  เปนจํานวนตรรกยะ  ดังนัน้ 3109 2 −− kk  จะตองเปนจํานวนกําลังสอง และจาก
คํานวณ เราพบวาไมมีคา k  ที่ทําให 3109 2 −− kk  เปนจํานวนกําลังสอง   
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กรณียอย 2.2   ∈λ )
2

31,
4

415[ +−+−  

จะได   1-2 22λλ −  เปนพหุนามคานอยสุด 

ดังนั้น ให 
6

)221( 22 λλ −−hd   =  1                (4.7) 

และ  )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127               (4.8) 

ดังนั้น  
)7.4(
)8.4(    จะได  2

2

221
1

λλ
λλ

−−
++   ≤  127 

นั่นคือ  2

2

221
1

λλ
λλ

−−
++  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k  ∈{1, 2, 3, …,127} 

ซ่ึงเราจะได    
)21(2

312)21( 2

k
kk

+
−++−

=λ    สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127} 

เนื่องจาก λ  เปนจํานวนตรรกยะ  ดังนัน้ 12k 32−  จะตองเปนจํานวนกําลังสอง และจากตารางที่ 
4.3 พบวา มีเพียง k = 1 และ k = 13 เทานั้น ที่ทําให 12k 32−  เปนจํานวนกําลังสอง แตในกรณีที ่

k = 1 ทําใหไดคา 0=λ  ซ่ึงใชไมได  ในกรณีที่ k = 13 จะได  ∉=
3
1λ  )

2
31,

4
415[ +−+−   

พิจารณาที่จดุขอบ  เมื่อ  
3
1

=λ  และให  d 692 ×=h     จะไดวา 

V1 = 2 ลูกบาศกหนวย   V2 = 3 ลูกบาศกหนวย V5 = 7 ลูกบาศกหนวย V3 = 9  ลูกบาศกหนวย    

V11 = 9 ลูกบาศกหนวย V10 = 10 ลูกบาศกหนวย V9 = 13 ลูกบาศกหนวย 

และเราจะพบวา (2, 3, 7, 9, 9, 10, 13) เปนลําดับกอกาํเนิด  
 
ดังนั้นในกรณทีี่ 2 เราจะได เครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 13 ลูกบาศกหนวย 
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k 12k 32−  k 12k 32−  k 12k 32− k 12k 32− k 12k 32−  

1 9 27 8745 53 33705 79 74889 105 132297 
2 45 28 9405 54 34989 80 76797 106 134829 
3 105 29 10089 55 36297 81 78729 107 137385 
4 189 30 10797 56 37629 82 80685 108 139965 
5 297 31 11529 57 38985 83 82665 109 142569 
6 429 32 12285 58 40365 84 84669 110 145197 
7 585 33 13065 59 41769 85 86697 111 147849 
8 765 34 13869 60 43197 86 88749 112 150525 
9 969 35 14697 61 44649 87 90825 113 153225 
10 1197 36 15549 62 46125 88 92925 114 155949 
11 1449 37 16425 63 47625 89 95049 115 158697 
12 1725 38 17325 64 49149 90 97197 116 161469 
13 2025 39 18249 65 50697 91 99369 117 164265 
14 2349 40 19197 66 52269 92 101565 118 167085 
15 2697 41 20169 67 53865 93 103785 119 169929 
16 3069 42 21165 68 55485 94 106029 120 172797 
17 3465 43 22185 69 57129 95 108297 121 175689 
18 3885 44 23229 70 58797 96 110589 122 178605 
19 4329 45 24297 71 60489 97 112905 123 181545 
20 4797 46 25389 72 62205 98 115245 124 184509 
21 5289 47 26505 73 63945 99 117609 125 187497 
22 5805 48 27645 74 65709 100 119997 126 190509 
23 6345 49 28809 75 67497 101 122409 127 193545 
24 6909 50 29997 76 69309 102 124845 128 196605 
25 7497 51 31209 77 71145 103 127305 129 199689 
26 8109 52 32445 78 73005 104 129789 130 202797 
 
ตารางที ่4.3 แสดงคาของ 12k 32−  เมื่อ k ∈{1, 2, 3, …,130} 
 

กรณีที่ 3  ∈λ  ( )
2
1,

2
31+−   จากตารางที่ 4.1 พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V2 – V1 = 
6

22 λhd  

V5 – V2 = 
6

)1(22 λλ −hd  

 V3 – V5 = 
6

)231( 22 λλ +−hd  

 V10 – V3 = 
6

)21(2 λλ −hd  
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 V11 – V10 = 
6

)122( 22 −+ λλhd  

 V9 – V11 = 
6

)21( 22 λλ +−hd   

 
พิจารณากราฟพหุนามของ  λ    โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

2λ2+2λ-1

λ-2λ2

 
            รูปที่ 4.18 แสดงกราฟพหุนามของ  λ        

จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.18) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ ทาํใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้

กรณียอย 3.1 )
8

171,
2

31( +−+−
∈λ  

สําหรับ λ  ในชวงนี้ เมื่อพจิารณาจากกราฟเราจะเหน็วา  122 2 −+ λλ  เปนพหุนามคานอยสุด  
ดังนั้น   

จะไดวา  
6

)122( 22 −+ λλhd   = 1     (4.9) 

และ   )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127     (4.10) 

ดังนั้น  
)9.4(
)10.4(     จะได      

122
1

2

2

−+
++
λλ
λλ   ≤   127 
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เพราะฉะนั้น     
122

1
2

2

−+
++
λλ
λλ    =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127}  และจาก

การแกสมการเราจะไดวา  
)12(2

312)21( 2

−
−+−

=
k

kkλ   ซ่ึงจากตารางที่ 4.3 เราไดคา  k  = 13 และ

เมื่อแทนคา k เราก็จะไดวา  
5
2

=λ  แตเนื่องจาก  
5
2

=λ  ∉  )
8

171,
2

31( +−+−  

 

กรณียอย 3.2  )
2
1,

8
171( +−

∈λ  

ในกรณีนี้ เราจะเหน็วา 22λλ −  เปนพหุนามคานอยสุด และดวยวิธีการเดยีวกนักับกรณีอ่ืน ๆ เรา
จะไดวา 

      
6

)2( 22 λλ −hd    =   1      (4.11) 

      )1(
6

2
2

λλ ++
hd   ≤  127      (4.12) 

ดังนั้น  
)11.4(
)12.4(   จะได    2

2

2
1

λλ
λλ

−
++   ≤  127  

นั่นคือ  2

2

2
1

λλ
λλ

−
++  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127}  จากการแกสมการจะได 

)12(2
310)1( 2

+
−−±−

=
k

kkkλ   และเนื่องจากวา λ  เปนจํานวนตรรกยะ ดังนั้น  k 3102 −− k  

จะตองเปนจํานวนกําลังสอง  จากการแทนคา  k  ตั้งแต  1, 2, 3, …,127   เราก็จะพบวา  k = 13 

ทําให k 3102 −− k  เปนจาํนวนกําลังสองและทําให  λ  = 
3
1  , 

9
1  แตเนื่องจาก  

3
1  , 

9
1  ∉  )

2
1,

8
171( +−   ดังนั้นในกรณีนี้เราไมไดคา λ  เพื่อที่จะนํามาคํานวณหาเครื่องตวงกึง่

สากลเลย 
 

กรณีที่ 4  ∈λ  [ )
2
2,

2
1  เราจะแสดงวามีเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 7 ลูกบาศกหนวย หรือ 19 

ลูกบาศกหนวยในทํานองเดยีวกันกับกรณทีี่แลว พิจารณาผลตางของปริมาตรตอไปนี้ 

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V2 – V1 = 
6

22 λhd  

 V10 – V2 = 
6

)21( 22 λ−hd  

 V3 – V10 = 
6

)2( 22 λλ −hd  
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 V5 – V3 = 
6

)123( 22 −− λλhd  

 V11 – V5 = 
6
2 22 λhd  

 V9 – V11 = 
6

)21( 22 λλ +−hd  

 
 
พิจารณากราฟพหุนามของ λ   โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  

3λ-2λ2-1

1-2λ2

 
        รูปที่ 4.19  แสดงกราฟพหุนามของ  λ  

จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.19) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ ทาํใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้
กรณียอย 4.1  ∈λ  [ )

3
2,

2
1  

เมื่อพิจารณาจากกราฟจะเหน็วา ในชวงนี้ พหุนามคานอยสุดคือ 123 2 −− λλ  และดวยวิธีการ
เดียวกัน จะไดวา 

  
6

)123( 22 −− λλhd   =  1     (4.13) 

   )1(
6

2
2

λλ ++
hd    ≤   127     (4.14) 

ดังนั้น  
)13.4(
)14.4(   จะได   

123
1

2

2

−−
++
λλ
λλ   ≤   127 
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นั่นคือ  
123

1
2

2

−−
++
λλ
λλ  =  k  สําหรับบางจํานวนเต็ม  k ∈{1, 2, 3, …,127}  จากการแกสมการจะ

ได  
)12(2

318)13( 2

+
−−±−

=
k

kkkλ   และเมื่อแทนคาเราพบวามีเพยีง k = 31 เทานั้นที่ทาํให 

k 3182 −− k  เปนจํานวนกําลังสอง ทําใหเราไดวา λ = 
7
4,

9
8  แตเนื่องจาก ∉

9
8  ( )

3
2,

2
1  ดังนั้นเรา

ไดคา λ = 
7
4  และจากการแทนคา λ = 

7
4  และความจริงที่วา k = 31 

 ทําใหเราได  V1 = 4 ลูกบาศกหนวย   V2 = 
3
28  ลูกบาศกหนวย V10 = 15 ลูกบาศกหนวย 

 V3 = 
3
49   ลูกบาศกหนวย   V5 = 

3
52  ลูกบาศกหนวย V11 = 18 ลูกบาศกหนวย V9 = 31 

ลูกบาศกหนวย (เมื่อเราเลือกคา 
6

2hd  ใหดีพอ ) 

แตจากทฤษฎบีท 1.4 ทําใหไดวา (4, ,
3
28 15, ,

3
49  ,

3
52  18, 31) ไมเปนลําดับกอกาํเนิด 

พิจารณา 
2
1

=λ  และให   642 ×=hd   จะได  

V1 = 1 ลูกบาศกหนวย   V2 = 2 ลูกบาศกหนวย V10 = 4 ลูกบาศกหนวย V3 = 4ลูกบาศกหนวย   

V5 = 4 ลูกบาศกหนวย V11 = 6 ลูกบาศกหนวย V9 = 7 ลูกบาศกหนวย 

และเราจะเหน็วา (1, 2, 4, 4, 4, 6, 7) เปนลําดับกอกําเนดิ ดังนั้นเราไดเครื่องตวงกึ่งสากล 

ขนาด 7 ลูกบาศกหนวย 

กรณียอย 4.2  ∈λ  [ )
2
2,

3
2  

ในกรณีนี้ จากกราฟจะเห็นวา 221 λ−  เปนพหนุามคานอยสุด ดวยวิธีการเดียวกนั คํานวณไดวา  

)12(2
3481 2

+
−−+−

=
k

kkλ   และจากการแทนคา k ตั้งแต 1, 2, 3, …,127 เราพบวา k = 7 ทําให 

5
3

=λ และ k = 19 ทําให 
3
2

=λ    เนื่องจาก  ∉
5
3 [ )

2
2,

3
2   เพราะฉะนั้น  

3
2

=λ  เทานั้น 

พิจารณา เมื่อ 
3
2

=λ  และให  692 ×=hd   

V1 = 2 ลูกบาศกหนวย   V2 = 6 ลูกบาศกหนวย V10 = 7 ลูกบาศกหนวย V3 = 9 ลูกบาศกหนวย   

V5 = 10 ลูกบาศกหนวย V11 = 18 ลูกบาศกหนวย V9 = 19 ลูกบาศกหนวย 

จะเห็นวา (2, 6, 7, 9, 10, 18, 19) เปนลําดับกอกําเนิด   ดังนั้นเราไดเครื่องตวงกึ่งสากลขนาด 19 

ลูกบาศกหนวย 
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กรณีที่ 5 λ  ∈  (
2
2 , 1) เราจะแสดงวามีเครื่องตวงกึง่สากลขนาด 37 ลูกบาศกหนวย 

พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้

 V1 – V0 = 
6

)1(2 λλ −hd  

 V10 – V1 = 
6

)1( 22 λ−hd  

 V2 – V10 = 
6

)12( 22 −λhd  

 V3 – V2 = 
6

)1(2 λ−hd  

 V5 – V3 = 
6

)123( 22 −− λλhd  

 V11 – V5 = 
6
2 22 λhd  

 V9 – V11 = 
6

)21( 22 λλ +−hd  

 
พิจารณากราฟพหุนามของ λ  โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนพหุนามของ λ  
 

2λ2-1
1-2λ+λ2

 
        รูปที่ 4.20  แสดงกราฟพหุนามของ  λ  
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จากกราฟพหนุามของ λ  (รูปที่ 4.20) และการคํานวณจุดตดัของกราฟ ทาํใหเราตองแบง λ  
ออกเปน สองกรณียอย ดังนี ้
 

กรณียอย 5.1 λ  ∈  ( )31,
2
2

+−  

จากกราฟจะเห็นไดชัดวา 12 2 −λ  เปนพหุนามคานอยสุด และดวยวิธีการเดยีวกันเราจะไดวา 

)12(2
3481 2

−
−++

=
k

kkλ  และจากการแทนคา k ตั้งแต 1, 2, 3, …,127 เราพบวา k = 39 ทําให 

11
8

=λ   และ k = 109 ทําให  
7
5

=λ   ดังนั้น เราไดวา  
11
8

=λ  และ 
7
5  จากการแทนคาเพื่อหา

ปริมาตร เราพบวาคาที่ไดไมเปนลําดับกอกาํเนิด 
 
กรณียอย 5.2 λ  ∈  )1,31( +−  

เมื่อพิจารณาจากกราฟ (รูปที ่4.20) เราจะเห็นไดทนัทีวา 221 λλ +− เปนพหนุามคานอยสุด จาก

การคํานวณดวยวิธีเดยีวกันเราจะพบวา 
)1(2

312)12(
−

−±+
=

k
kkλ   และ แทนคา k ตั้งแต 1, 2, 3, 

…,127 เราจะไดวา 
7
6,

6
5,

5
4,

4
3

=λ  เมื่อ k = 37, 61, 91, 127 ตามลําดับ  
 
พิจารณาการแทนคา λ  จากตารางตอไปนี ้
λ  hd 2  ปริมาตร (ลูกบาศกหนวย) ลําดับ

กอกําเนดิ 

ปริมาตร
สูงสุด 

4
3  

616×  V1 = 3 , V10 = 10 , V2 = 12, V3 = 16 , V5 =18 
V11 = 36 , V9 = 37 

เปน 37 

5
4  

625×  V1 = 4 , V10 = 13 , V2 = 20, V3 = 25 , V5 =28 
V11 = 60 , V9 = 61 

ไมเปน - 

6
5  

636×  V1 = 5 , V10 = 16, V2 = 30, V3 = 36 , V5 =40 
V11 = 90 , V9 = 91 

ไมเปน - 

7
6  

649×  V1 = 6 , V10 = 19 , V2 = 42, V3 = 49 , V5 =54 
V11 = 126 , V9 = 127 

ไมเปน - 

ตารางที่ 4.4 แสดงการแทนคา λ  เมื่อ 
7
6,

6
5,

5
4,

4
3

=λ  

 
จากทั้ง 5 กรณ ีทําใหเรามีเครือ่งตวงกึ่งสากล M ขนาด 7 ลูกบาศกหนวย 13 ลูกบาศกหนวย 19 

ลูกบาศกหนวย 21 ลูกบาศกหนวย 31 ลูกบาศกหนวย 37 ลูกบาศกหนวย และ 43 ลูกบาศกหนวย 

ตามตองการ          □ 
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ทฤษฎีบท 4.4  ปริมาตรสูงสุดของเครื่องตวงกึ่งสากลที่มฐีานเปนรูปหาเหลี่ยมแบบพิเศษ  
คือ 43 ลูกบาศกหนวย  
 
พิสูจน   สังเกตวาการพิสูจนในทฤษฎีบท 4.3 เปนการหาคา λ  ที่ทําใหลําดับของปริมาตรที่สมนัย
เปนลําดับกอกาํเนิด โดยใชวธีิการเชนเดยีวกันนี ้คํานวณคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะดวยโปรแกรม
คณิตศาสตรเมเปลสําหรับปริมาตร V1 ถึง V13  (ดูรายละเอียดทีภ่าคผนวก) 
ตารางตอไปนีแ้สดงคา λ  ทั้งหมดที่ทําใหลําดับของปริมาตรที่สมนัยเปนลําดับกอกําเนิด 
λ  ปริมาตรที่เปนจํานวนเต็มเรยีงจากนอยไปมาก 

(ลูกบาศกหนวย) 
ลําดับกอกําเนดิ ปริมาตรสูงสุด 

4

1  
 
3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 เปน  

21 
 

5

1  
 
4 , 5 , 13 , 15 , 25 , 28 , 31 เปน  

31 

6

1  
 
5 , 6 , 16 , 18 , 36 , 40 , 43 เปน  

43 

3

2  
 
2 , 6 , 7 , 9 , 10 , 18 , 19 เปน  

19 

4

3  
 
3 , 10 , 12 , 16 , 18 , 36 , 37 เปน  

37 

3

1  
 
2 , 3 , 7 , 9 , 9, 10 , 13 เปน  

13 

2

1  
 
1 , 2 , 4 , 4 , 4 , 6 , 7 เปน  

7 

 
ตารางที่ 4.5 แสดงคา λ  ทั้งหมดที่ทําใหเกิดเครื่องตวงกึ่งสากล 

 
เราพบวา คาλ  ที่ทําใหลําดับของปริมาตรที่สมนัยเปนลําดับกอกําเนดิ คือคา λ ชุดเดียวกับคาที่ได
ในทฤษฎีบท 4.3  เราจึงสรุปวา เครื่องตวงกึ่งสากลที่มีฐานเปนรูปหาเหล่ียมแบบพเิศษ ขนาด 43 

ลูกบาศกหนวย เปนเครื่องตวงกึ่งสากลที่ใหปริมาตรสูงสุด      �

     
 
 
 
 
 



 84

รายการอางอิง 
 
1.     Akiyama,J., Fukada,H., Nakamura,G., Sakai,T., Urrutia,J., Zamora   
                Cura,C.:Universal Measuring Devices Without Gradations, Discrete and 
                Computational Geometry, JCDCG 2000(Lecture Note in Computer  
                Science), Springer:31-40. 
 
2.    Akiyama,J. ,Fukada,H. ,Nakamura,G.: Universal Measuring Devices With 
                Rectangular base, to appear in Discrete and Computational Geometry,           
                JCDCG2002(Lecture Note in Computer Science), Springer:1-8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 85

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ภาคผนวก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 86

 
พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ทั้งหมด จากขัน้ตอนการพิสูจนในทฤษฎีบท 4.3 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  

v2
v1 v5

v11

v3v10

v9

v12

v4

v7

v8

v6

v13

 
          รูปที่ 1 แสดงกราฟฟงกชันของ λ   
จะไดชวงของ λ  และคาปริมาตรเรียงจากนอยไปมากดังนี ้
 
ชวงของλ  ปริมาตรเรียงจากนอยไปมาก 

),0( β  13687412910311521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)
3
1,(β  13687491210311521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)
2

31,
3
1( +−  13687491210113521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

),
2

31( α+−  13687491211103521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)
2
1,(α  13687491112103521 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

( )
2
2,

2
1  13687491112531021 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

)1,
2
2(  13687491112532101 VVVVVVVVVVVVV ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

 
ตารางที่ 1 แสดงชวงของ  λ    และปริมาตรเรียงจากนอยไปมาก 

เมื่อ β ,α  คํานวณโดยโปรแกรมคณิตศาสตรเมเปล  

ดวยคําสั่ง > evalf(solve(1+x*(1-x)*(2-x^2) = 1+x+x^2 ));  ได β  3111078169.0≈  
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คํานวณ α  ดวยคําสั่ง > evalf(solve(1+x*(1-x)*(2-x^2) = 3*x ));  ได 4805338162.0≈α  
  
กรณีที่ 1  ),0( βλ ∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี้ 

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ })1(2
6

2

25 λλ −=−
hdVV     

{ }2
2

511 2
6

λhdVV =−  

{ }λ31
6

2

113 −=−
hdVV      

{ })21(
6

2

310 λλ −=−
hdVV  

{ }2
2

109 3
6

λhdVV =−      

{ }22
2

912 )2)(1(
6

λλλλλ −−−−=−
hdVV  









−−−−
+

+=− )2)(1(
1
22

6
22

22

124 λλλλ
λ
λλhdVV  









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 2  

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
            รูปที่ 2 แสดงกราฟฟงกชันของλ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 1   
 
จากรูปที่ 2 ทําใหไดวา  2λ  เปนพหุนามคานอยสุด สําหรับชวง ),0( δ  เมื่อ 2391232786.0≈δ  

และ 22 )2)(1( λλλλλ −−−−  เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับชวง ),( βδ  

 
กรณีที่ 1.1  ),0( δλ ∈  จะไดวา 

{ } 1
6

2
2

=λhd   และ { } 132
2

2363
6

≤−+ λλhd     (1) 

หรือ 

{ } 1
6

2
2

=λhd  และ 122
2

2)1(2
1
22

6
≤







 −+

+
+ λ

λ
λλhd    (2) 

หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 113
2

2)1(3
6

≤−− λhd      (3) 

หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 102
2

2)1)(2(3
6

≤−+− λλhd     (4) 

หรือ 
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 { } 1
6

2
2

=λhd  และ 92
22

21
1
22

6
≤









−+
+

+ λ
λ
λλhd    (5) 

 
 
หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 82
2

2)2)(1(1
6

≤−−+ λλλhd     (6) 

หรือ 

 { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 72
2

21
6

≤++ λλhd      (7) 

 
ในการคํานวณเราใชโปรแกรมคณิตศาสตรเมเปล  เพื่อคํานวณคา λ  ที่เปนจํานวนตรรกยะ ดังนี ้
สําหรับ (1) 

จาก       { } 1
6

2
2

=λhd      และ { } 132
2

2363
6

≤−+ λλhd    ดังนั้น 

13
2

2

2363
≤

−+
λ

λλ  นั่นคือ   k=
−+

2

2363
λ

λλ   โดยที่ }2,...,3,2,1{ 13∈k  

คําสั่ง    > for k from 1 to 8192  do 
                  print( k , solve(3+6*x-3*x^2 = k*x^2)) 
             end  do;   
พบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกันดังนี้  
เราเขียน ),( λk  แทน k  และ λ  ที่สมนัยกัน 

)
2
1,21( , )

3
1,42( , )

4
1,69( , )

5
1,102( , )

6
1,141( , )

7
1,186( , )

8
1,237( , )

9
1,294( ,  

)
11
1,426( ,…, )1),363(( 2

p
pp −+ ,…, )

50
1,7797( , )

51
1,8106(               

และดวยวิธีการเดียวกัน  เราสามารถเขียนคําสั่งใหโปรแกรมคํานวณในทุกกรณียอย ดังนี ้
 
สําหรับ  (2)  

จาก   { } 1
6

2
2

=λhd     และ  122
2

2)1(2
1
22

6
≤







 −+

+
+ λ

λ
λλhd      ดังนั้น 

12
2

2

2
)1(2

1
22

≤
−+

+
+

λ

λ
λ
λλ

   นั่นคือ   k=
−+

+
+

2

2 )1(2
1
22

λ

λ
λ
λλ

 โดยที่ }2,...,3,2,1{ 12∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 4096  do 
                  print( k , solve(2*x+2*x /(1+x)+2*(1-x^2) = k*x^2)) 
             end  do;     
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ  
               
สําหรับ (3) 
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จาก    { } 1
6

2
2

=λhd   และ  { } 113
2

2)1(3
6

≤−− λhd    ดังนั้น 

  11
2

3

2)1(3
≤

−−
λ

λ   นั่นคือ  k=
−−
2

3)1(3
λ

λ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 11∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 2048  do 
                  print( k , solve(3-(1-x)^3 = k*x^2)) 
             end  do;   
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ     
             
 สําหรับ (4)  

จาก      { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 102
2

2)1)(2(3
6

≤−+− λλhd  ดังนั้น 

10
2

2

2)1)(2(3
≤

−+−
λ

λλ   นั่นคือ   k=
−+−

2

2)1)(2(3
λ

λλ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 10∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 1024  do 
 
                  print( k , solve(3-(2+x)*(1-x)^2 = k*x^2)) 
             end  do;    
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
   
สําหรับ (5) 

จาก      { } 1
6

2
2

=λhd  และ 92
22

21
1
22

6
≤









−+
+

+ λ
λ
λλhd  ดังนั้น 

9
2

2
2

2
1

1
22

≤
−+

+
+

λ

λ
λ
λλ

  นั่นคือ   k=
−+

+
+

2

2
2

1
1
22

λ

λ
λ
λλ

  โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 9∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 512  do 
                  print( k , solve(2*x+2*x^2 /(1+x)+1-x^2 = k*x^2)) 
             end  do;  
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ     
                
สําหรับ (6) 

จาก    { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 82
2

2)2)(1(1
6

≤−−+ λλλhd   ดังนั้น 

8
2

2

2)2)(1(1
≤

−−+
λ

λλλ   นั่นคือ   k=
−−+

2

2 )2)(1(1
λ

λλλ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 8∈k  

คํานวณดวยคําสั่ง  > for k from 1 to 256  do 
                  print( k , solve(1+x*(1-x)*(2-x^2) = k*x^2)) 
             end  do;    
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
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สําหรับ (7) 

จาก       { } 1
6

2
2

=λhd  และ { } 72
2

21
6

≤++ λλhd    ดังนั้น 

7
2

2

21
≤

++
λ

λλ   นั่นคือ   k=
++
2

21
λ

λλ   โดยท่ี }2,...,3,2,1{ 7∈k  

 คํานวณดวยคาํสั่ง  > for k from 1 to 128  do 
                  print( k , solve(1+x+x^2 = k*x^2)) 
             end  do;      
พบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกันดังนี้  

)
2
1,7( , )

3
1,13( , )

4
1,21( , )

5
1,31( , )

6
1,43( , )

7
1,57( , )

8
1,73( , )

9
1,91( , )

10
1,111(  

 
  
กรณีที่ 1.2  ),( βδλ ∈   เราสามารถคํานวณดวยวิธีการเดียวกัน  เพยีงเปลี่ยนจาก 2λ   เปน  

22 )2)(1( λλλλλ −−−−   เปนพหนุามคานอยสุด   
พบวา ไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
 
 

กรณีที่ 2  )
3
1,(βλ ∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี้ 

{ }λλ −=− 1(
6

2

01
hdVV     

{ }2
2

12 6
λhdVV =−  

{ })1(2
6

2

25 λλ −=−
hdVV     

{ }2
2

511 2
6

λhdVV =−  

{ }λ31
6

2

113 −=−
hdVV      

{ })21(
6

2

310 λλ −=−
hdVV     

{ }22
2

1012 )1()1(3)2)(1(1
6

λλλλλλ −−−−−−+=−
hdVV  

{ })2)(1(
6

22
2

129 λλλλλ −−−+=−
hdVV  









+
+−=−

λ
λλλ

1
22

6

2
2

2

94
hdVV  



 92









+
−+−−+−=−

λ
λλλλλ

1
22)1)(2(2

6

2
22

2

47
hdVV  

{ }32
2

78 )1()1)(2(
6

λλλ −−−+=−
hdVV  







 −+−−

+
+=− 32

2

86 )1(12
1
22

6
λλ

λ
λλhdVV  









+
−−+=−

λ
λλλ

1
241

6
2

2

613
hdVV  

 
 
พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 3 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
              รูปที่ 3 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 2 

  จากรูปที่ 3 และการคํานวณจุดตัด จะได  )2)(1( 22 λλλλλ −−−+  เปนพหนุามคานอยสุด 
สําหรับ ชวง  ),( γβ  เมื่อ 3274056262.0≈γ     และ   λ31−  เปนพหุนามคานอยสุด สําหรบั
ชวง  )

3
1,(γ  

 
กรณีที่ 2.1  ),( γβλ ∈   นั่นคือ  )2)(1( 22 λλλλλ −−−+  เปนพหุนามคานอยสุด 

จากการคํานวณพบวาไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
 

กรณีที่ 2.2  )
3
1,(γλ ∈   นั่นคือ λ31−  เปนพหุนามคานอยสุด 

จากการคํานวณพบวาไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 



 93

 

กรณีที่ 3  )
2

31,
3
1( +−

∈λ  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี้ 
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 4 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 4 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 3 

  จากรูปที่ 4 และการคํานวณจุดตัด จะได  13 −λ  เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
3
1( σ  เมื่อ 3472963549.0≈σ     และ  )2)(1( 22 λλλλλ −−−+   เปนพหนุามคานอย

สุด สําหรับชวง  ),( χσ  เมื่อ  3520462095.0≈χ     และ   2221 λλ −−  เปนพหุนามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  )
2

31,( +−χ  

กรณีที่ 3.1  ),
3
1( σλ ∈   

จากการคํานวณพบวาไมมีคา k ที่ทําให λ  เปนจํานวนตรรกยะ                 
 
กรณีที่ 3.2  ),( χσλ ∈   
จากการคํานวณพบวา เมื่อ 189=k   คา 

3
1

=λ               

 

กรณีที่ 3.3  )
2

31,( +−
∈ χλ   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี้  
)

37
13,94( , )

3
1,42( , )

11
2,7( , )

3
1,13(  
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กรณีที่ 4 ),
2

31( αλ +−
∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 5 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 5แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 4 

  จากรูปที่ 5 และการคํานวณจุดตัด จะได 122 2 −+ λλ   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
2

31( φ+−  เมื่อ 3903882032.0≈φ     และ  22λλ −   เปนพหนุามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  ),( αφ  
 

กรณีที่ 4.1 ),
2

31( φλ +−
∈  

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี้  
)

21
8,93( , )

5
2,41( , )

5
3,6(  

 
กรณีที่ 4.2 ),( αφλ ∈   
จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี้  

)
7
3,82( , )

23
1,82( , )

3
1,42( , )

9
1,42( , )

13
3,34( , )

5
1,34( , )

3
1,13( , )

9
1,13(  
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กรณีที่ 5 )
2
1,(αλ ∈  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 6 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 6 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 5 

  จากรูปที่ 6 และการคํานวณจุดตัด จะได 22λλ −   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),( ηα  เมื่อ 4850839474.0≈η     และ  )2)(1(13 2λλλλ −−−−   เปนพหนุามคานอย
สุด สําหรับชวง  )

2
1,(η  

 
กรณีที่ 5.1 ),( ηαλ ∈   
จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้

)
7
3,82( , )

23
1,82( , )

3
1,42( , )

9
1,42( , )

13
3,34( , )

5
1,34( , )

3
1,13( , )

9
1,13(  

 

กรณีที่ 5.2 )
2
1,(ηλ ∈   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

2
1,84( , )

2
1,46( , )

2
1,38( , )

2
1,28( , )

2
1,23(  
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กรณีที่ 6 )
2
2,

2
1(∈λ  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 7 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 7 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 6 

  จากรูปที่ 7 และการคํานวณจุดตัด จะได 123 2 −− λλ   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
2
1( ϖ  เมื่อ 6666666667.0≈ϖ     และ  221 λ−   เปนพหนุามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  )
2
2,(ϖ  

 

กรณีที่ 6.1 ),
2
1( ϖλ∈  

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

23
22,151( , )

13
7,151( , )

25
23,89( , )

7
4,89( , )

9
8,69( , )

5
3,69( , )

11
9,51( , )

3
2,51( , )

7
5,47(  

)
13
10,47( , )

9
8,31( , )

7
4,31( , )

13
10,19( , )

3
2,19(  

 

กรณีที่ 6.2 )
2
2,(ϖλ∈   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

13
9,138( , )

3
2,51( , )

3
1,6( , )

3
2,19( , )

5
3,7( , 
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กรณีที่ 7 )1,
2
2(∈λ  พิจารณาผลตางของปริมาตรดังนี ้
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พิจารณากราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตร  ดังรูปที่ 8 

โดยที่ x แทนคาของ λ  และ y แทนฟงกชันของ λ  
 

 
                รูปที่ 8 แสดงกราฟฟงกชันของ λ  ที่เกิดจากผลตางของปริมาตรในกรณีที่ 7 

  จากรูปที่ 8 และการคํานวณจุดตัด จะได 12 2 −λ   เปนพหนุามคานอยสุด สําหรับ 

 ชวง  ),
2
2( ϑ  เมื่อ 732050808.0≈ϑ     และ  221 λλ +−   เปนพหนุามคานอยสุด 

 สําหรับชวง  )1,(ϑ  
 

กรณีที่ 7.1 ),
2
2( ϑλ ∈   

จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้
)

7
5,282( , )

5
4,21( , )

7
5,109( , )

11
8,39(  

กรณีที่ 7.2 )1,(ϑλ ∈   
จากการคํานวณพบวาไดคา k  และคา λ  ที่สมนัยกนัดังนี ้

)
9
8,483( , )

8
7,381( , )

7
6,291( , )

6
5,213( , )

5
4,147( , )

4
3,93( , )

3
2,51( , )

2
1,21( , )

7
6,127( , 

)
6
5,91( , )

5
4,61( , )

4
3,37( , )

3
2,19( , )

2
1,7(  
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จากนั้น นําคา λ ที่สอดคลองกับเงื่อนไขในแตละกรณี  จากทั้ง 7 กรณีขางตน มาแทนคา เพื่อหา

ปริมาตรตาง ๆ และกําหนดคาของ   
6

2hd  ใหเหมาะสม  พรอมทั้งตรวจสอบวาปริมาตรที่ไดเปน

ลําดับกอกําเนดิหรือไม ดังตารางตอไปนี ้
λ k ปริมาตรที่เปนจํานวนเต็มเรยีงจากนอยไปมาก (ลูกบาศกหนวย) ลําดับกอกําเนดิ 

4

1  
 
21 

 
3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 , 69 
 

ไมเปน 

5

1  
 
31 
 

 
4 , 5 , 13 , 15 , 25 , 28 , 31 , 102 ไมเปน 

6

1  
 
43 

 
5 , 6 , 16 , 18 , 36 , 40 , 43 , 141 ไมเปน 

7

1  
 
57 

 
6 , 7 , 19 , 21 , 49 , 54 , 57 , 186 ไมเปน 

8

1  
 
73 

 
7 , 8 , 22 , 24 , 64 , 70 , 73 , 237 ไมเปน 

9

1  
 
91 

 
8 , 9 , 25 , 27 , 81 , 88 , 91 , 294 ไมเปน 

10

1  
 
111 

 
9 , 10 , 28 , 30 , 100 , 108 , 111 , 357 ไมเปน 

 

21

8  
 
93 

 
93 ไมเปน 

7

3  
 
82 

 
4 , 7 , 21 , 82 ไมเปน 

2

1  
 
84 

 
4 , 8 , 16 , 16 , 16 , 23 , 24 , 28 , 38 , 46 , 84 ไมเปน 

13

7  
 
151 

 
7 , 21 , 151 ไมเปน 

7

4  
 
89 

 
4 , 15 , 28 , 31 , 89 ไมเปน 

5

3  
 
69 

 
3 , 11 , 69 ไมเปน 

3

2  
 
51 

 
2 , 6 , 7 , 9 , 10 , 18 , 19 , 51 ไมเปน 

13

9  
 
138 

 
27 , 138 ไมเปน 

7

5  
 
282 

 
10 , 34 , 35 , 49 , 55 , 105 , 109 , 282 ไมเปน 

11

8  
 
39 

 
39 ไมเปน 

9

8  
 
483 

 
8 , 25 , 72 , 81 , 88 , 216 , 217 , 483 ไมเปน 
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8

7  
 
381 

 
7 , 22 , 56 , 64 , 70 , 168 , 169 , 381 ไมเปน 

7

6  
 
291 

 
6 , 19 , 42 , 49 , 54 , 126 , 127 , 291 ไมเปน 

6

5  
 
213 

 
5 , 16 , 30 , 36 , 40 , 90 , 91 , 213 ไมเปน 

5

4  
 
147 

 
4 , 13 , 20 , 25 , 28 , 60 , 61 , 147  ไมเปน 

4

3  
 
93 

 
3 , 10 , 12 , 16 , 18 , 36 , 37 , 93 ไมเปน 

ตารางที่ 2 

ในกรณีที่ }
51
1,

50
1,

49
1,...,

13
1,

12
1,

11
1{∈λ  เราไดตรวจสอบแลววา ลําดับของปริมาตรที่สมนัย

กับคา λ  เหลานี้ ไมเปนลําดับกอกําเนิด 
 

กรณีที่  λ = 
3
1   ซ่ึงเปนจุดขอบ พบวาลําดับปริมาตรที่สมนัยคือ )42,13,10,9,9,7,3,2(  แตลําดับ 

)42,13,10,9,9,7,3,2(  ไมเปนลําดับกอกําเนดิ ดังนั้น พิจารณาลําดับ  )13,10,9,9,7,3,2( พบวาเปน
ลําดับกอกําเนดิ  
 
จากตารางที่ 2 พบวาลําดับของปริมาตรที่ไดไมเปนลําดับกอกําเนดิ เนื่องจากเราตองการเครื่องตวง
กึ่งสากล จึงพจิารณาลําดับของปริมาตรที่ตัดคาปริมาตรบางคาทิ้งไป ดังตารางที่ 3 

ทําเชนนี้ไปเรือ่ยๆ เพื่อหาลําดับของปริมาตรที่เปนลําดับกอกําเนดิ เราก็จะไดเครื่องตวงกึ่งสากลตาม
ตองการ 
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λ  ปริมาตรที่เปนจํานวนเต็มเรยีงจากนอยไปมาก 

(ลูกบาศกหนวย) 
ลําดับกอกําเนดิ ปริมาตรสูงสุด 

4

1  
 
3 , 4 , 10 , 12 , 16 , 18 , 21 เปน  

21 
 

5

1  
 
4 , 5 , 13 , 15 , 25 , 28 , 31 เปน  

31 

6

1  
 
5 , 6 , 16 , 18 , 36 , 40 , 43 เปน  

43 

7

1  
 
6 , 7 , 19 , 21 , 49 , 54 , 57 ไมเปน - 

8

1  
 
7 , 8 , 22 , 24 , 64 , 70 , 73 ไมเปน - 

9

1  
 
8 , 9 , 25 , 27 , 81 , 88 , 91 ไมเปน - 

10

1  
 
9 , 10 , 28 , 30 , 100 , 108 , 111 ไมเปน - 

2

1  
 
4 , 8 , 16 , 16 , 16 , 23 , 24 , 28 , 38 , 46 ไมเปน - 

7

4  
 
4 , 15 , 28 , 31 ไมเปน - 

3

2  
 
2 , 6 , 7 , 9 , 10 , 18 , 19 เปน  

19 

7

5  
 
10 , 34 , 35 , 49 , 55 , 105 , 109 ไมเปน - 

9

8  
 
8 , 25 , 72 , 81 , 88 , 216 , 217 ไมเปน - 

8

7  
 
7 , 22 , 56 , 64 , 70 , 168 , 169 ไมเปน - 

7

6  
 
6 , 19 , 42 , 49 , 54 , 126 , 127 ไมเปน - 

6

5  
 
5 , 16 , 30 , 36 , 40 , 90 , 91 ไมเปน - 

5

4  
 
4 , 13 , 20 , 25 , 28 , 60 , 61 ไมเปน - 

4

3  
 
3 , 10 , 12 , 16 , 18 , 36 , 37 เปน  

37 

ตารางที่ 3 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 นายนิตนิัย  อุดมทรัพย เกิดเมื่อวันที่ 14 ตุลาคม พ.ศ. 2522 ที่จังหวัดชยัภูมิ สําเร็จ
การศึกษาระดบัปริญญาตรี สาขาคณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัยในปการศึกษา 2544 และในปการศึกษา 2545 ไดเขาศกึษาในระดับปรญิญาโทสาขา
คณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั 
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