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กิตติกรรมประกาศ 
 

          โครงงานการวิจัยในหัวข้อเรือ่ง “อสมการส าหรบัอนุพันธ์เชิงลอการิทมึ” เสรจ็สมบรูณ์ได้ทั้งนี ้
ได้รับความอนุเคราะห์ ความช่วยเหลอื และการสนบัสนุนจากบุคคลและหน่วยงานดังต่อไปนี้ 
       ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.สุจินต์ คมฤทัย อาจารย์ทีป่รึกษาโครงงาน ได้น าหัวข้อเรื่องนีม้าเป็น
โครงงาน ตลอดจนให้ค าปรกึษา ถ่ายทอดความรู้ ประสบการณ์ ช้ีแนะแนวทางการท างาน  
และเข้มงวดกวดขัน เอาใจใสเ่ป็นอย่างดีมาโดยตลอด จนโครงงานนีบ้รรลุตามวัตถุประสงค์ 
          ตลอดจนขอขอบพระคุณ รองศาสตราจารย์ ดร.วิชาญ  ลิ่วกีรติยุตกุล,  
รองศาสตราจารย์ ดร.พเิชฐ ชาวหา อาจารย์กรรมการสอบในครั้งนี้ และคณาจารย์ทุก ๆ ท่านที่ได้
ถ่ายทอดความรู้วิชาการ ให้ค าช้ีแนะ และประสบการณ์ต่าง ๆ ตลอดระยะเวลาที่ข้าพเจ้าได้เข้ามา
ศึกษาที่จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย จนสามารถด าเนินโครงงานน้ีส าเร็จลุล่วงไปด้วยดี 
          สุดท้ายนี้หวังเป็นอย่างยิ่งว่าผลการวิจัยน้ีจะเป็นประโยชน์ให้ผู้ทีส่นใจศึกษาต่อไป 
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บทท่ี 1 
บทน า 

 
1.1 หลักการและเหตผุล 

ให้ f เป็นฟังก์ชันค่าจริง อสมการในรปู f′(x)

f(x)
≥ α โดย α > 0 เป็นค่าคงตัว ได้รับความสนใจและมี

การศึกษาในวงกว้าง สังเกตว่าพจน์ f
′(x)

f(x)
=

d

dx
lnf(x) ดังนั้นพจน์ดังกล่าวนี้จึงมีช่ือเรียกว่า อนุพันธ์เชิง

ลอการิทึม (Logarithmic Derivatives) ของฟังก์ชัน f เป็นทีท่ราบกันว่าเซตของผลเฉลยของอสมการดังกล่าว 
ในกรณีที่ f เป็นพหุนาม ประกอบด้วยช่วงที่มผีลรวมของความยาวช่วงน้อยกว่าหรือเท่ากบั 2n

 α 
 และในกรณีที่ f 

เป็นฟงัก์ชันเศษส่วนของพหุนาม ประกอบด้วยช่วงที่มผีลรวมของความยาวช่วงน้อยกว่าหรือเท่ากบั 8n

 α 
  

 
1.2 วัตถุประสงค ์

ศึกษาอสมการส าหรบัอนุพันธ์เชิงลอการิทมึ ในกรณีพหุนามและเศษส่วนพหุนาม 
 

1.3 ขอบเขตของโครงงาน 

พิสูจนอ์สมการส าหรับอนุพันธ์เชิงลอการิทึมของฟังก์ชันค่าจริง f โดยเป็นอสมการในรูป f
′(x)

f(x)
≥ α    

โดย α > 0 เป็นค่าคงตัว และ f เป็นฟังก์ชันพหุนามหรือฟงัก์ชันตรรกยะ 
 

1.4 วิธีการด าเนนิงาน 
1. ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
2. ก าหนดบทนิยามต่าง ๆ 
3. พิสูจน์ทฤษฎีบทของโครงงาน 
4. สรุปผลและจัดท ารายงาน 
 

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รบั 
ได้น าความรู้จากวิชาแคลคูลัสและการวิเคราะห์เชิงจรงิเบื้องต้นไปแก้ปัญหาในเชิงงานวิจัย 
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1.6 สญัลักษณ์และความหมาย  

1. m ({x ϵ ℝ :  
f′(x)

f(x)
≥ α}) โดยที่ α > 0 หมายถึง ผลรวมของความยาวช่วงย่อยของอสมการ 

f′(x)

f(x)
≥ α เมื่อ x ϵ ℝ ,  f เป็นฟังก์ชันค่าจรงิ และ α เป็นค่าคงตัว 

 2. Pn หมายถึง เซตของพหุนามดีกรี n ที่มีสัมประสิทธ์ิเป็นจ านวนจริง 
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บทท่ี 2 

งานวิจยัท่ีเกี่ยวข้อง 
 
จากการศึกษาและแก้ไขปญัหา IMO ปี ค.ศ. 1988 ข้อที่ 4 ซึ่งกล่าวว่า  

“จงแสดงว่าเซตของผลเฉลยของอสมการ ∑ k

x−k
≥

5

4
 70

k=1 เป็นยูเนียนของช่วงของจ านวนจริง 
ที่ไม่มีสมาชิกร่วมกัน และผลรวมของความยาวช่วงเท่ากับ 1988”  
ไดเ้ป็นที่มาของการขยายผลไปสู่อนพุันธ์เชิงลอการทิึมที่ตอ้งการศึกษา โดยมีบทพิสจูน์ดังต่อไปนี ้
 

บทพิสูจน์. ให้ f(x) = ∑
k

x−k

70
k=1  

ให้ x < 1 จะได้ว่า x − k < 0 ทุกค่า k = 1,2, … ,70    

 ฉะนั้น k

x−k
< 0 ทุกค่า k = 1,2, … ,70               

  ∴ ∑
k

x−k
< 070

k=1  ฉะนั้น f(x) = ∑
k

x−k

70
k=1 < 0 ทุกค่า x < 1  

  ∴ {x | ∑
k

x−k
≥

5

4

70
k=1  } ∩ (−∞, 1) = ∅       

 ∴ ∑
k

x−k
≥

5

4

70
k=1  ไม่มีผลเฉลยบนช่วง (−∞, 1) 

ให้ S = {x | f(x) ≥
5

4
 } และ i ϵ {2,3, … ,71} 

∴ f(x) เป็นฟงัก์ชันต่อเนื่องบนช่วง (i − 1, i) 
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เนื่องจาก f ′(x) = ∑
−k

(x−k)2 = −(70
k=1 ∑

k

(x−k)2
70
k=1 ) < 0 ทุกค่า x บนช่วง (i − 1, i)  

∴ f(x) เป็นฟงัก์ชันลดโดยแทบ้นช่วง (i − 1, i)   ----- (1)  

∴ f(x) เป็นฟงัก์ชันหนึ่งตอ่หนึง่บนช่วง (i − 1, i)   ----- (2)    

เนื่องจาก lim
x→i−

i

x−i
= −∞ และ lim

x→i−

k

x−k
=

k

i−k
 ทุกค่า k ≠ i 

∴ lim
x→i−

∑
k

x−k

70
k=1 = −∞ ท าให้ได้ว่า lim

x→i−
f(x) = −∞   ----- (3) 

เนื่องจาก lim
x→i+

i

x−i
= ∞ และ lim

x→i+

k

x−k
=

k

i−k
 ทุกค่า k ≠ i 

∴ lim
x→i+

∑
k

x−k

70
k=1 = ∞ ท าให้ได้ว่า lim

x→i+
f(x) = ∞ ----- (4) 

จาก (1) , (2) , (3) , (4) จะได้ว่า f(x) =
5

4
  มีรากบนช่วง (i − 1, i) เพียงค่าเดียว 

ให้ xi−1 เป็นรากของ f(x) =
5

4
 บนช่วง (i − 1, i)   ----- (5)  

จะได้ว่า f(x) =
5

4
 มีราก 70 ตัวบนช่วง (1,71) 

จาก (1) , (3) , (4) , (5) จะได้ว่า {x | f(x) ≥
5

4
} ∩ (i − 1, i) = (i − 1, xi−1] 

∴ x1, x2, … , x70 เป็นรากของ f(x) =
5

4
 บนช่วง (1,71) 

โดยที่ 1 < x1 < 2 < x2 < ⋯ < 70 < x70 < 71  

และ S = {x | f(x) ≥
5

4
 } = (1, x1] ∪ (2, x2] ∪ … ∪ (70, x70] 

ให้ |S| แทน ผลรวมความยาวช่วงย่อยใน S 

∴ |S| = ∑(xk − k) = ∑ xk − ∑ k

70

k=1

70

k=1

70

k=1

= ∑ xk −

70

k=1

70(70 + 1)

2
= ∑ xk −

70

k=1

2485 

  ให้  

p(x) = ∏(x − k)

70

k=1

−
4

5
∑ (k ∏ (x − j))

70

j=1,j≠k

70

k=1
 

ฉะนั้น p(x) เป็นพหุนามดีกรี 70 
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ให้  p(x) = p0 + p1x + ⋯ + p69x69 + p70x70 

จะได้ว่า p(x) = 0  

ก็ต่อเมื่อ  

4

5
∑ (k ∏ (x − j))

70

j=1,j≠k

70

k=1
= ∏(x − k)

70

k=1

 

    ก็ต่อเมื่อ  

1

∏ (x − k)70
k=1

(
4

5
∑ (k ∏ (x − j))

70

j=1,j≠k

70

k=1
) = 1 

   ก็ต่อเมื่อ   

4

5
∑ (k

70

k=1

∏ (x − j) 70
j=1,j≠k

∏ (x − k) 70
k=1,

) = 1 

   ก็ต่อเมื่อ   

4

5
∑

k

x − k
= 1

70

k=1
 

ก็ต่อเมื่อ   

f(x) = ∑
k

x − k
=

70

k=1

5

4
 

∴ x1, x2, … , x70 เป็นรากของ f(x) = 5

4
 ก็ต่อเมื่อ x1, x2, … , x70 เป็นรากของ p(x) = 0  

  เนื่องจาก ∏ (x − k)70
k=1  เป็นพหุนามดีกรี 70 

ให้  

∏(x − k)

70

k=1

= A(x) = a0 + a1x + ⋯ + a69x69 + a70x70 

      ∴ a69 = −(1 + 2 + ⋯ . +70) 

เนื่องจาก 

4

5
∑ (k ∏ (x − j))

70

j=1,j≠k

70

k=1
 

เป็นพหุนามดีกรี 69 
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ให้  

4

5
∑ (k ∏ (x − j))

70

j=1,j≠k

70

k=1
= B(x) = b0 + b1x + ⋯ + b68x68 + b69x69 

∴ b69 =
4

5
(1 + 2 + ⋯ . +70)  

จาก p(x) = p0 + p1x + ⋯ + p69x69 + p70x70 

จะได้ว่า p0 + p1x + ⋯ + p69x69 + p70x70   

= ∏(x − k)

70

k=1

−
4

5
∑ (k ∏ (x − j))

70

j=1,j≠k

70

k=1
 

= (a0 + a1x + ⋯ + a70x70) − (b0 + b1x + ⋯ + +b69x69)       

= (a0 − b0) + (a1 − b1)x + ⋯ + (a69x69 − b69x69) + a70x70) 

เนื่องจาก x1, x2, … , x70 เป็นรากของ p(x) = 0  

∴ ∑ xk
70
k=1 = −p69 = −(a69 − b69) = b69 − a69 

      =
4

5
(1 + 2 + ⋯ + 70) + (1 + 2 + ⋯ . +70) = 4,483  

∴ |S| = ∑ xk
70
k=1 − 2 = 4,483 − 2,485 = 1,998 

 

นอกจากนี้ จากงานวิจัยเรื่อง Inequalities for Logarithmic Derivatives ของ  

Peter Borwein & Tamás Erdélyi [3] ได้กล่าวไว้ว่า m ({x ϵ ℝ :  
r′(x)

r(x)
≥ α}) ≤

cn

α
, α > 0  

เมื่อ r เป็นฟังก์ชันตรรกยะที่เศษและส่วนมีดกีรี n ทั้งคู่ และ c เปน็ค่าคงตัวที่ไม่ข้ึนกับ n  

ซึ่งเป็นจุดเริม่ต้นของการศึกษาอนุพันธ์เชิงลอการิทึมในบทถดัไป 

 

  

 
 

 

 

 

  



   7 
 

 

 

บทท่ี 3 

ผลการด าเนินงาน 
 

ทฤษฎีบท 1  ถ้า p ϵ Pn มีรากจรงิทั้งหมด n ราก แล้ว m ({x ϵ ℝ :
p′(x)

p(x)
≥ α}) =

n

α
  โดยที่ α > 0 

บทพิสูจน์. สมมติให้ p ϵ Pn มีรากจริง n ราก ซึ่งเพียงพอทีจ่ะแสดงส าหรบั α = 1 

พิจารณาเมื่อ p  มีรากต่างกันทัง้หมด โดยให้เป็น α1 < α2 < ⋯ < αn   

   ให้ p(x) = A(x − α1)(x − α2) … (x − αn) โดยที่ A > 0  ----- (*)  

จะได้ว่า  

p′(x) = A[(x − α2)(x − α3) … (x − αn) + (x − α1)(x − α3) … (x − αn) 

             + ⋯ + (x − α1)(x − α2) … (x − αn−1)]  

∴
p′(x)

p(x)
=

A[(x − α2)(x − α3) … (x − αn) + ⋯ + (x − α1)(x − α2) … (x − αn−1)] 

A(x − α1)(x − α2) … (x − αn)
 

=
1

x − α1
+

1

x − α2
+ ⋯ +

1

x − αn
= ∑

1

x − αi

n

i=1
 

พิจารณา lim
x→αi

+

p′(x)

p(x)
 , lim

x→αi
−

p′(x)

p(x)
 ส าหรับ i ϵ {1,2, … , n} และ lim

x→ ∞−
+

p′(x)

p(x)
  

(1) lim
x→αi

+

p′(x)

p(x)
= lim

x→αi
+

(∑
1

x−αi
)n

i=1 = lim
x→αi

+
(

1

x−α1
+

1

x−α2
+ ⋯ +

1

x−αn
) 

                  = lim
x→αi

+
(

1

x−α1
+

1

x−α2
+ ⋯ +

1

x−αi−1
) + lim

x→αi
+

(
1

x−αi
) 

                         + lim
x→αi

+
(

1

x−αi+1
+

1

x−αi+2
+ ⋯ +

1

x−αn
) 

                = (
1

αi−α1
+

1

αi−α2
+ ⋯ +

1

αi−αi−1
) + lim

x→αi
+

(
1

x−αi
) 

        + (
1

αi−αi+1
+

1

αi−αi+2
+ ⋯ +

1

αi−αn
) 

  เนื่องจาก x − αi > 0 เมื่อ x → αi
+  

ดังนั้น lim
x→αi

+
(

1

x−αi
) = +∞ ท าให้ได้ว่า lim

x→αi
+

p′(x)

p(x)
= + ∞ 

(2) lim
x→αi

−

p′(x)

p(x)
= lim

x→αi
−

(∑
1

x−αi
)n

i=1 = lim
x→αi

−
(

1

x−α1
+

1

x−α2
+ ⋯ +

1

x−αn
) 
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                = lim
x→αi

−
(

1

x−α1
+

1

x−α2
+ ⋯ +

1

x−αi−1
) + lim

x→αi
−

(
1

x−αi
) 

            + lim
x→αi

−
(

1

x−αi+1
+

1

x−αi+2
+ ⋯ +

1

x−αn
) 

      = (
1

αi−α1
+

1

αi−α2
+ ⋯ +

1

αi−αi−1
) + lim

x→αi
−

(
1

x−αi
) 

       + (
1

αi−αi+1
+

1

αi−αi+2
+ ⋯ +

1

αi−αn
) 

  เนื่องจาก x − αi < 0 เมื่อ x → αi
−  

ดังนั้น lim
x→αi

−
(

1

x−αi
) = −∞ ท าให้ได้ว่า lim

x→αi
−

p′(x)

p(x)
= − ∞ 

 

(3) lim
x→ ∞−

+

p′(x)

p(x)
= lim

x→ ∞−
+

(
1

x−α1
+

1

x−α2
+ ⋯ +

1

x−αn
) = 0  

 

จะแสดงว่า ส าหรบั i ϵ {1,2, … , n} , fi(x) =
p′(x)

p(x)
 เป็นฟังชันลดเมื่อ x ϵ (αi, αi+1) 

ให้ x1, x2 ϵ (αi, αi+1) ส าหรบั i ϵ {1,2, … , n} โดยที่ x1 < x2 

จะได้ว่า 1

x1−α1
+

1

x1−α2
+ ⋯ +

1

x1−αn
>

1

x2−α1
+

1

x2−α2
+ ⋯ +

1

x2−αn
 

ดังนั้น fi(x1) =
p′(x1)

p(x1)
<

p′(x2)

p(x2)
= fi(x2) 

จึงสรปุได้ว่า ส าหรบั i ϵ {1,2, … , n} , fi(x) =
p′(x)

p(x)
 เป็นฟังชันลดเมื่อ x ϵ (αi, αi+1) 

ให้ β1 < β2 < ⋯ < βn เป็นรากจรงิของ p − p′ 

จะได้ว่า p(x) − p′(x) = 0 หรือ p′(x)

p(x)
= 1 เมื่อ x = β1, β2, … , βn  

  พิจารณากราฟของ p
′(x)

p(x)
  

จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α1, β1] ∪ (α2, β2] ∪ … ∪ (αn, βn]                            

∴ m ({x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1}) = ∑ βi − ∑ αi

n

i=1

n

i=1
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จาก (*) แทน A = 1  

จะได้ว่า p(x) = xn + an−1xn−1 + ⋯ + a1x + a0 เมื่อ a0, a1, … , an−1 ϵ ℝ 

∴ p(x) − p′(x) 

= (xn + an−1xn−1 + ⋯ + a1x + a0) − (nxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 + ⋯ + a1) 

= xn + (an−1 − n)xn−1 + ⋯ + (a0 − a1) 

∴ ∑ βi = −(an−1 − n) = n − an−1

n

i=1
, ∑ αi = −an−1

n

i=1
 

ดังนั้น m ({x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1}) = n − an−1 − (−an−1) = n 

 

พิจารณาเมื่อ p มีรากซ้ า  

กรณี 1  มีรากซ้ า 2 ตัว คือ α1 = α2 < α3 < ⋯ < αn    

  จะได้ว่า p(x) = (x − α1)2(x − α3)(x − α4) … (x − αn) 

  ∴ p′(x) = 2(x − α1)(x − α3) … (x − αn) + 

(x − α1)2[(x − α3)(x − α4) … (x − αn)]′ 

   จะได้ว่า p(α1) − p′(α1) = 0 นั่นคือ α1 = β1 

   จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α1, β1] ∪ (α2, β2] ∪ … ∪ (αn, βn] 

    เนื่องจาก α1 = α2 = β1 ท าให้ได้ว่า (α1, β1] = ∅ 
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จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α2, β2] ∪ (α3, β3] ∪ … ∪ (αn, βn]   

∴ m ({x ϵ  ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1}) = ∑ βi − ∑ αi

n

i=2

n

i=2
= ∑ βi − ∑ αi

n

i=1

n

i=1
 

  = −(an−1 − n) − (−an−1) = n  

   ผลลัพธ์ดังกล่าวสามารถขยายไปสูก่รณีทีม่ีรากซ้ าอย่างมาก 2 ตัว ที่มากกว่า 1 ชุดได้ 

 

กรณี 2  มีรากซ้ า 3 ตัว คือ α1 = α2 = α3 < α4 < ⋯ < αn   

  จะได้ว่า p(x) = (x − α1)3(x − α4)(x − α5) … (x − αn) 

  ∴ p′(x) = 3(x − α1)2(x − α4)(x − α5) … (x − αn) + 

(x − α1)3[(x − α4)(x − α5) … (x − αn)]′ 

   จะได้ว่า p(α1) − p′(α1) = p(α2) − p′(α2) = 0 นั่นคือ α1 = β1 = β2 

   จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α1, β1] ∪ (α2, β2] ∪ … ∪ (αn, βn]  

   เนื่องจาก α1 = α2 = α3 = β1 = β2 ท าให้ได้ว่า (α1, β1] = (α2, β2] = ∅ 

จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α3, β3] ∪ (α4, β4] ∪ … ∪ (αn, βn]   

∴ m ({x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1}) = ∑ βi − ∑ αi

n

i=3

n

i=3
= ∑ βi − ∑ αi

n

i=1

n

i=1
 

                              = −(an−1 − n) − (−an−1) = n  

ผลลัพธ์ดังกล่าวสามารถขยายไปสูก่รณีทีม่ีรากซ้ าอย่างมาก 3 ตัว ที่มากกว่า 1 ชุดได้ 

 

กรณี 3  มีรากซ้ า 4 ตัว คือ α1 = α2 = α3 = α4 < α5 < ⋯ < αn  

  จะได้ว่า p(x) = (x − α1)4(x − α5)(x − α6) … (x − αn) 

  ∴ p′(x) = 4(x − α1)3(x − α5)(x − α6) … (x − αn) + 

(x − α1)4[(x − α5)(x − α6) … (x − αn)]′ 

   จะได้ว่า p(α1) − p′(α1) = p(α2) − p′(α2) = p(α3) − p′(α3) = 0  

นั่นคือ α1 = β1 = β2 = β3 
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   จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α1, β1] ∪ (α2, β2] ∪ … ∪ (αn, βn]  

    เนื่องจาก α1 = α2 = α3 = α4 = β1 = β2 = β3  

ท าให้ได้ว่า (α1, β1] ∪ (α2, β2] = (α3, β3] = ∅ 

จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α4, β4] ∪ (α5, β5] ∪ … ∪ (αn, βn]    

∴ m ({x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1}) = ∑ βi − ∑ αi

n

i=4

n

i=4
= ∑ βi − ∑ αi

n

i=1

n

i=1
 

= −(an−1 − n) − (−an−1) = n 

   ผลลัพธ์ดังกล่าวสามารถขยายไปสูก่รณีทีม่ีรากซ้ าอย่างมาก 4 ตัว ที่มากกว่า 1 ชุดได้ 

 

กรณี n - 1  มีรากซ้ า n ตัว คือ α1 = α2 = ⋯ = αn     

เนื่องจาก α1 เป็นรากของ p(x) จะได้ว่า α1 เป็นรากของ p′(x) ด้วย 

   จะได้ว่า α1 เป็นรากของ p(x) − p′(x) นั่นคือ α1 = β1 = β2 = ⋯ = βn−1 

   จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (α1, β1] ∪ (α2, β2] ∪ … ∪ (αn, βn] 

    เนื่องจาก α1 = α2 = ⋯ = αn = β1 = β2 = ⋯ = βn−1  

ท าให้ได้ว่า (α1, β1] = (α2, β2] = ⋯ = (αn−1, βn−1] = ∅ 

จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1} = (αn, βn]    

∴ m ({x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ 1}) = βn − αn = ∑ βi − ∑ αi

n

i=1

n

i=1
 

= −(an−1 − n) − (−an−1) = n 
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บทแทรก 1  ถ้า αi ϵ ℝ , ci > 0 , i = 1,2, … , n และ ∑ ci
n
i=1 = 1     

  แล้ว m ({x ϵ ℝ :  ∑
ci

x−αi

n
i=1 ≥ α}) =

1

α
 โดยที่ α > 0 

บทพิสูจน์. สมมติให้ αi ϵ ℝ , ci > 0 , i = 1,2, … , n และ ∑ ci
n
i=1 = 1 

   กรณี 1  ci ϵ ℚ ส าหรับ i = 1,2, … , n 

            จะมี ai, b ϵ ℕ ที่ท าให้ ci =
ai

b
 ทุก i = 1,2, … , n  

            จะได้ว่า ∑ ci

x−αi

n
i=1 = ∑

ai

b(x−αi)

n
i=1  

      พิจารณา ∑ ai

b(x−αi)
n
i=1 ≥ α โดยที่ α > 0  

ก็ต่อเมื่อ ∑ ai

x−αi

n
i=1 ≥ bα โดยที่ α > 0 

   จาก ∑ ci
n
i=1 = 1 จะได้ว่า ∑ ai

n
i=1 = b 

   ให้ p(x) = (x − α1)a1(x − α2)a2 … (x − αn)an โดยที่  ∑ ai
n
i=1 = b 

 จะได้ว่า p′(x)

p(x)
=

a1

x−α1
+

a2

x−α2
+ ⋯ +

an

x−αn
= ∑

ai

x−αi

n
i=1  

   โดย ทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
 ≥ bα}) = 

b

bα
 = 

1

α
 โดยที่ α > 0 

  กรณี 2 ci ϵ ℝ ส าหรับ i = 1,2, … , n 

   จะได้ว่าทุก k ϵ ℕ จะมีล าดับของจ านวนตรรกยะ c1
(k)

, c2
(k)

, … , cn
(k)

ϵ ℚ 

   ซึ่ง lim
k→∞

ci
(k)

= ci ส าหรบั i = 1,2, … , n 

   โดยวิธีการ Normalize จะสมมติให้ c1
(k)

+ c2
(k)

+ ⋯ + cn
(k)

= 1 

   จะได้ 1 = lim
k→∞

[c1
(k)

+ c2
(k)

+ ⋯ + cn
(k)

] = c1 + c2 + ⋯ + cn = ∑ ci
n
i=1  

   เนื่องจาก c1
(k)

, c2
(k)

, … , cn
(k)

ϵ ℚ 

   จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ : ∑
ci

(k)

x−αi

n
i=1 ≥ α})  =  

1

α
 โดยที่ α > 0  

   พิจารณา lim
k→∞

(∑
ci

(k)

x−αi

n
i=1 ) = ∑ ( lim

k→∞
 

ci
(k)

x−αi
) =n

i=1 ∑
ci

x−αi

n
i=1  

  จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ : ∑
ci

x−αi

n
i=1 ≥ α}) =  

1

α
 โดยที่ α > 0 
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บทต้ัง 1  ถ้า p ϵ Pn ซึ่งมีค่าเป็นบวกบนช่วง [a, b] แล้วจะม ีq, s ϵ Pn ที่ไม่เป็นลบ  

  บนช่วง [a, b] และมีรากจรงิทั้งหมดบนช่วง [a, b] ซึ่ง p(x) = q(x) + s(x) 

 

ทฤษฎีบท 2  ให้ p ϵ Pn จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :
p′(x)

p(x)
≥ α}) ≤

2n

α
 โดยที่ α > 0 

บทพิสูจน์. ให้ p ϵ Pn และ α > 0 

  จะได้ว่า lim
x→∞

p′(x)

p(x)
= 0 และ lim

x→−∞

p′(x)

p(x)
= 0 

   ∴ {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ α} เป็นเซตที่มีขอบเขต (เนื่องจาก α > 0) 

   ∴ จะมี a, b ϵ ℝ ที่ท าให้ {x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥ α} ⊆ [a, b]  

  เนื่องจาก p2 ϵ P2n เป็นบวกเสมอบนช่วง [a, b] 

   ∴ จะมี q, s ϵ P2n ที่ไม่เป็นลบบนช่วง [a, b] ที่ p2(x) = q(x) + s(x)

 ส าหรับ x ϵ [a, b]  

  จะได้ว่า 0 ≤ q(x) ≤ p2(x) และ 0 ≤ s(x) ≤ p2(x) 

  และ q, s มีรากจริงทั้งหมดบนช่วง [a, b] 

   ∴ {x ϵ ℝ ∶  
p′(x)

p(x)
≥ α} = {x ϵ ℝ : 

(p2)
′
(x)

p2(x)
≥ 2α}  

  พิจารณา 
(p2)

′
(x)

p2(x)
≥ 2α ก็ต่อเมื่อ (p2)′(x) ≥ 2αp2(x)  

นั่นคือ q′(x) + s′(x) ≥ 2α(q(x) + s(x)) 

  เนื่องจาก q, s มีรากจริงทั้งหมดบนช่วง [a, b] โดย ทฤษฎีบท 1  

จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :  
q′(x)

q(x)
≥ 2α}) = m ({x ϵ ℝ :  

s′(x)

s(x)
≥ 2α}) =

n

α
 

  ∴ m ({x ϵ [a, b] :  
(p2)

′
(x)

p2(x)
≥ 2α}) 

= m({x ϵ [a, b] : q′(x) + s′(x) ≥ 2α(q(x) + s(x)) }) ≤
n

α
+

n

α
=

2n

α
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ทฤษฎีบท 3  ถ้า r =
p

q
 เมื่อ p, q ϵ Pn จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :  

r′(x)

r(x)
≥ α}) ≤

8n

α
 โดยที่ α > 0 

บทพิสูจน์. สมมติให้ r =
p

q
 เมื่อ p, q ϵ Pn 

  จะได้ว่า r′ = (
p

q
)

′

=
qp′−pq′

q2  ฉะนั้น r′

r
= (

qp′−pq′

q2 ) (
q

p
) =

p′

p
−

q′

q
    

  ส าหรับ α > 0  

จะได้ว่า {x ϵ ℝ :  
r′(x)

r(x)
≥ α} ⊆ {x ϵ ℝ :  

p′(x)

p(x)
≥

α

2
} ∪ {x ϵ ℝ :  

q′(x)

q(x)
≤ −

α

2
} 

โดย ทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :  
p′(x)

p(x)
≥

α

2
}) ≤

4n

α
  

ให้ s(x) = q(−x) 

จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :  
q′(x)

q(x)
≤ −

α

2
}) = m ({x ϵ ℝ :  

s′(x)

s(x)
≥

α

2
}) ≤

4n

α
 

∴ m ({x ϵ ℝ :  
r′(x)

r(x)
≥ α}) ≤

4n

α
+

4n

α
=

8n

α
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บทท่ี 4 

สรุปผล  

 

จากการศึกษาอนุพันธ์เชิงลอการทิึมของฟังก์ชันค่าจริง จะได้ทฤษฎีบทและบทแทรกดังต่อไปนี ้
 

ทฤษฎีบท 1  

ถ้า p ϵ Pn มีรากจรงิทั้งหมด n ราก แล้ว m ({x ϵ ℝ :
p′(x)

p(x)
≥ α}) =

n

α
  โดยที่ α > 0 

 

บทแทรก 1  

ถ้า αi ϵ ℝ , ci > 0 , i = 1,2, … , n และ ∑ ci
n
i=1 = 1 แล้ว m ({x ϵ ℝ :  ∑

ci

x−αi

n
i=1 ≥ α}) =

1

α
  

โดยที่ α > 0 
 

บทต้ัง 1  
ถ้า p ϵ Pn ซึ่งมีค่าเป็นบวกบนช่วง [a, b] แล้วจะม ีq, s ϵ Pn ที่ไม่เป็นลบบนช่วง [a, b]    
และมรีากจริงทุกรากบนช่วง [a, b] ซึ่ง p(x) = q(x) + s(x) 
 
ทฤษฎีบท 2   

ให้ p ϵ Pn จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :
p′(x)

p(x)
≥ α}) ≤

2n

α
 โดยที่ α > 0 

 
ทฤษฎีบท 3   

ถ้า r =
p

q
 เมื่อ p, q ϵ Pn จะได้ว่า m ({x ϵ ℝ :

r′(x)

r(x)
≥ α}) ≤

8n

α
 โดยที่ α > 0 
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I). กรงุเทพมหานคร: ศูนย์หนังสือแห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

3. Borwein, P. and Erdélyi, T. (1995). Inequalities for Logarithmic Derivatives.  
In Polynomials and Polynomial inequalities. Pp. 344-347. New York: Springer-
Verlag  
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ภาคผนวก 

แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 
ปีการศึกษา 2561 

ช่ือโครงงาน (ภาษาไทย) อสมการส าหรับอนุพันธ์เชิงลอการทิึม 
ช่ือโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Inequalities for Logarithmic Derivatives    
อาจารย์ทีป่รึกษา ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.สุจินต์ คมฤทัย 
ผู้ด าเนินการ นายติณณ์ รุ่นใหม่ เลขประจ าตัวนิสิต 5833519023 
 สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร ์
 คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
_________________________________________________________________________________ 
 
หลักการและเหตผุล 

ให้ f เป็นฟังก์ชันค่าจริง อสมการในรปู f′(x)

f(x)
≥ α โดย α > 0 เป็นค่าคงตัว ได้รับความสนใจและมี

การศึกษาในวงกว้าง สังเกตว่าพจน์ f
′(x)

f(x)
=

d

dx
lnf(x) ดังนั้นพจน์ดังกล่าวนี้จึงมีช่ือเรียกว่า อนุพันธ์เชิง

ลอการิทึม (Logarithmic Derivatives) ของฟังก์ชัน f เป็นทีท่ราบกันว่าเซตของผลเฉลยของอสมการดังกล่าว 
ในกรณีที่ f เป็นพหุนาม ประกอบด้วยช่วงที่มผีลรวมของความยาวช่วงน้อยกว่าหรือเท่ากบั 2n

 α 
 และในกรณีที่ f 

เป็นฟงัก์ชันเศษส่วนของพหุนาม ประกอบด้วยช่วงที่มผีลรวมของความยาวช่วงน้อยกว่าหรือเท่ากบั 8n

 α 
  

 
วัตถุประสงค ์

ศึกษาอสมการส าหรบัอนุพันธ์เชิงลอการิทมึ ในกรณีพหุนามและเศษส่วนพหุนาม 
 

ขอบเขตของโครงงาน 

พิสูจนอ์สมการส าหรับอนุพันธ์เชิงลอการิทึมของฟังก์ชันค่าจริง f โดยเป็นอสมการในรูป f
′(x)

f(x)
≥ α    

โดย α > 0 เป็นค่าคงตัว และ f เป็นฟังก์ชันพหุนามหรือฟงัก์ชันตรรกยะ 
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วิธีการด าเนนิงาน 
1. ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
2. ก าหนดบทนิยามต่างๆ 
3. พิสูจน์ทฤษฎีบทของโครงงาน 
4. สรุปผลและจัดท ารายงาน 
 

ระยะเวลาการท างาน 

 
 

2561 2562 
ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1. ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวข้อง          

2. ก าหนดบทนิยามต่างๆ          

3. พิสูจน์ทฤษฎีบทของโครงงาน          

4. สรุปผลและจัดท ารายงาน          

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รบั 

ได้น าความรู้จากวิชาแคลคูลัสและการวิเคราะห์เชิงจรงิเบื้องต้นไปแก้ปัญหาในเชิงงานวิจัย 
 

อุปกรณ์และเครื่องมือท่ีใช ้
1. เครื่องคอมพิวเตอร ์
2. เครื่องพมิพ ์
3. กระดาษ 
4. เครื่องเขียน 
 

งบประมาณ 
1. ค่ากระดาษ A4      600  บาท 
2. ค่าถ่ายเอกสารและจัดท ารปูเล่ม   400  บาท 
3. ค่าวารสารและหนังสืออ้างอิงที่เกี่ยวข้อง         3,000  บาท 

 
 

ขั้นตอนการด าเนินงาน 
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เอกสารอ้างอิง 
1. ด ารงค์ ทิพย์โยธา. (2553). The Twenty–Ninth IMO 1988, Canberra, Australia. ใน  

คณิตศาสตร์ปรนัย เล่มที่ 34 รวมข้อสอบแข่งขันคณิตศาสตร์โอลิมปกิระหว่างประเทศ (1983-
1997). หน้า 145-148. กรุงเทพมหานคร: ศูนย์หนังสือแห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

2. ด ารงค์ ทิพย์โยธา, ณัฏฐนาถ ไตรภพ, และ ยุวรีย์ พันธ์กล้า. (2561). แคลคูลัส 1 (CALCULUS 
I). กรงุเทพมหานคร: ศูนย์หนังสือแห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

3. Borwein, P. and Erdélyi, T. (1995). Inequalities for Logarithmic Derivatives.  
In Polynomials and Polynomial inequalities. Pp. 344-347. New York: Springer-
Verlag  
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ประวัติผู้เขียน 
 
นายติณณ์ รุ่นใหม่ รหสันิสิต 5833519023 
ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 
สาขาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์  
จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
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