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บทที่ 1 
บทน า 

1.1 คüามเป็นมาและเĀตุผลการüิจัย 
 การĀาผลเฉลยขĂงÿมการการเชิงĂนุพันธ์ในปัจจุบัน ช่üยแก้ปัญĀาในทางüิทยาýาÿตร์ 
üิýüกรรมýาÿตร์ และýาÿตร์ÿาขาĂ่ืน ๆ ที่ÿามารถĂธิบาย ได้ด้üยแบบจ าลĂงทางคณิตýาÿตร์ ซึ่งÿ่üน
ใĀญ่ จะĂยู่ในรูปĂัตราการเปลี่ยนแปลงขĂงÿิ่งที่ก าลังýึกþา เช่น คüามร้Ăน คลื่น ต าแĀน่งขĂงüัตถุ
เป็นต้น  

 ในการýึกþาผลเฉลยขĂงÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ จะเขียนĂยู่ในรูป         ซึ่ง    
เป็นผลเฉลยทั่üไปขĂงÿมการ เมื่Ăแทน  ( ) ด้üยฟังก์ชันýูนย์ และ    เป็นผลเฉลยĀนึ่งขĂงÿมการ 
ÿ าĀรับแต่ละ  ( ) ที่ก าĀนดใĀ้ จะเĀ็นü่า    ตามบทนิยามÿามารถมีได้มากกü่าĀนึ่งฟังก์ชัน ขึ้นĂยู่
กับเทคนิคในการแก้ปัญĀา เช่น Āลักการเทียบÿัมประÿิทธิ์ ตัüด าเนินการผกผัน การแปรพารามิเตĂร์ 
เป็นต้น 
 ดังนั้นผู้จัดท ามีคüามÿนใจที่จะýึกþาüิธีตัüด าเนินการผกผันขĂงÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ 
เพราะช่üยแก้ÿมการได้Ăย่างรüดเร็üและมีประÿิทธิภาพ จากการค้นคü้าพบü่ายังไม่มีการกล่าüถึงการ
ใช้üิธีแบบเดียüกันในการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่ĂยĂย่างเป็นระบบมีเพียงเĂกÿารĂ้างĂิง [1]   ผู้จัดท า
จึงมีคüามÿนใจที่จะค้นคü้าเรียบเรียงและพัฒนาüิธีตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับการแก้ÿมการเชิง
Ăนุพันธ์ย่Ăย   

 
1.2 üัตถุประÿงค์ของการüิจัย 
  ýึกþาเรียบเรียงและพัฒนาüิธีตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
 
1.3 ขอบเขตการüิจัย  
         พิจารณาÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่ĂยĂันดับÿĂงเชิงเÿ้นที่มีตัüแปรÿĂงตัü 
 
1.4 ขั้นตอนการüิจัย  

การüิจัยเพ่ืĂการüิเคราะĀ์คüามพึงพĂใจขĂงผู้เรียนในระบบการจัดการเรียนการÿĂนแบบ
Ā้Ăงเรียนกลับด้าน มีข้ันตĂนการด าเนินการดังต่Ăไปนี้ 
 1. ýึกþาทบทüนคüามรู้เบื้Ăงต้นเกี่ยüกับÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญและÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
 2. ýึกþาการจ าแนกÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่ĂยĂĂกเป็นประเภทต่าง ๆ  
 3. ค้นคü้าĀนังÿืĂและงานüิจัยเกี่ยüกับüิธีตัüด าเนินการผกผันในการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์
ย่Ăย 
 4. พิÿูจน์ผลลัพธ์เกี่ยüกับการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăยด้üยüิธีตัüด าเนินการผกผันในกรณีต่าง 
ๆ 
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 5. ตรüจÿĂบคüามถูกต้ĂงขĂงการด าเนินงาน 
 6. ÿรุปและจัดท ารูปเล่ม 
 
1.5    ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับ  

ประโยชน์ที่ได้รับจากการüิจัยในครั้งนี้มีดังนี้  
1. เข้าใจกระบüนการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăยด้üยตัüด าเนินการผกผัน 
2. มีüิธีการในการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăยด้üยตัüด าเนินการผกผันที่รüดเร็üและมี

ประÿิทธิภาพ 
 
1.6 โครงÿร้างของรายงาน 

บทที่ 2 จะกล่าüถึงคüามรู้พ้ืนฐานที่เก่ียüข้Ăงกับตัüด าเนินการและตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับ
การแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ 

บทที่ 3 บทพิÿูจน์และตัüĂย่างขĂงตัüด าเนินการเชิงĂนุพันธ์ÿ าĀรับÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
บทที่ 4 บทพิÿูจน์และตัüĂย่างขĂงตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
บทที่ 5 จะกล่าüถึงข้Ăÿรุป และข้ĂเÿนĂแนะ 



 
 

บทที่ 2 

คüามรู้พื้นฐานและงานüิจัยที่เกี่ยüข้อง 

ในบทนี้จะกล่าüถึงคüามรู้พื้นฐานที่เก่ียüข้Ăงกับตัüด าเนินการและตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับ
การแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ 
 
2.1  ตัüด าเนินการและตัüด าเนินการผกผันในÿมการเชิงอนุพันธ์ÿามัญ 

 
พิจารณาÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ  
   ( )     1 (   )+ … +  1  + 0   ( )                ( ) 

โดย            เป็นค่าคงตัü และ  ( ) เป็นฟังก์ชันที่ก าĀนดใĀ้ 
ÿมการÿามารถเขียนได้ในรูป  

(        1           1   0)   ( ) 
โดย 

  
 
  

 

ก าĀนดใĀ้  ( )          1           1   0 
เรียก  ( ) ü่าตัüด าเนินการเชิงĂนุพันธ์ขĂงÿมการ ( ) 
ผลเฉลยทั่üไปขĂงÿมการ ( ) เขียนได้เป็น           
โดยที่    เป็นผลเฉลยทั่üไปขĂงÿมการ เมื่Ăแทน  ( ) ด้üยฟังก์ชันýูนย์ และ    เป็นผลเฉลยĀนึ่ง
ขĂงÿมการ ÿ าĀรับแต่ละ  ( ) ที่ก าĀนดใĀ้ 
 
บทนิยาม ตัüด าเนินการผกผัน 

 
 ( )

  กระท ากับ  ( )  คืĂฟังก์ชัน    ซึ่งÿĂดคล้Ăงกับÿมการ  
 ( )    ( ) และเขียนใĀม่เป็น     

 ( )  ( ) 
ĀมายเĀตุ :    ตามบทนิยามÿามารถมีได้มากกü่าĀนึ่งฟังก์ชัน โดยในĀัüข้Ăนี้เราจะýึกþาÿูตรต่างๆ ที่
น าไปÿู่การĀาตัüด าเนินการผกผันที่ÿĂดคล้Ăงÿมบัติ ( ) 
  
 พิจารณาÿมการ     ( ) และÿามารถเขียนเป็นตัüด าเนินการเชิงĂนุพันธ์ผกผัน 
   

 
 ( ) เรารู้ü่าÿมการข้างต้นนี้มีผลเฉลยเฉพาะโดยใช้คüามรู้พ้ืนฐานดังนี้   ∫ ( )    

ดังนั้นÿรุปได้ü่า   
 
 ( )  ∫ ( )    

 ÿ าĀรับ    
  

  จะก าĀนดนิยามต่Ăไปนี้ 
บทนิยาม ตัüด าเนินการผกผันขĂง    

  
  คืĂ   

 
( ( ))  ∫ ( )     

 
 



4 
 

 

2.2  ÿมบัติของตัüด าเนินการและตัüด าเนินการผกผัน 
 ใĀ้   ( )          1           1   0  
โดย            เป็นค่าคงตัü,  ( ) เป็นฟังก์ชันใดๆ 
 
  , -     ( ) [

 
 ( ) 

( )]   ( ) 

  , -   
 

  ( )  ( ) 
( )  

 
  ( )(

 
  ( ) 

( ))  
 

  ( )(
 

  ( ) 
( )) 

  , -   
 

 ( )
,    ( )      ( )-    

 
 ( )  ( )    

 
 ( )  ( ) 

โดยที่       เป็นค่าคงที่ และ   ( )   ( ) เป็นฟังก์ชันใดๆ 
 
  , -    ( )     ( )    โดยที่   เป็นค่าคงที่  
 
ตัüอย่าง จงĀา   (    )     โดยใช้üิธีตัüด าเนินการ 
üิธีท า จาก  ( )     ( )     
จะได้   (    )      (    )          
 
  , -    

 ( )  
    

 ( )  
       โดยที่   ( )    และ   เป็นค่าคงที่  

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (      )       
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า จาก  

 ( )  
    

 ( )  
    

จะได้        
 

      
         

 

( )  ( )   
 

   

  
 

 
  , -   ( )( ( )   )      (   ) ( ) โดยที่   เป็นค่าคงที่ 
 
ตัüอย่าง จงĀา  (       )     โดยใช้üิธีตัüด าเนินการ 
üิธีท า จาก  ( )( ( )   )      (   ) ( )  
จะได้  (       )             ,(   )   (   )   -   
        (              )   
        (       )   
        (           ) 
 
  , -    

 
 ( )

( ( )   )      
 (   )

 ( ) โดยที่   เป็นค่าคงที่ 
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ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (   )       
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า จาก  

 ( )
( ( )   )      

 (   ) ( )   
จะได้ü่า      

 

   
         

(   )  
       

 
     ∫          

 
 

 
  , -    

(   )          

  
 โดยที่   เป็นค่าคงที่ และ   เป็นจ านüนนับ  

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (   )       
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า จาก  

(   )          

  
  จะได้ü่า     

(   ) 
         

  
 

 
    (   )             โดยที่          เป็นค่าคงที ่และ     เป็นจ านวนนับ  
 
ตัüอย่าง จงĀา  (   )      โดยใช้üิธีตัüด าเนินการ 
üิธีท า จาก  (   )         และ      
จะได้  (   )        
 
   , -    

(   )  ( )  
     

   ( )  
     โดยที่   ( )      เป็นค่าคงที่ และ   เป็นจ านüนนับ  

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (   ) (    )      

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า จาก  

(   )  ( )  
     

   ( )  
     

จะได้ü่า     
(   ) (    )

         

  (    )
      

     
 

 
     (     ) 2           (     ) 2            โดยที่     เป็นค่าคงที่  
 
ตัüอย่าง จงĀา (    )       โดยใช้üิธีตัüด าเนินการ 
üิธีท า จาก (     ) 2           (     ) 2            
จะได้  (    )       (     )             
 
   , -  

 
     2           

 
     2            โดยที่  | |  | | และ     เป็นค่าคงที่  

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (    )        
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
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üิธีท า จาก   

     2
     
     

 
 

     
2     
     

   
จะได้ü่า     

    
       

     
        

 
      

 
   , -   

 
     2           

 
  2       

        โดยที่   เป็นค่าคงที่ 

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (    )         
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผันผกผัน 
üิธีท า จาก  

     2
     
       

  
2       
          

จะได้ü่า    
 

    
      

 

 ( )
       

 

 
        

 
   , -     (  ) 2            (   ) 2            โดยที่   เป็นค่าคงที่ 

 
ตัüอย่าง จงĀา (        )       โดยใช้üิธีตัüด าเนินการ 
üิธีท า จาก   (  ) 2            (   ) 2            
จะได้  (        )                    ( (   )      )       
      (    )       
                     

 

      ( ) { 
( )        

 ( )            {
  .     (   ) ( )/

  .     (   ) ( )/
    

โดยที่        ซ่ึง     เป็นค่าคงที่ 
 

ตัüอย่าง จงĀา  (    )          โดยใช้üิธีตัüด าเนินการ 

üิธีท า จาก  ( ) { 
( )        

 ( )            {
  .     (   ) ( )/

  .     (   ) ( )/
  

จะได้  (    )             ,   ( ((     )   )   
         [   (       )  ] 
         ,   (            )- 
 
   , -    

 
 (  ) 2

     
      

 
 (   ) 2

     
       โดยที่   (   )    และ   เป็นค่าคงที่ 

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (       )       

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
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üิธีท า  จาก  
 (  ) 2

     
       

 (   ) 2
     
        

จะได้ü่า     
       

      
        

      
  

     

      
 ∫          

 
     

 

   , -  
 

        
2     
      

0(     ) 2     
        2      

      1

(     )       

โดยที่          เป็นค่าคงที่ และ (     )         
 

ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (        )        
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า  จาก  

        
2     
      

0(     )2     
        2      

      1

(     )         

จะได้ü่า         
 

        
      

(   (  ))        ( )      

(   (  ))
 
   (  )

 
                

   
 

             

  
 

 
   , -   

 
 ( )  

  
 

  ,   ( )-  
  

                          
 
  

,   ( )    ( )    ( )      ( )   -    

เมื่Ă      
 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (      )     

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า  จาก  

 ( )  
   

  
,   ( )    ( )    ( )      ( )   -    

จะได้ü่า     
      

    
 (  

 
  

 
  

    
  )   

 (  

  (     
  

 
)
  ) 

 
 
 
*  (

 
 
  

 
 
  )  (

 
 
  

 
 
  )

 

 (
 
 
  

 
 
  )

 

 (
 
 
  

 
 
  )

 

+    

 
 
 
[  

 
 
  

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
 
   

 
  

    ]   

 
 
 
[                          

 
 
] 

 
 
 
[              

 
 
] 
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      ( )*  ( )+    ( ) ( )    ( ) ( ) 
 
ตัüอย่าง จงĀา  (       )     โดยใช้üิธีตัüด าเนินการ 
üิธีท า จาก  ( )*  ( )+    ( ) ( )    ( ) ( )  
จะได้        (       )      (       )    (    )    
      (    ( )   )    ( ( )   )    
    (ÿมบัติตัüด าเนินการÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที ่ ) 
                 
 
   , -    

 ( )
*  ( )+    

 ( )  ( )    ( )
, ( )-  ( )  

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (   )       

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 

üิธีท า  จาก   

 ( )
*  ( )+   

 

 ( )
* ( )+  

  ( )
, ( )- 

* ( )+  
จะได้ü่า      

     
     

    
    

(   )  
   .   

 
  /  

       
       

 
 



 
 

บทที่ 3 

ตัüด าเนินการเชิงอนุพันธ์ของ PDE  

ในบทนี้จะกล่าüถึงตัüด าเนินการเชิงĂนุพันธ์ÿ าĀรับÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
 
3.1 ตัüด าเนินการในÿมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 
ýึกþาการĀาผลเฉลยขĂงÿมการ 

 
   
      

   
    

  
   
     (   )                                       ( ) 

โดย       เป็นค่าคงตัü และ  (   ) เป็นฟังก์ชันใดๆ 
ด้üย üิธีเชิงตัüด าเนินการผกผัน โดยเขียนÿมการเป็น 

(   
            

 )   (   ) 
โดย     

  
  และ      

  
 

ก าĀนดใĀ้  (     )     
            

  
เรียก  (     ) ü่าตัüด าเนินการเชิงĂนุพันธ์ขĂงÿมการ ( ) 
 
3.2  ÿมบัติของตัüด าเนินการในÿมการเชิงอนุพันธ์ÿามัญ 
 ใĀ้  (     )     

            
   โดย       เป็นค่าคงตัü,  (   ) เป็นฟังก์ชัน 

และ     เป็นค่าคงที่ 
 
     (     )        (   )       
บทพิÿูจน์    (     )       (   

            
 )       

    
                        

        

                                 

 (            )        (   )                                                           

 
ตัüอย่าง จงĀา (  

           
 )      โดยใช้üธิีตัüด าเนินการ 

üิธีท า  จาก   (     )        (   )       
จะได้ü่า  (  

           
 )      (    ( )( )   (  ))              

 
     (     ) (   )              (         ) (   ) 

บทพิÿูจน์    (     ) (   )       (   
            

 ) (   )       
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  (   )              (   )          

  (   )       
         (    )  (   )          (    )(    ) (   ) 

         (    )
 
 (   ) .ÿมบัติตัüด าเนินการÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที่  / 

        ,  (    )  (   )    (    )(    ) (   ) 

   (    )
 
 (   )- 

        ,  (    )    (    )(    )    (    )
 
-  (   ) 

        (         ) (   )                                                                                 
 
ตัüอย่าง จงĀา (  

       )         โดยใช้üธิีตัüด าเนินการ 
üิธีท า  จาก   (     ) (   )              (         ) (   )  
จะได้ü่า (  

       )    
     

      ,(    )   (    )(    )-    
      [  

         (             )]    
      [  

                       ]    
      [  

                 ]    
      (                  ) 
 
     (     ) {

    (     )
    (     )    (   ) {   

(     )
   (     )  

บทพิÿูจน์    (     ) 2
    (     )
    (     )  (   

            
 ) 2

    (     )
    (     )  

    
 {

    (     )
    (     )        {

    (     )
    (     )     

 {
    (     )
    (     )  

  (   ) {   
(     )

   (     )    (   ) {   
(     )

   (     )   (   ) {   
(     )

   (     )  

 , (   )    (   )   (   )- {   
(     )

   (     )  

  , (  )    (  )   (  )- {   
(     )

   (     )  

   (   ) {   
(     )

   (     )                                                                                                

 
ตัüอย่าง จงĀา (  

     
 )    (    ) โดยใช้üธิีตัüด าเนินการ 

üิธีท า  จาก   (     ) 2
    (     )

    (     )
   (   ) {   (     )

   (     )  

จะได้ü่า  
(  

     
 )    (    )   (    (  ))    (    )       (    ) 
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     (     ) {
 (   )    (     )
 (   )    (     )

  {
  .  (     ) (           ) (   )/

  .  (     ) (           ) (   )/
 

บทพิÿูจน์    (     ) {
 (   )    (     )
 (   )    (     )  

 (   
            

 ) ,
 (   )  (  (     ))
 (   )  (  (     ))

 

  {
  (  (     ) . (     )    (     )(     )   (     )

 
/ (   ))

  (  (     ) . (     )    (     )(     )   (     )
 
/ (   ))

 

.ÿมบัติตัüด าเนินการÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  / 

  {
  .  (     ) (           ) (   )/

  .  (     ) (           ) (   )/
                                                           

 
ตัüอย่าง จงĀา (  

    
 )      (    ) โดยใช้üธิีตัüด าเนินการ 

üิธีท า  จาก

  (     ) {
 (   )    (     )
 (   )    (     )  {

  .  (     ) (           ) (   )/

  .  (     ) (           ) (   )/
  

จะได้ü่า  (  
    

 )      (    ) 
   (  (    ) (          )   ) 
   (  (    )(  

            
         )   ) 

   (  (    )(                    )) 
    (    (    )        (    )         (    )        (    )) 
      (    )        (    )          (    )        (    ) 
 (        )   (    )  (       )   (    ) 
 
 
      (     ),     -    (   )       (   )     

บทพิÿูจน์    (     ),     - 
 (   

            
 ),     - 

    
 ,     -        ,     -     

 ,     - 
   (   )       (   )                                                                                 
 
ตัüอย่าง จงĀา (  

     
 ),     - โดยใช้üธิีตัüด าเนินการ 

üิธีท า  จาก   (     ),     -    (   )       (   )      
จะได้ü่า (  

     
 ),     -   ( )( )   ( )( )       



 
 

บทที่ 4 

ตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับการแก้ PDE  

ในบทนี้จะกล่าüถึง ผลขĂงการด าเนินการüิจัยýึกþาเรียบเรียงและพัฒนาüิธีตัüด าเนินการ
ผกผันÿ าĀรับการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
 
4.1 ตัüด าเนินการผกผันในÿมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 
บทนิยาม ตัüด าเนินการผกผัน  

 (     )
  กระท ากับ  (   )  คืĂฟังก์ชัน    ซึ่งÿĂดคล้Ăงกับÿมการ 

 (     )    (   )  

ดังนั้น 
 

 (     )
 (   )     ก็ต่Ăเมื่Ă   (     )    (   ) 

ĀมายเĀตุ :    ตามบทนิยามÿามารถมีได้มากกü่าĀนึ่งฟังก์ชัน โดยในĀัüข้Ăนี้เราจะýึกþาÿูตรต่างๆ ที่
น าไปÿู่การĀาตัüด าเนินการผกผันที่ÿĂดคล้Ăงÿมบัติ ( ) 
 ÿ าĀรับ     

  
  และ      

  
  จะก าĀนดนิยามต่Ăไปนี้ 

บทนิยาม ตัüด าเนินการผกผันขĂง     
  

  คืĂ  
  

( (   ))  ∫ (   )     และตัü

ด าเนินการผกผันขĂง     
  

  คืĂ  
  

( (   ))  ∫ (   )      

 
4.2    ÿมบัติของตัüด าเนินการผกผันในÿมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
 ใĀ้  (     )     

            
   โดย       เป็นค่าคงตัü , 

 (   )   (   )   (   ) เป็นฟังก์ชัน และ           เป็นค่าคงที่ 
 

     (     ) *
 

 (     )
 (   )+   (   ) 

    
 

  (     )  (     )
 (   )  

 
  (     )  (     )

 (   ) 

บทพิÿูจน์  ใĀ้    
  (     )  (     )

 (   )    

จะได้ü่า   (     )  (     )   (   ) 

จาก   (     )  (     )    (     )  (     )  

จะได้ü่า    (     )  (     )   (   ) 

ดังนั้น 
 

  (     )  (     )
 (   )    
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นั้นคืĂ 
 

  (     )  (     )
 (   )  

 

  (     )  
(     )

 (   )           

 
  

 
 (     )

,    (   )      (   )- 

 
 

 (     )
    (   )  

 
 (     )

    (   ) 

บทพิÿูจน์  ใĀ้   

 (     )
  
(   )      

 

 (     )
  
(   )     และ        เป็นคา่คงที ่

จะได้ü่า   (     )     
(   )  และ  (     )     

(   )     
ดังนั้น  (     ),         -            (     )      (     )   
          (   )     (   )       
นั้นคืĂ 

 

 (     )
[    

(   )      
(   )]            

        
 

 (     )
  (   )   

 
 (     )

  (   )         
 
  

 
 (     )

       
 

 (   )
          โดยที่  (   )    

บทพิÿูจน์   
 

 (     )
       

 

   
            

 
       

     
             

     

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที่  ) 
        

                 

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที่  ) 
 

 
                   

 
 

 (   )
          โดยที ่   (   )                                                                

 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (  

     
 )       

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 

üิธีท า  จาก  

 (     )
       

 

 (   )
        

จะได้ü่า      
(  

     
 )

      
    (  )

       
 
     

ตรüจค าตĂบ (  
     

 )  (  
     

 ) 0 
 

 
    1 
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 0 

 

 
    1     

 0 
 

 
    1 

  
 

 
     

 

 
           เป็นจริง 

 
  

 
 (     )

 (   )                
 (         )

  (   ) 

บทพิÿูจน์   
 

 (     )
 (   )       

 
 

(   
            

 )
 (   )       

     
( (    )    (    )      

 )
 (   )    

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที่  ) 
        

. (    )    (    )(    )   (    )
 
/
 (   ) 

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที่  ) 

        
 (         )

  (   )                                                                                 

 
ĀมายเĀตุ ÿมบัติข้Ăที่ 1-5 นี้ ยังคงเป็นจริงÿ าĀรับ  (     ) ใดๆ 
 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (    )(    )           

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า  จาก  

 (     )
 (   )              

 (         )
  (   )  

จะได้ü่า            
(    )(    )     

     

         
(      )(      )

    

         
    

         ∬        

        ∫  
 
       

 
          

ตรüจค าตĂบ  (    )(    )   (    )(    )
 

 
     

    

 

 (             )
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            เป็นจริง 
 
  

 
 (     )

{   
(     )

   (     )  
  (   )  (       )
        (       ) {   

(     )
   (     )  

บทพิÿูจน์   
 

 (     )
{   (     )
   (     )  

 

   
            

 
{   (     )
   (     ) 

 
 

 (   )          (   ) {
   (     )
   (     )  

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที่   ) 
 

 
       (       )

{   
(     )

   (     )  

 
 

,       (       )-
,       (       )-
,       (       )-

{   
(     )

   (     )  

        (       )
 

,     
   

  (       ) -
{   

(     )
   (     )  

 ,       (       )-   {   
(     )

   (     )
 

        (       )  

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ ข้Ăที่   ) 

 
      {   

(     )
   (     )  (       ) {   

(     )
   (     )

        (       )    

โดยที่          (       )    

 
  (   ) {   

(     )
   (     )  (       ) {   

(     )
   (     )

        (       )  

โดยที่          (       )    
 

  (   )  (       )
        (       ) {   

(     )
   (     )  

โดยที่          (       )                                                                      
 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (  

           
 )     (     ) 

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 

üิธีท า  จาก   
 (     )

{   (     )
   (     )    (   ) (       )

        (       ) {
   (     )
   (     )  

จะได้ü่า            
  

           
    (     ) 

    (  )(  ( ))  (  )  (  )

 (  ) (  )(  ) ( (  )  (  )) 
   (     ) 
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   (     ) 

     
   

   (     ) 

    
 
   (     ) 

ตรüจค าตĂบ  (  
           

 )   (  
           

 )  
 
   (     ) 

   
  
 
   (     )       

 
 
   (     )     

  
 
   (     ) 

      (     )      (     )      (     ) 
    (     )   เป็นจริง 
 

  
 

 (     )
 (   ) {   

(     )
   (     )  

{
  
 

  
 
  (  (     )  

 (           )
 (   ))

  (  (     )  
 (           )

 (   ))

 

บทพิÿูจน์   
 

 (     )
 (   ) {   (     )

   (     )  

 
 

 (     )
 (   ) ,

  (  (     ))
  (  (     ))

 

 

{
 
 

 
   (

 
 (     )

 (   )  (     ))

  (
 

 (     )
 (   )  (     ))

 

 

{
  
 

  
 
  (  (     )  

 (           )
 (   ))

  (  (     )  
 (           )

 (   ))

 

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  )                                 
 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ (  

           
 )       (     ) 

โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
üิธีท า  จาก

  

 (     )
 (   ) {   (     )

   (     )  

{
 
 

 
   (  (     )  

 (           )
 (   ))

  (  (     )  

 (           )
 (   ))

  

จะได้ü่า            
  

           
      (     ) 
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   (  (     )  

(     )   (     )(     )   (     ) 
  ) 

   (  (     )  
  

                                
          

  ) 

   (  (     )  
  

                
   

  ) 

   (  (     )  
     ( )   ( )( )   (  )   

  ) 

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  ) 

   (  (     )  
    

  ) 

   (  (     )  
(    )

(    )
(    )

  ) 

   (  (     ) (    )
(    )

  ) 

 
  

  
,  (   (     ))    (    (     ))- 

 
  

  
,    (     )      (     )- 

 
ตรüจค าตĂบ  (  

           
 )   

 (  
           

 ) (
  

  
,    (     )      (     )-) 

 
  

  
((    )   (    )      

 )(,    (     )      (     )-) 

(ÿมบัติตัüด าเนินการÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  ) 

 
  

  
(  

                     
 )(,    (     )      (     )-) 

 
  

  
[ (  

                     
 )    (     )

  (  
                     

 )   (     )] 

 
  

  
[ (  

    (     )        (     )     (     )

         (     )        (     )     
    (     ))

  (  
    (     )        (     )     (     )

         (     )        (     )     
    (     ))] 

 
  

  
, (     (     )      (     )     (     )       (     )

     (     )       (     ))
  (     (     )      (     )     (     )
      (     )      (     )       (     ))- 

 
  

  
, (    (     )      (     ))   (    (     )      (     ))- 

 
  

  
,     (     )      (     )      (     )      (     )- 

      (     )   เป็นจริง 
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ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการปัüซง (Poisson’s equation)  

(  
    

 )      (    )            
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
 
üิธีท า              

  
    

 (    (    )          ) 

     
  

    
    (    )     

  
    

        
  (ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  ) 
     

  
    

    (    )     
            

  (ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  ) 
      ( (  )  (  ))

  ( (  )  (  ))
    (    )         

  (ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  ) 
     

 
   (    )         

ตรüจค าตĂบ  (  
    

 )   (  
    

 ) 0  
 
   (    )        1 

   
 [ 

 
 
   (    )        ]    

 [ 
 
 
   (    )        ] 

 
  
 

   (    )          
 
 
   (    )           

     (    )                  เป็นจริง 
 
ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการคลื่น  (Wave  equation) 

(  
      

 )          
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
 
üิธีท า             

  
      

          

       
  

    (    ) 
      

  .ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  / 

       
      (   ) 

        
             

  (ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  ) 
ตรüจค าตĂบ  (  

      
 )   (  

      
 ) 0  

            1 

   
 [ 

 
            ]      

 [ 
 

            ] 

 
 

             
  

             

           เป็นจริง 
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ตัüอย่าง จงĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการคüามร้Ăน  (Heat  equation) 
(      

 )             
โดยใช้üิธีตัüด าเนินการผกผัน 
 
üิธีท า             

      
 ,           - 

         
    (    ) 

      

  .ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  / 

         
    (    ) 

(    (    ) )
(    (    ) )

      
            (    ) 

  
    (    ) 

        
            (    ) 

      (   ) 
      

(ÿมบัติตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย ข้Ăที่  ) 

                 (  
       )     

        

    
           (               ) 

 
   
ตรüจค าตĂบ  (      

 )   (      
 ) 0  

           (               )1 

   [
 

           (               )]

    
 [

 
           (               )] 

 
 

           (                )  

   [
 

           (               )] 

 
 

           (                                   ) 

 
 

           (       )                   เป็นจริง



 
 

บทที่ 5 
ข้อÿรุปและข้อเÿนอแนะ  

5.1  ข้อÿรุป 
 จากüัตถุปรÿงค์ พบü่า ตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย มีÿมบัติÿลับที่ 
ÿมบัติเชิงเÿ้น และÿามารถĀาผลเฉลยเฉพาะขĂงÿมการ  (     )   (   ) เมื่Ăฟังก์ชัน 
 (   ) เป็นฟังก์ชันที่เก่ียüข้Ăงกับ            (     )  และ     (     )  
 
5.2  ข้อเÿนอแนะ 
 1.  ผู้üิจัยไม่ÿามารถพิÿูจน์üิธีตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่ĂยขĂงฟังก์ชันที่

เกี่ยüข้Ăงกับ            ĀรืĂ        ได้ ซึ่งÿามารถน าไปพัฒนาต่ĂยĂดงานüิจัยได้ 



 
 

รายการอ้างอิง 

 
[1] Kythe, P.K., Puri, P., and Schaferkotter, M.R. Partial Differential Equations and 

Boundary Value Problems with Mathematica. 2nded. London: Chapman &  
Hall/CRC, 2003.   

[2] üิมลรัตน์ งามĂร่ามüรางกูร,  ÿมการเชิงĂนุพันธ์, ครั้งที่พิมพ์ 1 (กรุงเทพ :  โรงพิมพ์พิทักþ์การ

พิมพ์,  2559 ),  Āน้า 50-65 
[3] ÿุพัฒนา เĂ้ืĂทüีเกียรติ, มนตรี ÿüัÿดิ์ýฤงฆาร, เทียนชัย ประดิÿถายน และ ลัญฉกร üุฒิÿิทธิกุลกิจ.  

ÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ. ครั้งที่พิมพ์ 2.  กรุงเทพ : บริþัทแĂคทีฟ ปริ้นท์ จ ากัด, 2558  



 
 

ภาคผนüก



 
 

ภาคผนüก ก 
แบบเÿนอĀัüข้อโครงงาน รายüิชา 2301399 Project Proposal 

ปีการýึกþา 2563 

ชื่Ăโครงงาน (ภาþาไทย)  üิธีตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย  
ชื่Ăโครงงาน (ภาþาĂังกฤþ) Inverse operator method for solving PDEs 
Ăาจารย์ที่ปรึกþา   รý.ดร. ÿุจินต์ คมฤทัย 
ผู้ด าเนินการ   นายĂดิýักดิ์ ÿีดามาตร เลขประจ าตัüนิÿิต 6033546523 
    ÿาขาüิชาคณิตýาÿตร์ ภาคüิชาคณิตýาÿตร์และüิทยาการคĂมพิüเตĂร์ 
    คณะüิทยาýาÿตร์ จุāาลงกรณ์มĀาüิทยาลัย 
_________________________________________________________________________ 
 
ĀลักการและเĀตุผล 

 
ในการýึกþาÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ üิธีĀนึ่งที่ช่üยใĀ้แก้ÿมการได้Ăย่างรüดเร็üและมี

ประÿิทธิภาพคืĂüิธีตัüด าเนินการผกผัน   จากการค้นคü้าพบü่ายังไม่มีการกล่าüถึงการใช้üิธีแบบเดียüกันใน
การแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่ĂยĂย่างเป็นระบบมีเพียงเĂกÿารĂ้างĂิง [1]   ผู้จัดท าจึงมีคüามÿนใจที่จะค้นคü้า
เรียบเรียงและพัฒนาüิธีตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย   

 
üัตถุประÿงค์ 

ýึกþาเรียบเรียงและพัฒนาüิธีตัüด าเนินการผกผันÿ าĀรับการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
 

ขอบเขตของโครงงาน 
พิจารณาÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่ĂยĂันดับÿĂงเชิงเÿ้นที่มีตัüแปรÿĂงตัü 

 
üิธีการด าเนินงาน 
 1. ýึกþาทบทüนคüามรู้เบื้Ăงต้นเกี่ยüกับÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญและÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
 2. ýึกþาการจ าแนกÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่ĂยĂĂกเป็นประเภทต่าง ๆ  
 3. ค้นคü้าĀนังÿืĂและงานüิจัยเกี่ยüกับüิธีตัüด าเนินการผกผันในการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 
 4. พิÿูจน์ผลลัพธ์เกี่ยüกับการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăยด้üยüิธีตัüด าเนินการผกผันในกรณีต่าง ๆ 
 5. ตรüจÿĂบคüามถูกต้ĂงขĂงการด าเนินงาน 
 6. ÿรุปและจัดท ารูปเล่ม 
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üิธีการด าเนินงาน 

ÿิงĀาคม พ.ý. 2563 ถึง เมþายน พ.ý. 2564 

ÿ.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค เม.ย 

1. ýึกþาทบทüนคüามรู้เบื้Ăงต้น
เกี่ยüกับÿมการเชิงĂนุพันธ์ÿามัญ 
และÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăย 

         

2. ค้นคü้าĀนังÿืĂและงานüิจัยที่
เกี่ยüข้Ăงกับüิธีตัüด าเนินการ
ผกผั น ในการแก้ ÿ มก า ร เ ชิ ง
Ăนุพันธ์ย่Ăย 

         

3. พิÿูจน์ผลลัพธ์ÿ าĀรับÿมการ
เชิงĂนุพันธ์ย่Ăยในประเภทต่าง ๆ 

         

4. ตรüจÿĂบคüามถูกต้ĂงขĂง
การด าเนินงาน 

         

5. ÿรุปและจัดท ารูปเล่ม          
  

 
ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับ 

 
1. เข้าใจกระบüนการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăยด้üยตัüด าเนินการผกผัน 
2. มีüิธีการในการแก้ÿมการเชิงĂนุพันธ์ย่Ăยด้üยตัüด าเนินการผกผันที่รüดเร็üและมีประÿิทธิภาพ 

 
อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 

1. กระดาþ A4 
2. Notebook 
3. โปรแกรม Microsoft Word 
 

เอกÿารอ้างอิง 
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