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Risk models are very important for insurers in estimating risk of insurance

policies. One family of risk models which can be used to analyse or determine

such insurance policy’s risk levels is the family of the classical risk models with

interference. The most common distribution for claim counts considered is the

poisson distribution. However, the property of having equal mean and variance

of the poisson distribution may not hold in some applications in particular when

the data is overdispersed. Therefore, alternative compound process distribu-

tions have been proposed such as compound poisson process, However, in

some contracts with deductible if the damage value is less than the deductible

level, then the insured will not get paid from the insurer. Therefore, the insured

will not notify the insurer, so the insurer’s information has a high frequency of

zero claims, which the original poisson distribution has lower probability of zero

occurrence. Consequently, we introduce the concept of poisson-zero inflated

poisson distribution to construct a stochastic risk models based on zero inflated

distribution. Moreover, we study its probabilistic probabilities and obtain its ruin

probability.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

แบบจำลĂงคüามเÿี่ยง คืĂ แบบจำลĂงขĂงมูลค่าทุนรüมขĂงการทำประกัน มักใช้ÿำĀรับ

การจัดการคüามเÿี่ยงขĂงการทำประกัน แบบจำลĂงคüามเÿี่ยงที่เĀมาะÿมÿามารถช่üยบริþัท

ประกันในการüางแผน แผนธุรกิจได้ เพราะฉะนั้น เราจึงÿนใจในการค้นคü้าโมเดลคüามเÿี่ยง

ใĀม่ แบบจำลĂงคüามเÿี่ยงที่ĀลากĀลายถูกนำมาใช้ในการüิจัย Āนึ่งในแบบจำลĂงคüาม

เÿี่ยงที่รู้จักกันดี คืĂ แบบจำลĂงคüามเÿี่ยงพื้นฐานที่ต่Ăเนื่Ăง โดยการแจกแจงทั่üไปÿำĀรับ

มูลค่าการเคลมนั้นมีได้ĀลากĀลาย และ การแจกแจงทั่üไปที่พบได้มากที่ÿุดÿำĀรับจำนüน

การเคลม คืĂ การแจกแจงปัüซง ดังนั้น เราจึงÿนใจการแจกแจงขĂงจำนüนการเคลมที่เกิด

ขึ้นในเĀตุการณ์ใดเĀตุการณ์Āนึ่ง ซึ่งก็คืĂการแจกแจงปัüซง แต่Ăย่างไรก็ตาม คุณÿมบัติการมี

ค่าเฉลี่ยและคüามแปรปรüนเท่ากันขĂงการแจกแจงปัüซงĂาจจะไม่เĀมาะÿมÿำĀรับข้Ăมูลที่

มีการกระจายมากๆ ดังนั้น การแจกแจงแบบกระบüนการเชิงประกĂบจึงถูกนำเÿนĂขึ้นĂาทิ

เช่น การแจกแจงแบบกระบüนการปัüซงเชิงประกĂบ

ในการเกิดมูลค่าคüามเÿียĀายทั้งĀมด ถ้าค่าคüามเÿียĀายน้Ăยกü่ามูลค่าการรับผิดชĂบ

ÿ่üนแรกที่ผู้ เĂาประกันต้Ăงจ่าย ผู้ เĂาประกันจะไม่แจ้งบริþัทประกัน เพราะจะทำใĀ้ เบี้ย

ประกันเพิ่มขึ้น ดังนั้น ข้ĂมูลขĂงบริþัทประกันจึงมีคüามถี่ขĂงจำนüนการเคลมเป็นýูนย์ÿูง

ซึ่งการแจกแจงปัüซงเดิมมีน้ำĀนักในการเกิดýูนย์น้Ăย ดังนั้น จึงมีการใช้แนüคิดýูนย์เฟ้Ă

(zero-inflation) ซึ่งแนะนำโดย Lambert (2) เพื่ĂรĂงรับข้Ăมูลที่มีคüามถี่ที่ เป็นýูนย์มาก

ทำใĀ้เราÿนใจที่จะใช้การแจกแจงปัüซงที่มีýูนย์เฟ้Ă ในการÿร้างแบบจำลĂงคüามเÿี่ยงใĀม่

ÿำĀรับข้Ăมูลที่มีคüามถี่ที่เป็นýูนย์มาก

1
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ในโครงงานนี้เราจะขยายแบบจำลĂงคüามเÿี่ยงแบบต่Ăเนื่Ăงบนการแจกแจงแบบกระบüน

การปัüซงเชิงประกĂบ (Compound Poisson Process) ไปยัง การแจกแจงแบบกระบüนการ

ปัüซง-ปัüซงที่มีผลการทบจากýูนย์เฟ้Ă (Poisson-Zero Inflated Poisson Process) และ

เพิ่มตัüแปรการรบกüน (white noise) ที่เป็นกระบüนการÿโตแคÿติกซึ่งมีการเคลื่Ăนที่แบบ

บราüน์ (Standard Brownian Motion)



บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminary)

ในบทที่ 2 นี้ เราจะแนะนำเกี่ยüกับคüามรู้พื้นฐาน นิยาม และ ทฤþฎี ในทฤþฎีคüามน่า

จะเป็น ที่จะใช้ในโครงงานนี้

2.1 พื้นฐานของทฤþฎีคüามน่าจะเป็น (Basic of Proba-

bility Theory)

ในĀัüข้Ăนี้ เราจะใช้เทคนิคบางĂย่างในการĀาคุณÿมบัติคüามน่าจะเป็นขĂงตัüแปรÿุ่ม

บทนิยาม 2.1. ใĀ้ F เป็นเซตขĂงเซตย่ĂยขĂงปริภูมิตัüĂย่าง Ω เรากล่าüü่า F เป็น σ −

algebra ĀรืĂ σ − field บน Ω ถ้า F มีÿมบัติทั้ง 3 ข้Ăต่Ăไปนี้

1. Ω ∈ F

2. ถ้า A ∈ F แล้ü Ac ∈ F

3. ถ้า Ai ∈ F ÿำĀรับทุก i ∈ N แล้ü
∞⋃

i=1

Ai ∈ F

เราจะเรียกÿมาชิกใน F ü่า เĀตุการณ์ (event)

บทนิยาม 2.2. ÿำĀรับ R เราÿามารถนิยาม σ − algebra ที่เล็กที่ÿุดที่เซตเปิดใดๆ ใน R

เป็นÿมาชิกได้ เราจะเรียก σ−algebra นี้ü่า Borel σ−algebra บน R และ จะใช้ÿัญลักþณ์

แทนด้üย B(R)

บทนิยาม 2.3. ÿำĀรับปริภูมิตัüĂย่าง Ω และ C ⊆ ℘(Ω)

σ − algebra ที่ÿร้างจาก C คืĂ σ − algebra ที่เล็กที่ÿุดที่มีÿมาชิกทุกตัüใน C เป็นÿมาชิก

เราจะใช้ÿัญลักþณ์แทนด้üย σ(C )

3
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บทนิยาม 2.4. ใĀ้ F เป็น σ−algebra บนปริภูมิตัüĂย่าง Ω และ ฟังก์ชัน P : F −→ [0, 1]

มีÿมบัติü่า

1. P (Ω) = 1

2. ถ้า Ai ∈ F ÿำĀรับ i ∈ N และ Ai ∩ Aj = ∅ ÿำĀรับ i '= j แล้ü

P
( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

P (Ai)

เราจะเรียก P ü่า เมเชĂร์คüามน่าจะเป็น (probability measure) และ เรียกÿมบัติข้Ă 2 ü่า

ÿมบัติการบüกนับได้ (countably additive property)

เราจะเรียกÿามÿิ่งĂันดับ (Ω,F , P ) ü่า ปริภูมิคüามน่าจะเป็น (probability space)

บทนิยาม 2.5. ใĀ้ (Ω,F , P ) เป็นปริภูมิคüามน่าจะเป็น และ B แทนเĀตุการณ์ใดๆ โดยที่

P (B) > 0 กำĀนดใĀ้ P ( · |B) : F → [0, 1] กำĀนดโดย

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)
เมื่Ă A ∈ F

จะได้ü่า P ( · |B) เป็นเมเชĂร์คüามน่าจะเป็น

บทนิยาม 2.6. ใĀ้ A และ B แทนเĀตุการณ์ใดๆ โดยที่ P (B) > 0 เราจะเรียก คüามน่า

จะเป็นที่เĀตุการณ์ A เกิดขึ้นโดยทราบü่าเĀตุการณ์ B เกิดขึ้นแล้ü ü่า คüามน่าจะเป็นแบบมี

เงื่Ăนไข (conditional probability) และเขียนแทนด้üย P (A|B) โดยที่

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)

บทนิยาม 2.7. กฎการคูณ (Multiplication Law)

ใĀ้ A และ B เป็นเĀตุการณ์ใดๆ โดยที่ P (B) > 0 จะได้ü่า

P (A ∩ B) = P (A|B)P (B)

บทนิยาม 2.8. เĀตุการณ์ A และ เĀตุการณ์ B เป็นĂิÿระต่Ăกัน (independent) ก็ต่Ăเมื่Ă

P (A ∩ B) = P (A)P (B)

ถ้า A และ B ไม่เป็นĂิÿระต่Ăกัน เราจะเรียก A และ B ไม่เป็นĂิÿระต่Ăกัน (dependent)

บทนิยาม 2.9. ใĀ้ A1, A2, . . . , An เป็นเĀตุการณ์ใดๆ เราจะกล่าüü่า

1. เĀตุการณ์ A1, A2, . . . , An เป็นĂิÿระต่Ăกัน (mutually independent) ก็ต่Ăเมื่Ă ÿำĀรับ

แต่ละจำนüนนับ k,

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aik)
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เมื่Ă {i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, 2, . . . , n}

2. เĀตุการณ์ A1, A2, . . . , An เป็นĂิÿระต่Ăกันเป็นคู่ (pairwise independent) ก็ต่Ăเมื่Ă

P (Ai ∩ Aj) = P (Ai)P (Aj)

เมื่Ă i, j = 1, 2, . . . , n และ i '= j

บทนิยาม 2.10. เซตขĂงเĀตุการณ์ {B1, B2, . . . , Bn} ประกĂบกันเป็นผลแบ่งกั้น (parti-

tion) ขĂงปริภูมิตัüĂย่าง Ω ถ้า

1. Bi ∩ Bj = ∅ ทุก i '= j

2.
∞⋃

i=1

Bi = Ω

3. P (Bi) > 0 ทุก i = 1, 2, . . . , n

ทฤþฎีบท 2.11. กฎขĂงคüามน่าจะเป็นรüม (Law of Total Probability)

ใĀ้ Ω เป็นปริภูมิตัüĂย่าง และ B1, B2, . . . , Bn เป็นเĀตุการณ์ใดๆ โดยที่
∞⋃

i=1

Bi = Ω และ

Bi ∩ Bj = ∅ เมื่Ă i '= j และ P (Bi) > 0 เมื่Ă i = 1, 2, . . . , n ÿำĀรับเĀตุการณ์ A ใดๆ

จะได้ü่า

P (A) =
n∑

i=1

P (A|Bi)P (Bi)

ข้อÿังเกต 2.12. ถ้า เĀตุการณ์A1, A2, . . . , An เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า เĀตุการณ์A1, A2, . . . , An

Ăิÿระต่Ăกันเป็นคู่ด้üย

ทฤþฎีบท 2.13. กฎขĂงเบย์ (Bayes’ Rule)

ใĀ้B1, B2, . . . , Bn เป็นผลแบ่งกั้นขĂงปริภูมิตัüĂย่าง Ω โดยที่ P (Bi) > 0 ทุก i = 1, 2, . . . , n

และ ใĀ้ A เป็นเĀตุการณ์ซึ่ง P (A) > 0 จะได้ü่า

P (Bk|A) =
P (Bk)P (A|Bk)
n∑

i=1

P (Bi)P (A|Bi)

เมื่Ă k = 1, 2, . . . , n

บทนิยาม 2.14. ใĀ้ (Ω,F , P ) เป็นปริภูมิคüามน่าจะเป็น เราจะกล่าüü่า X เป็นตัüแปรÿุ่ม

(random variable) ถ้า X เป็นฟังก์ชันค่าจริงที่มีโดเมนเป็น Ω (นั่นคืĂ X : Ω → R) และ

X−1(B) ∈ F ÿำĀรับทุก B ∈ B(R)
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บทนิยาม 2.15. เราเรียกฟังก์ชัน F : R → [0, 1] ü่า ฟังก์ชันการแจกแจงÿะÿม (cumula-

tive distribution function) ĀรืĂเรียกโดยย่Ăü่า ฟังก์ชันการแจกแจง (distribution func-

tion) ขĂงตัüแปรÿุ่ม X ถ้าÿำĀรับจำนüนจริง x ใดๆ

F (x) = P (X ≤ x) = P (X−1(−∞, x])

บทนิยาม 2.16. เราจะกล่าüü่า ตัüแปรÿุ่มX เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง (continuous random

variable) ถ้ามีฟังก์ชัน f : R → [0,∞) ซึ่งมีÿมบัติü่า

P (X ∈ A) =

∫

A

f(x)dx ÿำĀรับทุก A ⊆ B(R)

โดยเราจะเรียกฟังก์ชัน f ü่า ฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็น (probability density

function, PDF) ขĂงตัüแปรÿุ่ม X

บทนิยาม 2.17. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่ĂงบนปริภูมิตัüĂย่างเดียüกัน เราจะเรียก

ฟังก์ชัน f : R2 → [0,∞) ที่มีÿมบัติü่า

P [(X,Y ) ∈ A] =

∫ ∫

(X,Y )∈A
f(x, y)dxdy เมื่Ă A ∈ B(R2)

ü่า ฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็นร่üม (joint probability density function) ขĂง

X และ Y และเราจะเรียกฟังก์ชัน F : R2 → [0, 1] ที่กำĀนดโดย

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(s, t)dsdt เมื่Ă x, y ∈ R

ü่า ฟังก์ชันการแจกแจงร่üม (joint distribution function) ขĂง X และ Y

บทนิยาม 2.18. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง โดยที่มี f(x, y) เป็นฟังก์ชันคüาม

Āนาแน่นคüามน่าจะเป็นร่üม เราจะเรียก g ü่าการแจกแจงมาร์จินัลขĂง X (marginal dis-

tribution of X) และเรียก h ü่าการแจกแจงมาร์จินัลขĂง Y (marginal distribution of Y )

ก็ต่Ăเมื่Ă

g(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy และ h(y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

บทนิยาม 2.19. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง โดยที่มี f(x, y) เป็นฟังก์ชันคüาม

Āนาแน่นคüามน่าจะเป็นร่üม เราจะเรียก

f(y|x) = f(x, y)

g(x)
เมื่Ă g(x) > 0
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ü่า ฟังก์ชันคüามĀนาแน่นขĂงคüามน่าจะเป็นแบบมีเงื่ĂนไขขĂงตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง Y เมื่Ă

กำĀนด X = x และ

f(x|y) = f(x, y)

h(y)
เมื่Ă h(y) > 0

ü่า ฟังก์ชันคüามĀนาแน่นขĂงคüามน่าจะเป็นแบบมีเงื่ĂนไขขĂงตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง X เมื่Ă

กำĀนด Y = y

บทนิยาม 2.20. เราจะกล่าüü่า ตัüแปรÿุ่ม X และ Y ที่นิยามบนปริภูมิคüามน่าจะเป็น

เดียüกันเป็นĂิÿระต่Ăกัน (independent) ก็ต่Ăเมื่Ă ÿำĀรับ A,B ∈ B(R) ใดๆ

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)

ถ้าตัüแปรÿุ่มX และ Y ไม่เป็นĂิÿระต่Ăกัน เราจะกล่าüü่าX และ Y ขึ้นต่Ăกัน (dependent)

บทนิยาม 2.21. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง จะได้ü่า X และ Y เป็นĂิÿระต่Ăกัน

ก็ต่Ăเมื่Ă ÿำĀรับจำนüนจริง x และ y ใดๆ

f(x, y) = g(x)h(y)

เมื่Ă

f คืĂ ฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็นร่üมขĂง X และ Y

g คืĂ ฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็นขĂง X

h คืĂ ฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็นขĂง Y

บทนิยาม 2.22. เราจะกล่าüü่าตัüแปรÿุ่มX1, X2, . . . , Xn เป็นĂิÿระต่Ăกัน ก็ต่Ăเมื่Ă ÿำĀรับ

A1, A2, . . . , An ∈ B(R) ใดๆ

P (X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, . . . , Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1)P (X2 ∈ A2) . . . P (Xn ∈ An)

เราจะกล่าüü่าลำดับ (Xn) เป็นลำดับขĂงตัüแปรÿุ่มที่เป็นĂิÿระต่Ăกัน (sequence of inde-

pendent random variable) ก็ต่Ăเมื่Ă ÿำĀรับจำนüนนับ n ใดๆ ซึ่ง n ≥ 2

Xi1 , Xi2 , . . . , Xin เป็นĂิÿระต่Ăกัน โดยที่ ij '= ik เมื่Ă j '= k

บทนิยาม 2.23. เราจะกล่าüü่าตัüแปรÿุ่ม X1, X2, . . . , Xn เป็นĂิÿระต่Ăกันเป็นคู่ ก็ต่Ăเมื่Ă

ÿำĀรับ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ซึ่ง i '= j ใดๆ Xi และ Xj เป็นĂิÿระต่Ăกัน
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ทฤþฎีบท 2.24. ใĀ้ตัüแปรÿุ่ม X1, X2, . . . , Xn เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า X1, X2, . . . , Xn

เป็นĂิÿระต่Ăกันเป็นคู่ด้üย

บทนิยาม 2.25. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ ค่าคาดคะเน (expected value) ขĂง X ใช้

ÿัญลักþณ์แทนด้üย E(X) กำĀนดโดย

1. E(X) =
∑

x∈ImX

xf(x) ถ้า
∑

x∈ImX

|x|f(x) < ∞

เมื่Ă X คืĂ ตัüแปรÿุ่มไม่ต่Ăเนื่Ăง ซึ่งมีฟังก์ชันคüามน่าจะเป็น f

2. E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx ถ้า

∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx < ∞

เมื่Ă X คืĂ ตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง ซึ่งมีฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็น f

ถ้า
∑

x∈ImX

|x|f(x) ĀรืĂ
∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx ลู่ĂĂก เราจะกล่าüü่า ตัüแปรÿุ่ม X ไม่มีค่าคาดคะเน

ทฤþฎีบท 2.26. ใĀ้X เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ และ g : R → R ซึ่ง g(X) เป็นตัüแปรÿุ่ม จะได้ü่า

1. E(g(X)) =
∑

x∈ImX

g(x)f(x) ถ้า
∑

x∈ImX

|g(x)|f(x) < ∞

เมื่Ă X คืĂ ตัüแปรÿุ่มไม่ต่Ăเนื่Ăง ซึ่งมีฟังก์ชันคüามน่าจะเป็น f

2. E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx ถ้า

∫ ∞

−∞
|g(x)|f(x)dx < ∞

เมื่Ă X คืĂ ตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง ซึ่งมีฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็น f

ทฤþฎีบท 2.27. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มซึ่งÿามารถĀาค่าคาดคะเนได้ จะได้ü่า ÿำĀรับค่าคงตัü

a และ b ใดๆ

E(aX + b) = aE(X) + b

ข้อÿังเกต 2.28. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มซึ่งÿามารถĀาค่าคาดคะเนได้

1. E(X ± Y ) = E(X)± E(Y )

2. ถ้า X ≥ 0 แล้ü E(X) ≥ 0

3. ถ้า X ≥ Y ดังนั้น X − Y ≥ 0 ทำใĀ้ได้ü่า E(X)− E(Y ) = E(X − Y ) ≥ 0 แล้ü

E(X) ≥ E(Y )

ทฤþฎีบท 2.29. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มซึ่งÿามารถĀาค่าคาดคะเนได้ ถ้า X และ Y

เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า XY ÿามารถĀาค่าคาดคะเนได้ โดยที่

E(XY ) = E(X)E(Y )
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ทฤþฎีบท 2.30. กำĀนดใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่ม และ g, h : R → R ซึ่งทำใĀ้ g(X)

และ h(Y ) Āาค่าคาดคะเนได้ ถ้า X และ Y เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า

E(g(X)h(Y )) = E(g(X))E(h(Y ))

บทนิยาม 2.31. ใĀ้ X แทนตัüแปรÿุ่มใดๆ ซึ่งมีค่าคาดคะเน µ คüามแปรปรüน (variance)

ขĂง X เขียนแทนด้üย V ar(X) ĀรืĂ σ2 กำĀนดโดย

V ar(X) = E[(X − µ)2] = E(X2)− µ2

และ เราจะเรียกรากที่ 2 ขĂง V ar(X) ü่า ÿ่üนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (standard deviation)

ขĂง X และเขียนแทนด้üย SD ĀรืĂ σ

บทนิยาม 2.32. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ คüามแปรปรüนร่üม (covariance) ขĂง

X และ Y เขียนแทนด้üย Cov(X,Y ) ĀรืĂ σXY กำĀนดโดย

Cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] = E(XY )− E(X)E(Y )

บทนิยาม 2.33. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ ÿĀÿัมพันธ์ (correlation) ขĂง X และ

Y เขียนแทนด้üย Corr(X,Y ) ĀรืĂ ρXY กำĀนดโดย

Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

V ar(X)
√
V ar(Y )

ซึ่ง −1 ≤ Corr(X,Y ) ≤ 1

ทฤþฎีบท 2.34. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มซึ่งÿามารถĀาค่าคüามแปรปรüนได้ และ a, b

เป็นค่าคงตัüใดๆ

1. V ar(aX + b) = a2V ar(X)

2. V ar(aX + bY ) = a2V ar(X) + b2V ar(Y ) + 2abCov(X,Y )

ข้อÿังเกต 2.35.

1. V ar(b) = 0

2. ถ้า X และ Y เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า Cov(X,Y ) = 0 นั่นคืĂ

V ar(aX + bY ) = a2V ar(X) + b2V ar(Y )
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ทฤþฎีบท 2.36. ใĀ้ X,Y และ Z เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ จะได้ü่า

1. Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

2. Cov(X,X) = V ar(X)

3. Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y ) เมื่Ă a และ b เป็นค่าคงตัüใดๆ

4. Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y ) + Cov(X,Z)

ข้อÿังเกต 2.37. ใĀ้ X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ จะได้ü่า

1. Cov
( n∑

i=1

Xi,
m∑

j=1

Yj

)
=

n∑

i=1

m∑

j=1

Cov(Xi, Yj)

2. V ar
( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

V ar(Xi) +
∑∑

i $=j

Cov(Xi, Yj)

บทนิยาม 2.38. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มไม่ต่Ăเนื่Ăง (discrete random variable)

เราจะเรียก E(X|Y = y) ü่า ค่าคาดคะเนแบบมีเงื่Ăนไข (conditional expectation) ขĂง

X เมื่Ăทราบ Y = y ซึ่งจะนิยามดังนี้

E(X|Y = y) =
∑

x∈ImX

xf(x|y)

บทนิยาม 2.39. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăง เราจะเรียก E(X|Y = y) ü่า ค่าคาด

คะเนแบบมีเงื่ĂนไขขĂง X เมื่Ăทราบ Y = y ซึ่งจะนิยามดังนี้

E(X|Y = y) =

∫ ∞

−∞
xf(x|y) dx

ĀมายเĀตุ 2.40. E(X|Y = y) เป็นค่าคงที่

บทนิยาม 2.41. ใĀ้ k(y) = E(X|Y = y) เป็นฟังก์ชันขĂง y จะนิยามใĀ้ E(X|Y ) ≡ k(Y )

เป็นค่าคาดคะเนแบบมีเงื่ĂนไขขĂง X เมื่Ăทราบ Y

ĀมายเĀตุ 2.42. E(X|Y ) เป็นฟังก์ชันขĂงตัüแปรÿุ่ม Y ดังนั้นจึงเป็นตัüแปรÿุ่ม

บทนิยาม 2.43. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน G ซึ่งกำĀนดโดย

GX(t) = E[tX ]

ü่า ฟังก์ชันก่Ăกำเนิด (generating function) ขĂงตัüแปรÿุ่ม X
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ĀมายเĀตุ 2.44.

E[tX ] =






∑

x∈ImX

txP (X = x) เมื่Ă X เป็นตัüแปรÿุ่มไม่ต่Ăเนื่Ăง
∫ ∞

−∞
txf(x)dx เมื่Ă X เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăงที่มีฟังก์ชัน

คüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็น f

ทฤþฎีบท 2.45. ถ้า X มีฟังก์ชันก่Ăกำเนิด GX(t) จะได้ü่า

1. G′
X(1) = E(X)

2. G(n)
X (1) = E(X(X − 1) . . . (X − (n− 1))) เมื่Ă n ≥ 1

ทฤþฎีบท 2.46. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่ม และ a, b เป็นจำนüนจริงใดๆ จะได้ü่า

1. GX+a(t) = taGX(t)

2. GbX(t) = GX(tb)

3. GbX+a(t) = taGX(tb)

4. ถ้า X และ Y เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า GX+Y (t) = GX(t)GY (t)

ทฤþฎีบท 2.47. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ ถ้า GX(t) = GY (t) เมื่Ă t ∈ R จะได้ü่า

X และ Y มีการแจกแจงเดียüกัน

บทนิยาม 2.48. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน M ซึ่งกำĀนดโดย

MX(t) = E[etX ]

ü่า ฟังก์ชันก่Ăกำเนิดโมเมนต์ (moment generating function) ขĂงตัüแปรÿุ่ม X

ĀมายเĀตุ 2.49.

E[etX ] =






∑

x∈ImX

etxP (X = x) เมื่Ă X เป็นตัüแปรÿุ่มไม่ต่Ăเนื่Ăง
∫ ∞

−∞
etxf(x)dx เมื่Ă X เป็นตัüแปรÿุ่มต่Ăเนื่Ăงที่มีฟังก์ชัน

คüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็น f

ทฤþฎีบท 2.50. ถ้า X มีฟังก์ชันก่Ăกำเนิดโมเมนต์ MX(t) จะได้ü่า

1. M ′
X(0) = E(X)

2. M (n)
X (0) = E(Xn) เมื่Ă n ≥ 1
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ทฤþฎีบท 2.51. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่ม และ a, b เป็นจำนüนจริงใดๆ จะได้ü่า

1. MX+a(t) = eatMX(t)

2. MbX(t) = MX(bt)

3. MbX+a(t) = eatMX(bt)

4. ถ้า X และ Y เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

ทฤþฎีบท 2.52. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ ถ้า MX(t) = MY (t) เมื่Ă t ∈ R จะได้ü่า

X และ Y มีการแจกแจงเดียüกัน

ข้อÿังเกต 2.53. เนื่Ăงจาก GX(t) = E[tX ] = E[eln(t)X ] = MX(ln(t)) ดังนั้น GX(t) =

MX(ln(t))

บทนิยาม 2.54. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ เราจะเรียกฟังก์ชัน ซึ่งกำĀนดโดย

KX(t) = ln(E[etX ]) = ln(MX(t))

ü่า ฟังก์ชันก่Ăกำเนิดคิüมูแลนต์ (cumulant generating function) ขĂงตัüแปรÿุ่ม X

ทฤþฎีบท 2.55. ใĀ้ X และ Y เป็นตัüแปรÿุ่มใดๆ จะได้ü่า

1. ถ้า X และ Y เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า KX+Y (t) = KX(t) +KY (t)

2. K ′
X(0) = E(X)

3. K ′′
X(0) = E([X − E(X)]2) = V ar(X)

4. K ′′′
X(0) = E([X − E(X)]3)

บทนิยาม 2.56. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่ม ซึ่ง

P (X = x) =
e−λλx

x!
เมื่Ă x = 0, 1, 2,…

โดยที่ λ คืĂ ค่าคงตัüที่มากกü่าýูนย์ เราจะเรียก X ü่า ตัüแปรÿุ่มปัüซง (Poisson random

variable) ที่มีพารามิเตĂร์ λ โดยใช้ÿัญลักþณ์ X ∼ Poi(λ)

ทฤþฎีบท 2.57. คุณÿมบัติขĂงการแจกแจงปัüซงที่มีพารามิเตĂร์ λ มีดังต่Ăไปนี้

1. E(X) = λ

2. V ar(X) = λ

3. GX(t) = eλ(t−1)

4. MX(t) = eλ(e
t−1)
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บทนิยาม 2.58. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มซึ่งมีฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็น f กำĀนด

โดย

f(x) =





ηe−ηx เมื่Ă x ≥ 0

0 เมื่Ă x < 0

โดยที่ η เป็นจำนüนจริงบüกใดๆ เราจะเรียก X ü่า ตัüแปรÿุ่มเลขชี้กำลัง (exponential ran-

dom variable) ที่มีพารามิเตĂร์ η โดยใช้ÿัญลักþณ์ X ∼ Exp(η)

ทฤþฎีบท 2.59. คุณÿมบัติขĂงการแจกแจงเลขชี้กำลัง (exponential distribution) ที่มี

พารามิเตĂร์ η มีดังต่Ăไปนี้

1. E(X) =
1

η

2. V ar(X) =
1

η2

3. MX(t) =
η

η − t
เมื่Ă t < η

บทนิยาม 2.60. ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มซึ่งมีฟังก์ชันคüามĀนาแน่นคüามน่าจะเป็น f กำĀนด

โดย

f(x) =
1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2 เมื่Ă x เป็นจำนüนจริงใดๆ

เราจะเรียก X ü่า ตัüแปรÿุ่มปกติ (normal random variable) ที่มีพารามิเตĂร์ µ และ σ2

โดยใช้ÿัญลักþณ์ X ∼ N (µ,σ2)

ถ้า µ = 0 และ σ2 = 1 เราจะเรียก X ü่า ตัüแปรÿุ่มปกติมาตรฐาน (standard normal

random variable)

ทฤþฎีบท 2.61. คุณÿมบัติขĂงการแจกแจงปกติ (normal distribution) ที่มีพารามิเตĂร์ µ

และ σ2 มีดังต่Ăไปนี้

1.E(X) = µ

2.V ar(X) = σ2

3.MX(t) = eµt+
1
2σ

2t2

4.KX(t) = µt+ 1
2σ

2t2

บทนิยาม 2.62. ใĀ้ X เป็น ตัüแปรÿุ่มปัüซงที่มีýูนย์เฟ้Ă (Zero Inflated Poisson random

variable) ที่มีพารามิเตĂร์ p และ α โดยใช้ÿัญลักþณ์ X ∼ ZIP (p,α) ซึ่ง

P (X = k) =






p+ (1− p) e−α เมื่Ă k = 0

(1− p) e−ααk

k!
เมื่Ă k = 1, 2, 3, . . .
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โดยที่ p ∈ (0, 1) และ α > 0

ทฤþฎีบท 2.63. คุณÿมบัติขĂงการแจกแจงปัüซงที่มีýูนย์เฟ้Ă (Zero Inflated Poisson

distribution) ที่มีพารามิเตĂร์ p และ α มีดังต่Ăไปนี้

1. E(X) = α (1− p)

2. V ar(X) = α (1− p) (1 + αp)

3. GX(t) = p+ (1− p)e−α(1−t)

4. MX(t) = p+ (1− p)e−α(1−et)

ทฤþฎีบท 2.64. Ăÿมการมาร์คĂฟ (Markov’s Inequality)

ใĀ้ X เป็นตัüแปรÿุ่มซึ่งมีค่ามากกü่าĀรืĂเท่ากับýูนย์ และÿำĀรับจำนüนจริงบüก a ใดๆ

จะได้ü่า

P (X ≥ a) ≤ E(X)

a

2.2 พื้นฐานของกระบüนการÿโตแคÿติก และ ทฤþฎีคüาม

เÿี่ยง (Basic of Risk Theory and Stochastic Pro-

cesses)

ในĀัüข้Ăนี้ เราจะแนะนำเกี่ยüกับนิยาม คüามĀมาย คุณÿมบัติ และ ทฤþฎีต่างๆ ขĂง

ทฤþฎีคüามเÿี่ยง และ กระบüนการÿโตแคÿติก ที่ใช้ในโครงงานนี้

บทนิยาม 2.65. ใĀ้ X1, X2, . . . เป็นตัüแปรÿุ่มที่มีการแจกแจงเĀมืĂนกันและเป็นĂิÿระต่Ă

กัน (i.i.d.) และ N เป็นตัüแปรÿุ่มที่มีค่าĂยู่ใน {0, 1, 2, 3, . . .} และ N กับ {Xi}∞i=1 เป็นĂิÿระ

ต่Ăกัน กำĀนดใĀ้

SN = X1 +X2 + . . .+XN =
N∑

i=1

Xi

โดยที่ SN = 0 ถ้า N = 0 และ ตัüแปรÿุ่ม SN เรียกü่า ผลรüมขĂงตัüแปรÿุ่ม (random sum)

Ăีกทั้ง จะเรียกการแจกแจงขĂงผลรüมขĂงตัüแปรÿุ่ม ü่า การแจกแจงเชิงประกĂบ (com-

pound distribution)
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ทฤþฎีบท 2.66. คุณÿมบัติขĂงการแจกแจงเชิงประกĂบ มีดังต่Ăไปนี้

1. E(SN) = E(N)E(X1)

2. V ar(SN) = E(N)V ar(X1) + V ar(N)(E(X1))
2

3. MSN (t) = GN(MX(t))

4. KSN (t) = KN(KX(t)) = ln(MSN (t))

บทนิยาม 2.67. ใĀ้ผลรüมขĂงตัüแปรÿุ่ม

SN = X1 +X2 + . . .+XN =
N∑

i=1

Xi

เราจะเรียก SN ü่า มีการแจกแจงปัüซงเชิงประกĂบ (Compound Poisson distribution)

ถ้า ตัüแปรÿุ่มการนับ N มีการแจกแจงปัüซงที่มีพารามิเตĂร์ λ

ทฤþฎีบท 2.68. คุณÿมบัติขĂงการแจกแจงปัüซงเชิงประกĂบที่มีพารามิเตĂร์ λ โดยที่

V ar(X) = σ2 และ E(X) = µ มีดังนี้

1. E(SN) = λµ

2. V ar(SN) = λσ2 + λµ2

3. MSN (t) = GN(MX(t)) = eλ(MX(t)−1)

4. KSN (t) = ln(MSN (t)) = λ(MX(t)− 1)

บทนิยาม 2.69. ตัüแบบคüามเÿี่ยงแบบพื้นฐาน (The classical risk model) คืĂ ตัüแบบ

ขĂงมูลค่าทุนรüม นิยามโดย

U(t) = u + ct − S(t)

เมื่Ă
U(t) คืĂ มูลค่าทุนรüม ณ เüลา t

u คืĂ เงินเริ่มต้น

c คืĂ มูลค่ารüมเบี้ยประกัน ต่Ă Āนึ่งĀน่üยเüลา

S(t) คืĂ มูลค่าการเĂาประกันÿะÿม ณ เüลา t

โดยที่

S(t) =
N(t)∑

i=1

Yi
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เมื่Ă
N(t) คืĂ จำนüนการเคลมรüมที่เกิดขึ้นจนถึงเüลา t ซึ่งเป็นกระบüนการนับ (Counting Process)

Yi คืĂ มูลค่าการเคลมรüมขĂงแต่ละบุคคลที่มีการแจกแจงเĀมืĂนกันและเป็นĂิÿระต่Ăกัน (i.i.d.)

ในแต่ละ i≥ 1

บทนิยาม 2.70. ถ้า G เป็น σ− algebra บนปริภูมิคüามน่าจะเป็น (Ω,F , P ) แล้ü จะเรียก

ตัüแปรÿุ่ม X : Ω → R ü่าเป็น G −measurable ถ้า

{X−1(B);B ∈ B} ⊆ G

โดยที่ B เป็น Borel σ − algebra บน R

บทนิยาม 2.71. ใĀ้ (Ω,F , P ) ปริภูมิคüามน่าจะเป็น และตัüแปรÿุ่ม X : Ω → R โดยที่

E(|X|) < ∞. ถ้า G ⊆ F เป็น σ − algebra จะได้ü่า ค่าคาดคะเนแบบมีเงื่ĂนไขขĂง X

เมื่Ăทราบ G จะใช้ÿัญลักþณ์ E(X|G)

ทฤþฎีบท 2.72. ÿำĀรับปริภูมิคüามน่าจะเป็น (Ω,F , P ) กำĀนดใĀ้ X : Ω → R และ

Y : Ω → R เป็นตัüแปรÿุ่ม โดยที่ E(|X|) < ∞ , E(|Y |) < ∞ และ G เป็น σ − algebra

โดยที่ G ⊆ F

ดังนั้น คุณÿมบัติขĂงค่าคาดคะเนแบบมีเงื่Ăนไข มีดังต่Ăไปนี้

1. E(aX + bY |G) = aE(X|G) + bE(Y |G) โดยที่ a, b ∈ R

2. ถ้า X ≥ 0 แล้ü E(X|G) ≥ 0

3. ถ้า X ≤ Y แล้ü E(X|G) ≤ E(Y |G)

4. ถ้า F1 เป็น σ − algebra ที่ F1 ⊆ F , F2 เป็น σ − algebra ที่ F2 ⊆ F และ

F1 ⊆ F2 แล้ü E(E(X|F2)|F1) = E(X|F1)

5. E(E(X|G)) = E(X)

6. ถ้า X และ G เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า E(X|G) = E(X)

7. ถ้า Y เป็น G −measurable แล้ü E(XY |G) = Y (X|G)

บทนิยาม 2.73. ใĀ้ X : Ω → R เป็นตัüแปรÿุ่ม เราจะเรียก V ar(X|G) ü่าคüามแปรปรüน

แบบมีเงื่Ăนไข (conditional variance) ขĂง X เมื่ĂกำĀนด σ − algebra G ⊆ F ซึ่งจะ

นิยามดังนี้

V ar(X|G) := E
(
(X − E(X|G))2 | G

)
= E(X2|G)− (E(X|G))2



17

ทฤþฎีบท 2.74. กำĀนดใĀ้ X : Ω → R,G ⊆ F โดยที่ G เป็น σ − algebra และ

E(|X|) < ∞, V ar(|X|) < ∞ จะได้ü่า

V ar(X) = E(V ar(X|G)) + V ar(E(X|G))

บทนิยาม 2.75. เราจะเรียกเซตขĂงตัüแปรÿุ่ม X = {Xt | t ∈ T} ü่า กระบüนการÿโตแค

ÿติก (stochastic process) นั่นคืĂ Xt เป็นตัüแปรÿุ่ม ÿำĀรับทุก t ∈ T

ถ้า T เป็นเซตนับได้ เราจะเรียก X ü่า กระบüนการÿโตแคÿติกแบบเüลาไม่ต่Ăเนื่Ăง

(discrete-time stochastic process)

ถ้า T เป็นเซตที่มีคüามต่Ăเนื่Ăง เราจะเรียก X ü่า กระบüนการÿโตแคÿติกแบบเüลา

ต่Ăเนื่Ăง (continuous- time stochastic process) และ เรียกเซต T ü่า ปริภูมิพารามิเตĂร์

(parameter space) เรียกเซต S ซึ่งประกĂบด้üยค่าทั้งĀมดที่เป็นไปได้ขĂงXt ÿำĀรับ t ∈ T

ü่า ปริภูมิÿถานะ (state space) และเรียกÿมาชิกแต่ละตัüใน S ü่า ÿถานะ (state)

บทนิยาม 2.76. ใĀ้ X(t) เป็น กระบüนการÿโตแคÿติก เราจะเรียกตัüแปรÿุ่ม X(t) −

X(s) ÿำĀรับ s < t ü่า “ÿ่üนเพิ่ม (increment)” ขĂงกระบüนการÿโตแคÿติก เราจะเรียก

กระบüนการดังกล่าüü่ามี “ÿ่üนเพิ่มĂิÿระ (independent increment)” ถ้า ÿ่üนเพิ่มในช่üง

เüลาที่ไม่คาบเกี่ยüกัน เป็นĂิÿระต่Ăกัน

บทนิยาม 2.77. เราจะเรียกกระบüนการÿโตแคÿติกü่ามี “ÿ่üนเพิ่มนิ่ง (Stationary Incre-

ment)” ถ้าการแจกแจงขĂงÿ่üนเพิ่ม ขึ้นĂยู่กับคüามยาüขĂงช่üงเüลา ไม่ได้ขึ้นกับจุดเริ่มต้น

ขĂงÿ่üนเพิ่ม นั่นคืĂ ÿำĀรับ s, t, h > 0 จะได้ü่า

X(s+ h)−X(s) และ X(t+ h)−X(t) มีการแจงแจงเดียüกัน

บทนิยาม 2.78. เราจะเรียกกระบüนการÿโตแคÿติก {N(t) : t ≥ 0} ü่า “กระบüนการนับ

(Counting Process)” ถ้า N(t) แÿดงถึงจำนüนทั้งĀมดขĂง “เĀตุการณ์” ที่เกิดขึ้นจนถึง

เüลา t

กระบüนการนับ N(t) ต้ĂงÿĂดคล้Ăงกับ

1. N(t) ≥ 0

2. N(t) มีค่าเป็นจำนüนเต็ม

3. ถ้า s < t แล้ü N(s) ≤ N(t)

ÿำĀรับ กระบüนการเชิงการนับ {N(t) : t ≥ 0} และ s < t , N(t)−N(s) เป็นจำนüน

ขĂงเĀตุการณ์ที่เกิดขึ้นในช่üงเüลา s ถึง เüลา t นั่นคืĂ (s, t]
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บทนิยาม 2.79. เราจะเรียก กระบüนการเชิงการนับ N(t) ü่า “กระบüนการปัüซง (Poisson

Process)” ด้üยĂัตรา λ ถ้า N(t) มีคุณÿมบัติต่Ăไปนี้

1. N(0) = 0

2. กระบüนการÿุ่มมีÿ่üนเพิ่มĂิÿระ

3. ÿำĀรับแต่ละ s, t ≥ 0 , N(s+ t)−N(s) มีการแจกแจงปังซง ที่มีค่าเฉลี่ย λt

บทนิยาม 2.80. ใĀ้ {N(t)}t≥0 เป็นกระบüนการปัüซงที่มีพารามิเตĂร์ λ และ ใĀ้ {Xi}∞i=1

เป็นลำดับขĂงตัüแปรÿุ่มที่มีการแจกแจงเĀมืĂนกันและเป็นĂิÿระต่Ăกัน (independent iden-

tically distributed : i.i.d.) โดยที่แต่ละ Xi เป็นĂิÿระกับ N(t) ทุก t > 0

นิยาม กระบüนการ {S(t)}t≥0 โดย

S(t) =
N(t)∑

i=1

Xi

ซึ่ง S(t) = 0 เมื่Ă N(t) = 0 ดังนั้น S(t)t≥0 จึงเรียกü่า กระบüนการปัüซงเชิงประกĂบ

(Compound Poisson Process) ที่มีปัüซงพารามิเตĂร์ λ

ทฤþฎีบท 2.81. คุณÿมบัติขĂงกระบüนการปัüซงเชิงประกĂบที่

S(t) =
N(t)∑

i=1

Xi

โดยที่ N(t) มีการแจกแจงกระบüนการปัüซงที่มีพารามิเตĂร์ λ มีดังต่Ăไปนี้

1. ค่าคาดคะเน : E(S(t)) = λtE(X)

2. คüามแปรปรüน : V ar(S(t)) = λtE(X2)

3. ฟังก์ชันก่Ăกําเนิดโมเมนต์ : MS(t)(z) = eλt(MX(z)−1)

4. เมื่Ă กำĀนดค่า t ที่ t > 0, ตัüแปรÿุ่ม S(t) มีการแจกแจงปังซงเชิงประกĂบ (Com-

pound Poisson) ที่มีปัüซงพารามิเตĂร์ λt

5. กระบüนการปัüซงเชิงประกĂบ มีÿ่üนเพิ่มĂิÿระ และÿ่üนเพิ่มนิ่ง

บทนิยาม 2.82. เüลาที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Time)

เüลาที่ เกิดการล้มละลาย (time of ruin) T ซึ่งก็คืĂ เüลาแรกที่กระบüนการÿ่üนเกิน

(surplus process) มีค่าติดลบ นิยามโดย

T = inf{t ≥ 0 | U(t) < 0}
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บทนิยาม 2.83. คüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Probability)

ใĀ้ ψ(u) เป็นคüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Probability) เมื่Ăมีเงินตั้งต้นเป็น

u > 0 นิยามโดย

ψ(u) = P (T < ∞ | U(0) = u)

ĀมายเĀตุ 2.84.

1. ψ(u) มีคüามยากที่จะคำนüณโดยตรง

2. การประมาณจึงถูกนำไปใช้เพื่ĂĀาคüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย

บทนิยาม 2.85. ใĀ้ ψ(u, t) เป็นคüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย ก่Ăนเüลา t โดยที่มีเงิน

ตั้งต้นเป็น u > 0 ซึ่งจะนิยามดังนี้

ψ(u, t) = P (T < t | U(0) = u)

ทฤþฎีบท 2.86. คุณÿมบัติขĂง ψ(u, t) มีดังต่Ăไปนี้

1. ψ(u, t) มีค่าเพิ่มขึ้น ตาม t

2. lim
t→∞

ψ(u, t) = ψ(u)

บทนิยาม 2.87. การรับผิดชĂบÿ่üนแรก (Deductible) คืĂ คüามรับผิดชĂบเพื่Ăคüามเÿีย

Āายที่กรมธรรม์ประกันภัยกำĀนดไü้ใĀ้ผู้เĂาประกันภัยต้ĂงรับผิดชĂบเĂง ก่Ăนที่ผู้รับประกัน

ภัยจะชดใช้ค่าÿินไĀมทดแทนในÿ่üนที่เกินจากนั้น

กำĀนดใĀ้

D คืĂ มูลค่าการรับผิดชĂบÿ่üนแรก

X คืĂ มูลค่าคüามเÿียĀายทั้งĀมด

Y คืĂ มูลค่าที่จ่ายโดยผู้เĂาประกัน (ผู้ซื้Ăประกัน)

Z คืĂ มูลค่าที่จ่ายโดยบริþัทประกันภัย

ดังนั้น จะได้ü่า

Y = min(X,D) =





X เมื่Ă X ≤ D

D เมื่Ă X > D

Z = max(0, X −D) =





0 เมื่Ă X ≤ D

X −D เมื่Ă X > D

X = Y + Z
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ซึ่งÿัญญาการรับผิดชĂบÿ่üนแรกมักพบในÿัญญาประกันภัยรถยนต์

บทนิยาม 2.88. กระบüนการÿโตแคÿติกแบบเüลาต่Ăเนื่Ăง X(t) จะถูกเรียกü่า มาติงเกล

(martingale) ถ้า

1. E(|X(t)|) < ∞ ทุก t > 0

2. E(X(t)|X(u), 0 ≤ u ≤ s) = X(s) ทุก t ≥ s

บทนิยาม 2.89.

ตัüแปรÿุ่ม T เป็น {Ft+}-stopping time ก็ต่Ăเมื่Ă {T < t} ∈ Ft ทุก t ≥ 0

ทฤþฎีบท 2.90. The Martingale Stopping Time Theorem

ถ้า {Zt} และ T เป็น stopping time ที่ÿĂดคล้Ăงกับเงื่Ăนไขข้Ăใดข้ĂĀนี่งต่Ăไปนี้

1. T มีขĂบเขต

2. E[T ] < ∞ และ มี M < ∞ โดยที่

E[|Zn+1 − Zn| | Z0, Z1, Z2, . . . , Zn] < M

แล้ü

E[ZT ] = E[Z0]

บทนิยาม 2.91. การเคลื่Ăนที่แบบบราüน์ (Brownian Motion)

ใĀ้ {Wt}t≥0 เป็นกระบüนการÿโตแคÿติก ซึ่งนิยามบนปริภูมิคüามน่าจะเป็น (Ω,F , P )

เราจะเรียก {Wt}t≥0 ü่า การเคลื่Ăนที่แบบบราüน์มาตรฐาน (Standard Brownian Motion)

ĀรืĂ กระบüนการüีเนĂร์ (Wiener Process) ถ้าÿĂดคล้Ăงกับเงื่Ăนไขต่Ăไปนี้

1. เริ่มต้นที่ýูนย์ ด้üยคüามน่าจะเป็น 1 กล่าüคืĂ P (W0 = 0) = 1

ĀรืĂ W0 = 0 เกืĂบแน่นĂน (almost surely)

2. {Wt}t≥0 มีÿ่üนเพิ่มĂิÿระ และ ÿ่üนเพิ่มนิ่ง

3. ÿำĀรับทุก 0 ≤ s < t ≤ T ÿ่üนเพิ่ม Wt − Ws มีการแจกแจงปกติ ที่มีค่าเฉลี่ยและ

คüามแปรปรüนเท่ากับ 0 และ t− s ตามลำดับ เขียนแทนด้üยÿัญลักþณ์ N (0, t− s)

4. เมื่ĂกำĀนดค่า ω ∈ Ω เป็นค่าĀนึ่ง üิถีตัüĂย่าง (Sample Path) ขĂงการเคลื่Ăนที่แบบ

บราüน์ต่Ăเนื่Ăงไม่มีการกระโดด a.s.

บทนิยาม 2.92. ÿำĀรับ เซตย่Ăย A ใดๆ ขĂงเซตขĂงจำนüนจริง
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เราจะเรียกจำนüนจริง u ü่า ขĂบเขตบน (upper bound) ขĂงเซต A ถ้า u ≥ a ทุก a ∈ A

และ จะกล่าüü่า A มีขĂบเขตบน (bounded above) ถ้ามีจำนüนจริง u ที่เป็นขĂบเขตบน

ขĂง A

เราจะเรียกจำนüนจริง l ü่า ขĂบเขตล่าง (lower bound) ขĂงเซต A ถ้า l ≤ a ทุก a ∈ A

และ จะกล่าüü่า A มีขĂบเขตล่าง (bounded below) ถ้ามีจำนüนจริง l ที่เป็นขĂบเขตล่าง

ขĂง A

ถ้า A มีทั้งขĂบเขตบนและขĂบเขตล่าง จะกล่าüü่า A เป็นเซตมีขĂบเขต (bounded set)

บทนิยาม 2.93. ใĀ้ A ⊆ R เราจะเรียกจำนüนจริง x ü่าเป็นขĂบเขตบนน้Ăยÿุด (least

upper bound) ĀรืĂ ซูพรีมัม (supremum) ขĂง A ก็ต่Ăเมื่Ă

1. x เป็นขĂบเขตบนขĂง A

2. ถ้า y เป็นขĂบเขตบนขĂง A แล้ü x ≤ y

บทนิยาม 2.94. ใĀ้ A ⊆ R เราจะเรียกจำนüนจริง x ü่าเป็นขĂบเขตล่างมากÿุด (greatest

lower bound) ĀรืĂ Ăินฟิมัม (infimum) ขĂง A ก็ต่Ăเมื่Ă

1. x เป็นขĂบเขตล่างขĂง A

2. ถ้า y เป็นขĂบเขตล่างขĂง A แล้ü x ≥ y

ทฤþฎีบท 2.95. ÿัจพจน์คüามบริบูรณ์ (Completeness Axiom)

1. ทุกÿับเซตขĂง R ที่ไม่ใช่เซตü่างและมีขĂบเขตบน จะมีขĂบเขตบนน้Ăยÿุด

2. ทุกÿับเซตขĂง R ที่ไม่ใช่เซตü่างและมีขĂบเขตล่าง จะมีขĂบเขตล่างมากÿุด

ทฤþฎีบท 2.96. ใĀ้ A ⊆ R และ s เป็นขĂบเขตบนขĂง A จะได้ü่า s = supA ก็ต่Ăเมื่Ă

ทุก ε > 0 จะมี b ∈ A ที่ s− ε < b

ทฤþฎีบท 2.97. ใĀ้ A ⊆ R และ f เป็นขĂบเขตล่างขĂง A จะได้ü่า f = infA ก็ต่Ăเมื่Ă

ทุก ε > 0 จะมี b ∈ A ที่ b < f + ε

ทฤþฎีบท 2.98. ใĀ้ A ⊆ R+ ที่ไม่ใช่เซตü่าง และ

1

A
:=

{
z =

1

x

∣∣∣∣ x ∈ A

}

จะได้ü่า

sup
( 1

A

)
=

1

inf(A) เมื่Ă inf(A) '= 0
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บทพิสจูน์: ใĀ้ A ⊆ R+

ÿมมติ inf(A) '= 0

นิยาม
1

A
:=

{
z =

1

x

∣∣∣∣x ∈ A

}

จากบทนิยาม 2.93 จะได้ü่า sup(A) ≥ a ทุก a ∈ A และ

จากทฤþฎีบท 2.97 จะได้ü่า ทุก ε > 0 จะมี b ∈ A ที่ b < inf(A) + ε

ดังนั้น

ใĀ้ ε > 0

เลืĂก b ∈ A ซึ่งÿĂดคล้Ăงกับ b < inf(A) + ε

เนื่Ăงจาก เลืĂก b ∈ A จะได้ü่า 1

b
∈ 1

A

ดังนั้น
1

inf(A) + ε
<

1

b

จาก 1

b
∈ 1

A
โดย จากบทนิยาม 2.92 จะได้ü่า 1

b
≤ sup

( 1

A

)

ดังนั้น
1

inf(A) + ε
<

1

b
≤ sup

( 1

A

)

ใĀ้ ε มีค่าเข้าใกล้ 0+

ดังนั้น
1

inf(A) ≤ sup
( 1

A

)

ต่Ăมาจะแÿดงü่า sup
( 1

A

)
≤ 1

inf(A)
จากบทนิยาม 2.94 จะได้ü่า inf(A) ≤ k ทุก k ∈ A

ดังนั้น
1

k
≤ 1

inf(A) ทุก 1

k
∈ 1

A

ดังนั้น 1

inf(A) เป็นขĂบเขตบนขĂงเซต 1

A

ดังนั้น
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sup
( 1

A

)
≤ 1

inf(A)

ดังนั้น

sup
( 1

A

)
=

1

inf(A)



บทที่ 3

งานĀลัก (Main work)

ในบทที่ 3 นี้ เราจะแนะนำเกี่ยüกับตัüแบบคüามเÿี่ยงเชิงÿโตแคÿติกบนฐานขĂงการ

แจกแจงที่มีýูนย์เฟ้Ă ก่ĂนĂื่นจะแนะนำนิยามคüามĀมายขĂงตัüแบบคüามเÿี่ยงพื้นฐาน และ

กระบüนการปัüซง-ปัüซงที่มีผลกระทบจากýูนย์เฟ้Ă แล้üทำการปรับเปลี่ยนตัüแบบคüาม

เÿี่ยงพื้นฐานใĀ้ÿĂดคล้Ăงกับคüามเป็นจริงขĂงค่าใช้จ่าย ÿร้างเป็นตัüแบบคüามเÿี่ยงแบบใĀม่

ขึ้นมา เป็นตัüแบบคüามเÿี่ยงแบบต่Ăเนื่Ăงบนการแจกแจงแบบกระบüนการปัüซง-ปัüซงที่มี

ผลการทบจากýูนย์เฟ้Ă และเพิ่มตัüแปรการรบกüน (white noise) แล้üจึงýึกþาคุณÿมบัติ

และการประยุกต์ใช้ต่Ăไป

บทนิยาม 3.1. ตัüแบบคüามเÿี่ยงแบบพื้นฐาน (The classical risk model) คืĂ ตัüแบบ

ขĂงมูลค่าทุนรüม นิยามโดย

U(t) = u + ct − S(t)

เมื่Ă

U(t) คืĂ มูลค่าทุนรüม ณ เüลา t

u คืĂ เงินเริ่มต้น ซึ่งมีค่ามากกü่า 0

c คืĂ มูลค่ารüมเบี้ยประกัน ต่Ă Āนึ่งĀน่üยเüลา ซึ่งมีค่ามากกü่า 0

S(t) คืĂ มูลค่าการเĂาประกันÿะÿม ณ เüลา t ซึ่งมีการแจกแจงแบบ

กระบüนการปัüซงเชิงประกĂบ (Compound Poisson Process)

โดยที่

S(t) =
N(t)∑

i=1

Yi

24
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เมื่Ă

N(t) คืĂ จำนüนการเคลมรüมที่เกิดขึ้นจนถึงเüลา t ซึ่งเป็นกระบüนการปัüซง

(Poisson Process)

Yi คืĂ มูลค่าการเคลมรüมขĂงแต่ละบุคคลที่มีการแจกแจงเĀมืĂนกันและเป็นĂิÿระต่Ă

กัน (i.i.d.) ในแต่ละ i≥ 1

3.1 ตัüแบบคüามเÿี่ยง (The Risk Model)

ในĀัüข้Ăนี้ เราจะพิจารณาถึงตัüแบบคüามเÿี่ยงพื้นฐาน ในบทนิยาม 3.1

U(t) = u + ct −
N(t)∑

i=1

Yi

ที่ มูลค่ารüมเบี้ยประกันต่ĂĀนึ่งĀน่üยเüลา c มีค่าเพิ่มขึ้นตามเüลา แต่ในคüามเป็นจริงนั้น ค่า

c ไม่ได้เพิ่มขึ้นตามเüลา แต่จะขึ้นĂยู่กับจำนüนการจ่ายเบี้ยประกันที่เกิดขึ้น และ มีตัüแปร

การรบกüน (white noise) จากภายนĂกแทรกเข้ามา โดยเราจะเปลี่ยน t เป็น N(t) และ ใĀ้

N(t) เป็นกระบüนการนับ PZIP (λ, p,α) ซึ่งเราจะแนะนำนิยามคüามĀมายขĂงตัüแปรÿุ่ม

PZIP (λ, p,α) และ ÿมบัติคüามน่าจะเป็นขĂงกระบüนการ PZIP ซึ่งนำเÿนĂใน บทนิยาม

3.2 และ ทฤþฎีบท 3.4 ตามลำดับ

บทนิยาม 3.2. ใĀ้ SN = X1 +X2 + · · · +XN =
N∑

i=1

Xi โดยที่ {Xi}∞i=1 มีการแจกแจง

เĀมืĂนกันและเป็นĂิÿระต่Ăกัน (i.i.d.) และ N กับ {Xi}∞i=1 เป็นĂิÿระต่Ăกัน

เราจะเรียก ตัüแปรÿุ่ม SN ü่า ตัüแปรÿุ่มปัüซง-ปัüซงที่มีผลกระทบจากýูนย์เฟ้Ă (Poisson-

Zero Inflated Poisson random variable) โดยใช้ÿัญลักþณ์ PZIP (λ, p,α) ที่ λ > 0,

p ∈ (0, 1) และ α > 0 ถ้า

1. Xi มีการแจกแจงปัüซงที่มีýูนย์ เฟ้Ă (Zero Inflated Poisson distribution) ที่มี

พารามิเตĂร์ p และ α

2. N มีการแจกแจงปัüซงที่มีพารามิเตĂร์ λ

บทนิยาม 3.3. ใĀ้ {M(t)}t≥0 เป็นกระบüนการปัüซงที่มีพารามิเตĂร์ λ และ ใĀ้ {Xi}∞i=1

เป็นลำดับตัüแปรÿุ่มปัüซงที่มีýูนย์เฟ้Ăที่มีพารามิเตĂร์ p,α โดยที่แต่ละ Xi เป็นĂิÿระกับ

M(t) ทุก i ∈ N และ ทุก t > 0

นิยาม กระบüนการ {N(t)}t≥0 โดยที่
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N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi

ซึ่ง N(t) = 0 เมื่Ă M(t) = 0 ดังนั้น {N(t)}t≥0 จึงเรียกü่า กระบüนการปัüซง-ปัüซงที่มี

ผลกระทบจากýูนย์เฟ้Ă (Poisson-Zero Inflated Poisson Process) ที่มีปัüซงพารามิเตĂร์

λ, p,α

ทฤþฎีบท 3.4. คุณÿมบัติขĂง N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi ที่เป็นกระบüนการปัüซง-ปัüซงที่มีผลกระทบ

จากýูนย์เฟ้Ă ที่มีปัüซงพารามิเตĂร์ λ, p,α มีดังต่Ăไปนี้

1. N(t) มีÿ่üนเพิ่มĂิÿระและมีÿ่üนเพิ่มนิ่ง

2. ฟังก์ชันก่Ăกำเนิดโมเมนต์ขĂงÿ่üนเพิ่ม N(t)−N(v) เมื่Ă v < t คืĂ

exp{(t− v)λ[(p+ (1− p)e−α(1−eu))− 1]}

3. ค่าคาดคะเนขĂง N(t) คืĂ λtα(1− p)

4. คüามแปรปรüนขĂง N(t) คืĂ λtα(1− p)(1 + α)

บทพิสจูน์:

1.

ลำดับแรกเราจะแÿดงü่า N(t) มีÿ่üนเพิ่มนิ่ง

จากการที่ M(t) เป็นกระบüนการปัüซง ทำใĀ้ได้ü่า M(t) มีÿ่üนเพิ่มนิ่ง และ Xi มีการ

แจกแจงเĀมืĂนกันและเป็นĂิÿระต่Ăกัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1

จะได้ü่า
M(t+h)∑

i=1

Xi −
M(t)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
M(t+h)−M(t)∑

i=1

Xi

และ
M(t+h)−M(t)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
M(s+h)−M(s)∑

i=1

Xi

ดังนั้น N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi มีÿ่üนเพิ่มนิ่ง

ในÿ่üนนี้เราจะแÿดงü่า N(t) มีÿ่üนเพิ่มĂิÿระ

ÿมมติ s1 < s2 ≤ s3 < s4

พิจารณา คüามเป็นĂิÿระต่ĂกันขĂง
M(s2)∑

i=1

Xi −
M(s1)∑

i=1

Xi กับ
M(s4)∑

i=1

Xi −
M(s3)∑

i=1

Xi

ซึ่ง
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M(s2)∑

i=1

Xi −
M(s1)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
M(s2)∑

i=M(s1)+1

Xi

และ
M(s4)∑

i=1

Xi −
M(s3)∑

i=1

Xi มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
M(s4)∑

i=M(s3)+1

Xi

จากการที่ M(t) เป็นกระบüนการปัüซง ทำใĀ้ได้ü่า M(t) มีÿ่üนเพิ่มĂิÿระ และ Xi มีการ

แจกแจงเĀมืĂนกันและเป็นĂิÿระต่Ăกัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1

ทำใĀ้ได้ü่า
M(s2)∑

i=M(s1)+1

Xi เป็นĂิÿระกับ
M(s4)∑

i=M(s3)+1

Xi

ดังนั้น N(t) =
M(t)∑

i=1

Xi มีÿ่üนเพิ่มĂิÿระ

2.

จาก N(t) = N(t)−N(v) +N(v) ที่ v ≤ t

ดังนั้น
MN(t)(u) = E[eu(N(t))]

= E[eu(N(t)−N(v)+N(v))]

= E[eu(N(t)−N(v) · euN(v)]

จาก N(t)−N(v) เป็นĂิÿระต่Ăกันกับ N(v) และ

จาก ทฤþฎีบท 2.30 จะได้ü่า

MN(t)(u) = E[eu(N(t)−N(v)] · E[euN(v)]

= MN(t)−N(v)(u) ·MN(v)(u)

ดังนั้น
MN(t)−N(v)(u) =

MN(t)(u)

MN(v)(u)

=
eλt[(p+(1−p)e−α(1−eu))−1]

eλv[(p+(1−p)e−α(1−eu))−1]

= e(t−v)λ[(p+(1−p)e−α(1−eu))−1]
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3. และ 4. จาก

E(N(t)) = λtE(X)

= λtα(1− p) (3.1)

V ar(N(t)) = λtE(X2)

= λt [V ar(X)− (E[X])2]

= λt [α(1− p)(1 + αp) + α2(1− p)2]

= λtα(1− p)(1 + α) (3.2)

ทฤþฎีบท 3.5. คุณÿมบัติขĂงการแจกแจงตัüแปรÿุ่มปัüซง-ปัüซงที่มีผลกระทบจากýูนย์เฟ้Ă

(Poisson-Zero Inflated Poisson distribution) ที่มีพารามิเตĂร์ λ, p และ α มีดังนี้

1. E(SN) = λα(1− p)

2. V ar(SN) = λα(1− p)(1 + α)

3. MSN (t) = eλ ( p+(1−p)e−α(1−et)−1 )

4. GSN (t) = eλ ( p+(1−p)e−α(1−t)−1 )

บทพิสจูน์:

ใĀ้ SN =
N∑

i=1

Xi มีการแจกแจงตัüแปรÿุ่มปัüซง-ปัüซงที่มีผลกระทบจากýูนย์เฟ้Ăที่มีพารามิเตĂร์

λ, p และ α

จาก ทฤþฎีบท 2.63 และ ทฤþฎีบท 2.68 จะได้ü่า

1. E(SN) = λE(x)

= λα(1− p)

2. V ar(SN) = λV ar(x) + λ[E(x)]2

= λα(1− p)(1 + αp) + λα2(1− p)2

= λα(1− p)(1 + α)

3. MSN (t) = eλ(MX(t)−1)

= e
λ

(
p+(1−p)e−α(1−et)−1

)

4. GSN (t) = MSN (ln(t))

= eλ(MX(ln(t))−1)

= e
λ

(
p+(1−p)e−α(1−t)−1

)
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ดังนั้น เราจะนิยามตัüแบบคüามเÿี่ยงปัüซง-ปัüซงที่มีผลกระทบจากýูนย์ เฟ้Ăที่มีการ

รบกüน (the double Poisson-Zero Inflated Poisson risk model with interference)

ได้ดังนี้

U (t) = u+ cN2 (t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t) (3.3)

โดยที่ N2(t) เป็นจำนüนการจ่ายเบี้ยประกันทั้งĀมดที่เกิดขึ้นจนถึงเüลา t ที่มีการแจกแจง

PZIP (λ2, p2,α2) ; N3(t) เป็นจำนüนการเคลมทั้งĀมดที่เกิดขึ้นจนถึงเüลา t ที่มีการแจกแจง

PZIP (λ3, p3,α3) ; W (t) เป็นกระบüนการÿโตแคÿติกที่มีการเคลื่Ăนที่แบบบราüน์ (stan-

dard Brownian Motion) และ σ เป็นพารามิเตĂร์ค่าคüามผันผüนขĂงการแพร่กระจาย

นĂกจากนี้ ในโครงงานนี้เราจะÿมมติü่า N2(t), N3(t),W (t) และ Yk เป็นĂิÿระต่Ăกัน และ Yk

เป็นตัüแปรÿุ่มที่ไม่เป็นลบ ที่มีฟังก์ชันการแจกทั่üไป F (y), ค่าคาดคะเน µY , คüามแปรปรüน

σ2
Y และ ฟังก์ชันก่Ăกําเนิดโมเมนต์ MY (·) ตามลำดับ

บทแทรก 3.6. กระบüนการÿุ่ม
N3(t)∑

k=1

Yk มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระ และ ÿ่üนเพิ่มนิ่ง

บทพิสจูน์:

ลำดับแรกเราจะแÿดง
N3(t)∑

k=1

Yk มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มนิ่ง

จากทฤþฎีบท 3.4 N3(t) มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มนิ่ง และ บทนิยาม 3.1 Yi มีการแจกแจงเĀมืĂน

กันและเป็นĂิÿระต่Ăกัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1 ทำใĀ้ได้ü่า
N3(t+h)∑

k=1

Yk −
N3(t)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
N3(t+h)−N3(t)∑

k=1

Yk

และ
N3(t+h)−N3(t)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
N3(s+h)−N3(s)∑

k=1

Yk

ดังนั้น
N3(t)∑

k=1

Yk มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มนิ่ง

ในÿ่üนนี้เราจะแÿดง
N3(t)∑

k=1

Yk มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระ
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ใĀ้ s1 < s2 ≤ s3 < s4

พิจารณา คüามเป็นĂิÿระต่ĂกันขĂง
N3(s2)∑

k=1

Yk −
N3(s1)∑

k=1

Yk กับ
N3(s4)∑

k=1

Yk −
N3(s3)∑

k=1

Yk

ซึ่ง
N3(s2)∑

k=1

Yk −
N3(s1)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
N3(s2)∑

k=N3(s1)+1

Yk

และ
N3(s4)∑

k=1

Yk −
N3(s3)∑

k=1

Yk มีการแจกแจงเĀมืĂนกับ
N3(s4)∑

k=N3(s3)+1

Yk

จากทฤþฎีบท 3.4 N3(t) มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระ และ บทนิยาม 3.1 Yi มีการแจกแจงเĀมืĂน

กันและเป็นĂิÿระต่Ăกัน (i.i.d.) ในแต่ละ i ≥ 1

ทำใĀ้ได้ü่า
N3(s2)∑

k=N3(s1)+1

Yk เป็นĂิÿระกับ
N3(s4)∑

k=N3(s3)+1

Yk

ดังนั้น
N3(t)∑

k=1

Yk มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระ

ดังนั้น
N3(t)∑

k=1

Yk มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระ และ ÿ่üนเพิ่มนิ่ง

เพื่Ăที่จะมั่นใจü่าบริþัทประกันÿามารถดำเนินกิจการได้Ăย่างมั่นคง เราจึงÿมมติü่า

E



 cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)



 > 0 (3.4)

เนื่Ăงจาก

E



 cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)



 = E [ cN2(t)]− E




N3(t)∑

k=1

Yk



+ E [σW (t)]

ดังนั้น

cλ2tα2 (1− p2)− λ3tα3 (1− p3)µY − σ (0) > 0

cλ2tα2 (1− p2)− λ3tα3 (1− p3)µY > 0 (3.5)

ต้ĂงการใĀ้Ăÿมการ cλ2tα2 (1− p2)− λ3tα3 (1− p3)µY > 0 เป็นจริง
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จึงใĀ้

cλ2α2 (1− p2) = λ3α3 (1− p3)µY (1 + θ) (3.6)

โดยที่ θ > 0 คืĂ Ăัตราเบี้ยประกันภัยเพิ่มขึ้นตามคüามเÿี่ยง ĀรืĂ ปัจจัยคüามปลĂดภัย (the

relative security loading factor)

ÿำĀรับตัüแบบคüามเÿี่ยงในÿมการ (3.3) เüลาที่เกิดการล้มละลาย จะใช้ÿัญลักþณ์ T

ซึ่งนิยามดังนี้

T = inf{t ≥ 0 | U (t) < 0} (3.7)

และ นิยามคüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลายที่มีเงินเริ่มต้น u > 0 โดยใช้ÿัญลักþณ์

ψ (u) กล่าüคืĂ

ψ (u) = Pr (T < ∞ | U (0) = u) (3.8)

3.2 คüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย (Ruin Probabil-

ity)

ในĀัüข้Ăนี้ เราจะýึกþาการเป็น martingale and stopping time ซึ่งจะทำใĀ้เราÿามารถ

Āาÿมการÿัมประÿิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient equation) Ăÿมการลันด์เบริก

(Lundberg’s inequality) และ ÿมการÿำĀรับคüามน่าจะเป็นที่ เกิดการล้มละลาย (Ruin

Probability) นำมาÿร้างเป็น บทตั้ง ทฤþฎีบท และ บทแทรก ได้

กำĀนดใĀ้ กระบüนการเกิดกำไร (profit process) ใช้ÿัญลักþณ์ {S(t); t ≥ 0} โดยที่

S(t) = cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t) (3.9)

จากÿมการ (3.9) จะได้ü่า

E [S(t)] = c E [N2(t)]− E




N3(t)∑

k=1

Yk



+ σ E [W (t)]

และ จากทฤþฎีบท 2.66 ข้Ă 2 จะได้ü่า

E[S(t)] = [ cλ2α2(1− p2)− µY λ3α3(1− p3) ]t (3.10)
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และ จากข้Ăÿังเกต 2.37 ข้Ă 2 จะได้ü่า

V ar[S(t)] = c2V ar[N2(t)] + E[N3(t)] · V ar[Yk] + V ar[N3(t)] · E2[Yk]

+σ2V ar[W (t)]

= [ c2λ2α2(1− p2)(1 + α2) + λ3α3(1− p3)σ2
Y

+λ3α3(1− p3)(1 + α3)µ2
Y + σ2 ]t

(3.11)

ใĀ้

γ = cλ2α2 (1− p2)− µY λ3α3 (1− p3)

β = c2λ2α2 (1− p2) (1 + α2) + λ3α3 (1− p3) σ2
Y

+λ3α3 (1− p3) (1 + α3)µ2
Y + σ2

(3.12)

ดังนั้น

E[S(t)] = γt

V ar[S(t)] = βt
(3.13)

บทตั้ง 3.7. กระบüนการเกิดกำไร {S(t); t ≥ 0} มีคุณÿมบัติดังต่Ăไปนี้

1. S(0) = 0

2. {S(t); t ≥ 0} มีÿมบัติ ÿ่üนเพิ่มĂิÿระ และ ÿ่üนเพิ่มนิ่ง

บทพิสจูน์: ใĀ้ t, h, s ≥ 0

(1) จาก

S(t) = cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)

จะได้

S(0) = cN2(0)−
N3(0)∑

k=1

Yk + σW (0)

จากบทนิยาม 2.91 จะได้ü่า W (0) = 0 และ จากบทนิยาม 3.3 จะได้ü่า M2(t) เป็นกระ

บüนการปัüซง ทำใĀ้ได้ü่า M2(0) = 0 ดังนั้น N2(0) = 0 ในทำนĂงเดียüกันกับ M3(t) จะได้

N3(0) = 0

ดังนั้น

S(0) = c(0)−
0∑

k=1

Yk + σ(0) = 0

(2) จากทฤþฎีบท 3.4 N2(t) เป็นกระบüนการปัüซง-ปัüซงที่มีผลกระทบจากýูนย์เฟ้Ă จะ

ได้ü่า N2(t) มีÿมบัติ ÿ่üนเพิ่มĂิÿระและÿ่üนเพิ่มนิ่ง และ จากบทนิยาม 2.91 จะได้ü่า W (t)

มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระและÿ่üนเพิ่มนิ่ง



33

จากบทแทรก 3.6 จะได้ü่า
N3(t)∑

k=1

Yk มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระและÿ่üนเพิ่มนิ่ง

ดังนั้น {S(t); t ≥ 0} มีÿมบัติÿ่üนเพิ่มĂิÿระและÿ่üนเพิ่มนิ่ง

ทฤþฎีบท 3.8. ÿำĀรับกระบüนการเกิดกำไร {S(t); t ≥ 0} จะมีฟังก์ชัน g(r) โดยที่

E[e−rS(t)] = etg(r) (3.14)

เมื่Ă

g(r) = λ2[(p2+(1−p2)e−α2(1−e−rc
))−1]+λ3[(p3+(1−p3)e

−α3(1−MYk
(r)))−1]+

σ2r2

2

บทพิสจูน์:

ÿมมติü่า N2(t), N3(t),W (t) และ Yk เป็นĂิÿระต่Ăกัน

จากÿมการ (3.9) จะได้ü่า

E[e−rS(t)] = E[exp{−rcN2(t)} · exp{r
N3(t)∑

k=1

Yk} · exp{−rσW (t)}]

เนื่Ăงจาก N2(t), N3(t),W (t) และ Yk เป็นĂิÿระต่Ăกัน จะได้ü่า

E[e−rS(t)] = E[exp{−rcN2(t)}] · E[exp{r
N3(t)∑

k=1

Yk}] · E[exp{−rσW (t)}] (3.15)

= MN2(t)(−rc) ·M∑N3(t)
k=1 Yk

(r) ·MW (t)(−rσ)

จากทฤþฎีบท 3.4, ทฤþฎีบท 2.68 ข้Ă3 และ ทฤþฎีบท 2.61 ข้Ă3 จะได้ü่า

MN2(t)(−rc) = exp{λ2t[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc
))− 1]}

M∑N3(t)
k=1 Yk

(r) = GN3(t)[MYk
(r)]

= exp{λ3t[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]}

MW (t)(−rσ) = exp
{tσ2r2

2

}

ดังนั้น
E[e−rS(t)] = exp{λ2t[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc

))− 1]}

· exp{λ3t[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]} · exp
{tσ2r2

2

}

= exp{ λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc
))− 1]

+λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1] +
σ2r2

2
}t

ดังนั้น ใĀ้

g(r) = λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc
))− 1]

+λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1] +
σ2r2

2

(3.16)
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จะได้ü่า

E[e−rS(t)] = etg(r)

ทฤþฎีบท 3.9. ใĀ้ g(r) เป็นฟังก์ชันที่นิยามในทฤþฎีบท 3.8 จะได้ü่าÿมการ

g(r) = 0 (3.17)

มีค่า r = R > 0 เป็นคำตĂบที่ เป็นบüกเพียงคำตĂบเดียü และ เรียกÿมการ (3.17) ü่า

ÿมการÿัมประÿิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient equation) ขĂงตัüแบบคüามเÿี่ยง

(3.3) และ R > 0 จะเรียกü่า ÿัมประÿิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient)

บทพิสจูน์: ในการพิÿูจน์ เราจะแÿดงü่า g(·) มีคุณÿมบัติต่Ăไปนี้

(1) g(0) = 0,

(2) g′(0) < 0

(3) g′′(r) > 0 ทุก r > 0

(4) lim
r→+∞

g(r) = ∞

(1) จากÿมการ (3.16) จะได้ü่า g(0) = 0

(2) จากÿมการ (3.16) จะได้ü่า

g′(r) = −cλ2α2(1− p2)e−α2(1−e−rc
)−rc

+λ3α3(1− p3)E[Y erY ]e−α3(1−E[erY ]) + rσ2

จะได้ü่า

g′(0) = −cλ2α2(1− p2) + λ3α3(1− p3)µY (3.18)

จากÿมการ (3.6) จะได้ü่า

g′(0) = −(1 + θ)λ3α3(1− p3)µY + λ3α3(1− p3)µY

= −θλ3α3(1− p3)µY < 0

ดังนั้น g′(0) < 0

(3) ใĀ้ r > 0



35

จากÿมการ (3.16) จะได้ü่า

g′′(r) = c2λ2α2(1− p2)e−α2(1−e−rc
)−rc · (α2e−rc + 1)

+λ3α3(1− p3)e−α3(1−E[erY ]) · {α3E2[Y erY ] + E[Y 2erY ]}

+σ2

(3.19)

จาก Yk เป็นตัüแปรÿุ่มที่ไม่เป็นลบ และ r > 0 จะได้ü่า E[Y 2erY ] > 0, E[Y erY ] > 0 และ

σ2 ≥ 0

ÿำĀรับทุก r > 0

0 < e−rc < 1

ทำใĀ้ได้ü่า
0 < 1− e−rc < 1

0 < α2(1− e−rc) < α2

rc < α2(1− e−rc) + rc < α2 + rc

ทำใĀ้ได้ü่า

0 < rc < α2(1− e−rc) + rc

จะได้ü่า

eα2(1−e−rc
)+rc > e0 = 1

ดังนั้น

0 < e−α2(1−e−rc
)−rc < 1 (3.20)

พิจารณา
0 < e−rc < 1

0 < α2e−rc < α2

ดังนั้น

1 < α2e
−rc + 1 < α2 + 1 (3.21)

จาก MY (r) = E[erY ] จะได้ü่า

MY (r) > 1

−MY (r) < −1

1−MY (r) < 0

α3(1−MY (r)) < 0
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ดังนั้น

e−α3(1−MY (r)) > 1 (3.22)

ดังนั้น จากÿมการ (3.20), (3.21), (3.22) จะได้ü่า

g′′ (r) > 0 ทุก r > 0

(4) จากÿมการ (3.16) จะได้ü่า

lim
r→+∞

g(r) = lim
r→+∞

λ2[ (p2 + (1− p2)e
−α2(1−er))− 1 ]

+ lim
r→+∞

λ3[ (p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1 ]

+ lim
r→+∞

tσ2r2

2

= λ2[(p2 + (1− p2)e
−α2)− 1] +∞+∞ (3.23)

ดังนั้น จากÿมการ (3.23) จะได้ü่า

lim
r→+∞

g(r) = ∞

ตัüอย่าง 3.10. ÿมมติ c = 0.36, λ2 = 10, λ3 = 8, p2 = 0.6, p3 = 0.4, α2 = 5, α3 =

1, σ = 5 และ Y ∼ Exp(η) โดยที่ η = 1 โดยÿมการ (3.17) จะได้ÿัมประÿิทธิ์การปรับ

R = 0.0858 ซึ่งเราจะแÿดงคüามÿัมพันธ์ระĀü่างตัüแปร c, λ2, λ3, p2, p3, α2, α3, σ และ

η กับ ÿัมประÿิทธิ์การปรับ R ดังแÿดงในรูป 3.1 - 3.9 ตามลำดับ
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รูปที่ 3.1: ผลกระทบขĂง c ต่Ă R

รูปที่ 3.2: ผลกระทบขĂง α2 ต่Ă R
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รูปที่ 3.3: ผลกระทบขĂง α3 ต่Ă R

รูปที่ 3.4: ผลกระทบขĂง p2 ต่Ă R
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รูปที่ 3.5: ผลกระทบขĂง p3 ต่Ă R

รูปที่ 3.6: ผลกระทบขĂง λ2 ต่Ă R
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รูปที่ 3.7: ผลกระทบขĂง λ3 ต่Ă R

รูปที่ 3.8: ผลกระทบขĂง σ ต่Ă R
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รูปที่ 3.9: ผลกระทบขĂง η ต่Ă R

จากรูป 3.1 - 3.9 จะเĀ็นü่า พารามิเตĂร์ c,α2,λ2,λ3 และ η ทำใĀ้ÿัมประÿิทธิ์การปรับ

R มีแนüโน้มเพิ่มขึ้น ซึ่งÿ่งผลใĀ้ ค่าขĂบเขตบนขĂงคüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย ψ (u)

มีค่าน้Ăยลง

ในทางตรงกันข้าม พารามิเตĂร์ α3, p2, p3 และ σ ทำใĀ้ÿัมประÿิทธิ์การปรับ R มีแนüโน้ม

ลดลง ซึ่งÿ่งผลใĀ้ ค่าขĂบเขตบนขĂงคüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย ψ (u) มีค่ามากขึ้น

ÿำĀรับ กระบüนการเกิดกำไร {S(t); t ≥ 0}, ใĀ้ F s
t = σ{S(v); v ≤ t}

ทฤþฎีบท 3.11. กระบüนการÿุ่ม {Hu(t);F s
t ; t ≥ 0} ที่นิยามโดย Hu(t) =

e−r(u+S(t))

etg(r)

เป็นมาร์ติงเกล

บทพิสจูน์: ใĀ้ t > v

ต้Ăงการพิÿูจน์ü่า E[Hu(t)|F s
v ] = Hu(v)

พิจารณา

E[Hu(t)|F s
v ] = E

[
e−r(u+S(t))

etg(r)

∣∣∣∣∣F
s
v

]
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= E

[
e−r(u+S(t))

etg(r)
· e

−rS(v)+rS(v)

evg(r)−vg(r)

∣∣∣∣∣F
s
v

]

= E

[
e−r(u+S(v))

evg(r)
· e

−r(S(t)−S(v))

e(t−v)g(r)

∣∣∣∣∣F
s
v

]
(3.24)

=
1

evg(r)e(t−v)g(r)
· E[e−r(u+S(v)) · e−r(S(t)−S(v))|F s

v ]

เนื่Ăงจาก S(v) กระบüนการÿ่üนเกิน ตั้งแต่เüลา 0 ถึง v และ เราทราบü่า F s
v ĀรืĂ พีชคณิตซิ

กม่า (σ−algebra) ที่ก่Ăกำเนิดโดย กระบüนการÿ่üนเกิน S(v) ตั้งแต่เüลา 0 ถึง v เกิดขึ้นแล้ü

ทำใĀ้ทราบข้Ăมูลตั้งแต่เüลา 0 ถึง v จึงทำใĀ้ S(v) ไม่ใช่ตัüแปรÿุ่ม แต่เป็นค่าคงที่

ดังนั้น

E[Hu(t)|F s
v ] =

e−r(u+S(v))

evg(r)
· 1

e(t−v)g(r)
E[e−r(S(t)−S(v))|F s

v ]

ÿังเกตü่า S(t)− S(v) เป็นĂิÿระกับ F s
v ดังนั้นโดย ทฤþฎีบท 2.72 ข้Ă 6 จะได้ü่า

E[Hu(t)|F s
v ] =

e−r(u+S(v))

evg(r)
· 1

e(t−v)g(r)
E[e−r(S(t)−S(v))]

= Hu(v) ·
1

e(t−v)g(r)
E[e−r(S(t)−S(v))]

ต่ĂมาจะĀาค่า E[e−r(S(t)−S(v))]

จากบทนิยามขĂง S(t) จะได้ü่า

E[e−r(S(t)−S(v))] = E[e−r{(cN2(t)−
∑N3(t)

k=1 Yk+σW (t))−(cN2(v)−
∑N3(v)

k=1 Yk+σW (v))}]

= E[e−rc(N2(t)−N2(v)) · er(
∑N3(t)

k=1 Yk−
∑N3(v)

k=1 Yk) · e−rσ(W (t)−W (v))]

= E[e−rc(N2(t)−N2(v))] · E[er(
∑N3(t)

k=1 Yk−
∑N3(v)

k=1 Yk)] · E[e−rσ(W (t)−W (v))]

= MN2(t)−N2(v)(−rc) ·M∑N3(t)
k=1 Yk−

∑N3(v)
k=1 Yk

(r) ·MW (t)−W (v)(−rσ)

จาก ทฤþฎีบท 3.4 ข้Ă2, ทฤþฎีบท 2.68 ข้Ă3 และ ทฤþฎีบท 2.61 ข้Ă3 จะได้ü่า

MN2(t)−N2(v)(−rc) = exp{(t− v)λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−eu))− 1]}

M∑N3(t)
k=1 Yk−

∑N3(v)
k=1 Yk

(r) = GN3(t)−N3(v)[MYk
(r)]

= exp{(t− v)λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]}

MW (t)−W (v)(−rσ) = exp{ (t−v)σ2r2

2 }
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ดังนั้น

E[e−r(S(t)−S(v))] = exp{(t− v)λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc))− 1]}

· exp{(t− v)λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1]} · exp{ (t−v)σ2r2

2 }

= exp{(t− v)
[
λ2[(p2 + (1− p2)e−α2(1−e−rc))− 1]

+λ3[(p3 + (1− p3)e
−α3(1−MYk

(r)))− 1] + σ2r2

2

]
}

จากÿมการ (3.16) จะได้ü่า

E[e−r(S(t)−S(v))] = e(t−v)g(r)

ดังนั้น

E[Hu(t)|F s
v ] = Hu(v) ·

1

e(t−v)g(r)
e(t−v)g(r)

ดังนั้น

E[Hu(t)|F s
v ] = Hu(v)

นั่นคืĂ กระบüนการÿุ่ม Hu(t) เป็นมาร์ติงเกล

ทฤþฎีบท 3.12. ถ้า r และ s ÿĂดคล้Ăงกับ ÿมการ g(r) = s แล้ü {e−rS(t)−ts; t ≥ 0}

เป็นมาร์ติงเกล

บทพิสจูน์: ใĀ้ t > v และ g(r) = s

ต้Ăงการพิÿูจน์ü่า E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vs

จากทฤþฎีบท 3.11 จะได้ü่า E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vs

จาก g(r) = s จะได้ü่า

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = E[e−rS(t)−tg(r)|F s

v ]

= E[e−rS(t)−tg(r) · e−rS(v)+rS(v)−vg(r)+vg(r)|F s
v ]

= E[e−rS(v)−vg(r) · e−rS(t)−tg(r)+rS(v)+vg(r)|F s
v ]

เนื่Ăงจาก เราทราบü่า F s
v ĀรืĂ พีชคณิตซิกม่า ที่ก่Ăกำเนิดโดย กระบüนการÿ่üนเกิน S(v)

ตั้งแต่เüลา 0 ถึง v เกิดขึ้นแล้ü ทำใĀ้ทราบข้Ăมูลตั้งแต่เüลา 0 ถึง v จึงทำใĀ้ S(v) ไม่ใช่

ตัüแปรÿุ่ม แต่เป็นค่าคงที่(ข้Ăมูลที่เราทราบ)

ดังนั้น

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vg(r)E[e−rS(t)−tg(r)+rS(v)+vg(r)|F s

v ]

= e−rS(v)−vg(r)E[e−r[S(t)+S(v)] · e−[t−v]g(r)|F s
v ]

=
e−rS(v)−vg(r)

e[t−v]g(r)
E[e−r[S(t)+S(v)]|F s

v ]
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ÿังเกตü่า S(t)− S(v) เป็นĂิÿระกับ F s
v ดังนั้นโดย ทฤþฎีบท 2.72 ข้Ă 6 จะได้ü่า

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] =

e−rS(v)−vg(r)

e[t−v]g(r)
E[e−r[S(t)+S(v)]]

=
e−rS(v)−vg(r)

e[t−v]g(r)
· e(t−v)g(r)

= e−rS(v)−vg(r)

ดังนั้น

E[e−rS(t)−ts|F s
v ] = e−rS(v)−vs (3.25)

บทตั้ง 3.13. เüลาที่เกิดการล้มละลาย T เป็น stopping time ขĂง F s
t

บทพิสจูน์: ใĀ้ T เป็นเüลาแรกที่ เกิดเĀตุการณ์การล้มละลายที่ U(T ) < 0 และ F s
t =

σ{S(v); v ≤ t} จากÿมการ (3.3) และ (3.9) จะได้ü่า

U(t) = u+ S(t)

ดังนั้น เĀตุการณ์ {T ≤ t} เป็นÿมาชิกขĂง F s
t

ดังนั้น F s
t ĀรืĂ σ − algebra ที่ก่Ăกำเนิดโดย กระบüนการÿ่üนเกิน S(v) ตั้งแต่เüลา 0 ถึง t

เกิดขึ้น ทำใĀ้ทราบข้Ăมูลตั้งแต่เüลา 0 ถึง t

ทฤþฎีบท 3.14. ÿำĀรับทุก r จะมีคüามน่าจะเป็นที่ เกิดการล้มละลายขั้นพื้นฐาน (the

ultimate ruin probability) ÿĂดคล้Ăงกับ

ψ(u) ≤ e−ruB(r) (3.26)

โดยที่ B(r) = E[supt≥0{exp[tg(r)]}]

บทพิสจูน์: ใĀ้ t0 เป็นเüลาใดๆ ที่มีค่ามากกü่า 0 และ T เป็น stopping time

จะได้ü่า t0 ∧ T = min(t0, T ) เป็น stopping time

ดังนั้น t0 ∧ T เป็น stopping time ที่มีขĂบเขต

พิจารณา e−ru

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
และ บทตั้ง 3.7. จะได้ü่า

e−ru = E[Hu(0)]
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โดยทฤþฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem จะได้ü่า

E[Hu(0)] = E[Hu(T ∧ t0)]

ดังนั้น

e−ru = E[Hu(T ∧ t0)] (3.27)

จาก

T ∧ t0 = min(T, t0) =





T เมื่Ă T ≤ t0

t0 เมื่Ă T > t0

จะได้ü่า

E[Hu(T ∧ t0)] = E[Hu(T ∧ t0) · [1T≤t0 + 1T>t0 ]]

= E[Hu(T ∧ t0) · 1T≤t0 ] + E[Hu(T ∧ t0) · 1T>t0 ]

= E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[Hu(t0)|T > t0] · P (T > t0)

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
> 0 ทุก t > 0 และ 1 ≥ P (T > t0) ≥ 0 จะได้ü่า

E[Hu(T ∧ t0)] ≥ E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + 0

ดังนั้น จากÿมการ (3.27) จะได้ü่า

e−ru ≥ E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0)

ดังนั้น

P (T ≤ t0) ≤
e−ru

E[Hu(T )|T ≤ t0]
(3.28)

ต่Ăมาจะแÿดงü่า E[Hu(T )|T ≤ t0] ≥ inf0≤t≤t0{exp[tg(r)]}

พิจารณา E[Hu(T )|T ≤ t0]

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
จะได้ü่า

E[Hu(T )|T ≤ t0] = E
[e−r(u+S(T ))

eTg(r)

∣∣∣T ≤ t0
]

(3.29)

จาก U(t) = u+ S(t) และ T = inf{t ≥ 0 | U(t) < 0 }

ทำใĀ้ได้ü่า u+ S(T ) = U(T ) < 0

ดังนั้น
u+ S(T ) < 0

−r(u+ S(T )) > 0

e−r(u+S(T )) > 1
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จาก ข้Ăÿังเกต 2.28 ข้Ă3 ถ้า X ≥ Y แล้ü E(X) ≥ E(Y )

จะได้ü่า

E[e−r(u+S(T ))] > 1 (3.30)

จากÿมการ (3.29) และ (3.30)

E[Hu(T )|T ≤ t0] ≥ E[e−Tg(r)|T ≤ t0]

จากÿมบัติ infx∈R g(x) ≤ g(x) ≤ supx∈R g(x) จะได้ü่า

E[e−Tg(r)|T ≤ t0] ≥ E[ inf
0≤t≤t0

e−tg(r)] = inf
0≤t≤t0

e−tg(r)

ดังนั้น

E[Hu(T )|T ≤ t0] ≥ inf
0≤t≤t0

e−tg(r)

ทำใĀ้ได้ü่า
1

E[Hu(T )|T ≤ t0]
≤ 1

inf0≤t≤t0 e
−tg(r)

จาก ÿมการ (3.28) และ ทฤþฎีบท 2.98 ที่ü่า sup
( 1

A

)
=

1

inf(A) จะได้ü่า

P (T ≤ t0) ≤
e−ru

E[Hu(T )|T ≤ t0]
≤ e−ru

inf0≤t≤t0 e
−tg(r)

= e−ru · sup
0≤t≤t0

etg(r)

ดังนั้น

P (T ≤ t0) ≤ e−ru · sup
0≤t≤t0

etg(r) (3.31)

จากบทนิยาม 2.85 นิยาม ψ(u, t0) จะได้ü่า

ψ(u, t0) ≤ e−ru · sup0≤t≤t0
etg(r)

lim
t0→∞

ψ(u, t0) ≤ e−ru · lim
t0→∞

sup0≤t≤t0e
tg(r)

โดย ทฤþฎีบท 2.86 ข้Ă 2 lim
t→∞

ψ(u, t) = ψ(u) จะได้ü่า

ψ(u) ≤ e−ru · sup
t≥0

etg(r)

ดังนั้น ใĀ้ B(r) = E[supt≥0 e
tg(r)] = supt≥0 e

tg(r)]

ดังนั้น

ψ(u) ≤ e−ruB(r)
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ทฤþฎีบท 3.15. [Huang, Y., & Yu, W. (2013).]

คüามน่าจะเป็นขĂงแบบจำลĂงคüามเÿี่ยง

U(t) = u+ cN2(t)−
N3(t)∑

k=1

Yk + σW (t)

คืĂ

ψ(u) =
e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]

บทพิสจูน์: ใĀ้ T เป็นเüลาแรกที่เกิดการล้มละลาย และ t0 เป็นเüลาใดๆ ที่มีค่ามากกü่า 0

จะได้ü่า t0 ∧ T = min(t0, T ) เป็น stopping time

ดังนั้น t0 ∧ T เป็น stopping time ที่มีขĂบเขต

พิจารณา e−ru

จาก Hu(t) =
e−r(u+S(t))

etg(r)
และ บทตั้ง 3.7. จะได้ü่า

e−ru = E[Hu(0)]

โดยทฤþฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem จะได้ü่า

E[Hu(0)] = E[Hu(T ∧ t0)]

ดังนั้น

e−ru = E[Hu(T ∧ t0)] (3.32)

จาก

T ∧ t0 = min(T, t0) =





T เมื่Ă T ≤ t0

t0 เมื่Ă T > t0

จะได้ü่า

E[Hu(T ∧ t0)] = E[Hu(T ∧ t0) · [1T≤t0 + 1T>t0 ]]

= E[Hu(T ∧ t0) · 1T≤t0 ] + E[Hu(T ∧ t0) · 1T>t0 ]

= E[Hu(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[Hu(t0)|T > t0] · P (T > t0)

ใĀ้ r = R ดังนั้น

e−Ru = E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0) (3.33)
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ÿังเกตü่า 0 ≤ E[e−RU(t0))|T > t0] ≤ 1 และ ทฤþฏีบท 2.64 Ăÿมการมาร์คĂฟ จะได้ü่า

lim
t0→∞

[
E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0)

]
= 0 เกืĂบแน่นĂน

ĀรืĂก็คืĂ P

(
lim
t0→∞

[
E[e−RU(t0)|T > t0] · P (T > t0)

]
= 0

)
= 1

จากÿมการ (3.33) ทำใĀ้ได้ü่า

lim
t0→∞

e−Ru = lim
t0→∞

[
E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0) + E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0)

]

= lim
t0→∞

[
E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0)

]
+ lim

t0→∞

[
E[e−RU(t0))|T > t0] · P (T > t0)

]

= lim
t0→∞

[
E[e−RU(T )|T ≤ t0] · P (T ≤ t0)

]

จะได้ü่า
e−Ru = E[e−RU(T )|T ≤ ∞] · P (T ≤ ∞)

= E[e−RU(T )|T ≤ ∞] · ψ(u)

ดังนั้น

ψ(u) =
e−Ru

E[e−RU(T )|T ≤ ∞]

บทแทรก 3.16. พิจารณา

ψ(u) ≤ e−Ru (3.34)

บทพิสจูน์: จาก T = inf{t ≥ 0 | U(t) < 0}

จะได้ü่า
U(T ) < 0

−RU(T ) > 0

ดังนั้น

e−RU(T ) > 1

ทำใĀ้ได้ü่า
1

e−RU(T )
< 1

จากทฤþฎีบท 3.15 จะได้ü่า ψ(u) = e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]

e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]
<

e−Ru

E[ 1 |T < ∞]
e−Ru

E[e−RU(T ) | T < ∞]
< e−Ru
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ดังนั้น

ψ(u) < e−Ru

ตัüอย่าง 3.17. ÿมมติ R = 0.2, R = 0.4 และ R = 0.6 โดยÿมการที่ (3.34) เราจะแÿดง

คüามÿัมพันธ์ระĀü่าง ตัüแปร u และ คüามน่าจะเป็นที่เกิดการล้มละลาย บนÿัมประÿิทธิ์การ

ปรับ R ดังแÿดงในรูป 3.10

รูปที่ 3.10: ผลกระทบขĂง R ต่Ă คüามน่าจะเป็นการล้มละลาย ψ(u)
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3.3 เüลาที่ใช้ที่ทำใĀ้ถึงระดับที่ต้องการ (The Time to Reach

a Given Level)

ในĀัüข้Ăนี้ เราจะýึกþาเüลาที่ใช้ที่ทำใĀ้มูลค่าทุนถึงระดับที่ เราต้Ăงการ แล้üจึงýึกþา

คุณÿมบัติต่างๆทั้ง ค่าคาดคะเน คüามแปรปรüน และ การประยุกต์ใช้ต่Ăไป

ÿำĀรับ x ∈ R ใĀ้

τ = inf{ t ≥ 0 | U(t) = x } (3.35)

แล้ü τ จะเป็นเüลาแรกที่มูลค่าทุนถึงระดับที่กำĀนด

ทฤþฎีบท 3.18. การแปลงลาปลาซขĂง τ คืĂ

E[e−sτ ] = er(x−u) (3.36)

โดยที่ r และ s ÿĂดคล้Ăงกับ

g(r) = s (3.37)

บทพิสจูน์: ÿำĀรับ กระบüนการÿ่üนเกิน {U(t); t > 0}

โดยใช้ ทฤþฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem

เราจะเĀ็นü่า τ เป็น stopping time ขĂง F s
t ดังนั้น

ใĀ้

Q(t) = e−rU(t)−ts

โดยทฤþฎีบท 3.11 ทำใĀ้ได้ü่า

กระบüนการÿ่üนเกิน {Q(t); t > 0} เป็น มาติงเกล

ทฤþฎีบท 2.90 The Martingale Stopping Time Theorem จะได้ü่า

E[Q(τ)] = E[Q(0)] (3.38)
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ซึ่งĀมายคüามü่า
E[e−rU(τ)−τs] = E[e−rU(0)−0s]

= E[e−ru]

ดังนั้น

E[e−rU(τ)−τs] = e−ru (3.39)

จากÿมการ (3.35) จะได้ü่า

e−rx · E[e−τs] = e−ru

E[e−τs] = e−ru+rx

ดังนั้น

E[e−τs] = er(x−u) (3.40)

ทฤþฎีบท 3.19. ค่าคาดคะเน และ คüามแปรปรüน ขĂง τ ÿĂดคล้Ăงกับ

E[τ ] =
x− u

γ

V ar[τ ] =
(x− u)β

γ3

(3.41)

บทพิสจูน์: ใĀ้ ϕ(s) = lnE[e−τs]

โดยทฤþฎีบท 3.18 จะได้ü่า

ϕ(s) = ln er(x−u) = r(x− u)

โดยที่ g(r) = s

จะได้ü่า
dϕ(s)

ds
=

dϕ(s)

dr
· dr
ds

=
d[r(x− u)]

dr
· 1
dg(r)

dr

=
(x− u)

g′(r)

และ
d2ϕ(s)

ds2
=

dϕ′(s)

ds
=

dϕ′(s)

dr
· dr
ds

=
dϕ′(s)

dr
· 1
dg(r)

dr

=

d

[
(x− u)

g′(r)

]

dr
· 1

g′(r)
=

−(x− u)g′′(r)

[g′(r)]2
· 1

g′(r)
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ดังนั้น
dϕ(s)

ds
=

(x− u)

g′(r)
d2ϕ(s)

ds2
=

−(x− u)g′′(r)

[g′(r)]3

(3.42)

จาก ϕ(s) = lnE[e−τs] = K−τ (s)

ใĀ้ s = r = 0

โดย ทฤþฎีบท 2.55 ÿมบัติฟังก์ชันแจกแจงคิüมูแลนต์ ข้Ă 2 และ ข้Ă 3

จะได้ü่า

E[−τ ] = dϕ(s)

ds

∣∣∣
s=r=0

=
(x− u)

g′(0)

จากÿมการ (3.12) และ (3.18) จะได้ü่า

E[−τ ] = (x− u)

−γ

ดังนั้น

E[τ ] =
(x− u)

γ

และ

V ar[−τ ] = d2ϕ(s)

ds2

∣∣∣
s=r=0

=
−(x− u)g′′(0)

[g′(0)]3

จากÿมการ (3.19) จะได้ü่า

g′′(0) = c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3) · {α3E2[Y ] + E[Y 2]}

จาก V ar[Y ] = E[Y 2]− E2[Y ] จะได้ü่า

g′′(0) = c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3) · {α3µ2
Y + σ2

Y + µ2
Y }

= c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3) · {(α3 + 1)µ2
Y + σ2

Y }

= c2λ2α2(1− p2) · (α + 1) + σ2

+λ3α3(1− p3)(α3 + 1) µ2
Y + λ3α3(1− p3)σ2

Y

จากÿมการ (3.12) จะได้ü่า g′′(0) = β

ดังนั้น

V ar[τ ] = V ar[−τ ] = −(x− u)g′′(0)

[g′(0)]3
=

(x− u)β

γ3
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ดังนั้น

E[τ ] = −dϕ(s)

ds

∣∣∣
s=r=0

=
(x− u)

γ

V ar[τ ] =
d2ϕ(s)

ds2

∣∣∣
s=r=0

=
(x− u)β

γ3

(3.43)

ตัüอย่าง 3.20. ÿมมติ c = 0.9, λ2 = 10, λ3 = 8, p2 = 0.6, p3 = 0.3, α2 = 5, α3 =

3, σ = 5 และ Y ∼ Exp(η) โดยที่ µY = 0.5 และ σY = 0.5 โดยÿมการ (3.41) เราจะแÿดง

คüามÿัมพันธ์ขĂง พารามิเตĂร์ที่เกี่ยüข้Ăง บน E[τ ] และ V ar[τ ] ดังรูป 3.11 - 3.28
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รูปที่ 3.11: ผลกระทบขĂง λ2 ต่Ă E[τ ]

รูปที่ 3.12: ผลกระทบขĂง λ3 ต่Ă E[τ ]
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รูปที่ 3.13: ผลกระทบขĂง p2 ต่Ă E[τ ]

รูปที่ 3.14: ผลกระทบขĂง p3 ต่Ă E[τ ]
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รูปที่ 3.15: ผลกระทบขĂง α2 ต่Ă E[τ ]

รูปที่ 3.16: ผลกระทบขĂง α3 ต่Ă E[τ ]
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รูปที่ 3.17: ผลกระทบขĂง µY ต่Ă E[τ ]

รูปที่ 3.18: ผลกระทบขĂง c ต่Ă E[τ ]
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รูปที่ 3.19: ผลกระทบขĂง λ2 ต่Ă V ar[τ ]

รูปที่ 3.20: ผลกระทบขĂง λ3 ต่Ă V ar[τ ]
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รูปที่ 3.21: ผลกระทบขĂง p2 ต่Ă V ar[τ ]

รูปที่ 3.22: ผลกระทบขĂง p3 ต่Ă V ar[τ ]
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รูปที่ 3.23: ผลกระทบขĂง α2 ต่Ă V ar[τ ]

รูปที่ 3.24: ผลกระทบขĂง α3 ต่Ă V ar[τ ]
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รูปที่ 3.25: ผลกระทบขĂง µY ต่Ă V ar[τ ]

รูปที่ 3.26: ผลกระทบขĂง σY ต่Ă V ar[τ ]
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รูปที่ 3.27: ผลกระทบขĂง c ต่Ă V ar[τ ]

รูปที่ 3.28: ผลกระทบขĂง σ ต่Ă V ar[τ ]
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จากรูป 3.11 - 3.28 จะเĀ็นü่า พารามิเตĂร์ λ2, p3,α2 และ c ทำใĀ้ E[τ ] มีแนüโน้มลดลง

ในทางตรงกันข้าม λ3, p2,α3 และ µY ทำใĀ้ E[τ ] มีแนüโน้มมากขึ้น ซึ่งÿĂดคล้Ăงกับที่คาด

การณ์ไü้ และ พารามิเตĂร์ λ2, p3,α2 และ c ทำใĀ้ V ar[τ ] มีแนüโน้มลดลง ในทางตรงกันข้าม

λ3, p2,α3, µY ,σY และ σ ทำใĀ้ V ar[τ ] มีแนüโน้มมากขึ้น ซึ่งÿĂดคล้Ăงกับที่คาดการณ์ไü้



บทที่ 4

ÿรุปผลการüิจัย (Conclusion)

ในโครงงานนี้เราได้ÿร้างและýึกþาคุณÿมบัติทางทฤþฎีคüามน่าจะเป็นขĂงตัüแบบคüาม

เÿี่ยงแบบต่Ăเนื่Ăงบนการแจกแจงแบบกระบüนการปัüซง-ปัüซงที่มีผลการทบจากýูนย์เฟ้Ă

และเพิ่มตัüแปรการรบกüน (white noise) ตัüแบบรูปแบบใĀม่นี้ ÿามารถจัดการกับข้Ăมูลที่มี

คüามถี่ขĂงจำนüนการเคลมเป็นýูนย์ÿูงได้มีประÿิทธิภาพ ซึ่งมีที่มาจากค่าการรับผิดชĂบÿ่üน

แรก (Deductible) ในการýึกþาเราได้ÿร้างตัüแบบคüามเÿี่ยงบนตัüแปรÿุ่ม PZIP (λ, p,α)

ในĀัüข้Ăที่ 3.1

ต่Ăมาเราได้ýึกþา และทราบÿมการÿัมประÿิทธิ์การปรับ (adjustment coefficient equa-

tion) ขĂงตัüแบบคüามเÿี่ยงบนตัüแปรÿุ่ม PZIP (λ, p,α) และ ยังพิÿูจน์ใĀ้เĀ็นü่าÿมการ

ÿัมประÿิทธิ์การปรับมีคำตĂบที่ เป็นบüกเพียงคำตĂบเดียü ในĀัüข้Ăที่ 3.2 และÿุดท้ายเรา

ได้ýึกþาการแปลงลาปลาซขĂงเüลา เมื่Ăมูลค่าทุนถึงระดับที่กำĀนดเป็นครั้งแรก และแÿดง

ตัüĂย่างเชิงตัüเลข ในĀัüข้Ăที่ 3.3
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ĀลักการและเĀตุผล

แบบจำลĂงคüามเÿี่ยง คืĂ แบบจำลĂงขĂงมูลค่าทุนรüมขĂงการทำประกัน มักใช้ÿำĀรับ

การจัดการคüามเÿี่ยงขĂงการทำประกัน แบบจำลĂงคüามเÿี่ยงที่เĀมาะÿมÿามารถช่üยบริþัท

ประกันในการüางแผน แผนธุรกิจได้ เพราะฉะนั้น เราจึงÿนใจในการค้นคü้าโมเดลคüามเÿี่ยง

ใĀม่ แบบจำลĂงคüามเÿี่ยงที่ĀลากĀลายถูกนำมาใช้ในการüิจัย Āนึ่งในแบบจำลĂงคüาม

เÿี่ยงที่รู้จักกันดี คืĂ แบบจำลĂงคüามเÿี่ยงพื้นฐานที่ต่Ăเนื่Ăง โดยการแจกแจงทั่üไปÿำĀรับ

มูลค่าการเคลมนั้นมีได้ĀลากĀลาย และ การแจกแจงทั่üไปที่พบได้มากที่ÿุดÿำĀรับจำนüน

การเคลม คืĂ การแจกแจงปัüซง ดังนั้น เราจึงÿนใจการแจกแจงขĂงจำนüนการเคลมที่เกิดขึ้น

ในเĀตุการณ์ใดเĀตุการณ์Āนึ่ง ซึ่งก็คืĂการแจกแจงปัüซง แต่Ăย่างไรก็ตาม คุณÿมบัติการมีค่า

เฉลี่ยและคüามแปรปรüนเท่ากันขĂงการแจกแจงปัüซงĂาจจะไม่เĀมาะÿมÿำĀรับข้Ăมูลที่มี

การกระจายมากๆ ดังนั้นการแจกแจงแบบกระบüนการเชิงประกĂบจึงถูกนำเÿนĂขึ้นĂาทิเช่น

การแจกแจงแบบกระบüนการปัüซงเชิงประกĂบ

ในการเกิดมูลค่าคüามเÿียĀายทั้งĀมด ถ้าค่าคüามเÿียĀายน้Ăยกü่ามูลค่าการรับผิดชĂบ

ÿ่üนแรกผู้เĂาประกันต้Ăงจ่าย ผู้เĂาประกันจะไม่แจ้งบริþัทประกัน เพราะ จะทำใĀ้เบี้ยประกัน

เพิ่มขึ้น ดังนั้น ข้ĂมูลขĂงบริþัทประกันจึงมีคüามถี่ขĂงจำนüนการเคลมเป็นýูนย์ÿูง ซึ่งการ

แจกแจงปัüซงเดิมมีน้ำĀนักในการเกิดýูนย์น้Ăย ดังนั้น จึงมีการใช้แนüคิดýูนย์เฟ้Ă(zero-

inflation) ซึ่งแนะนำโดย Lambert(3) เพื่ĂรĂงรับข้Ăมูลที่มีคüามถี่ที่เป็นýูนย์มาก ทำใĀ้เรา

ÿนใจที่จะใช้การแจกแจงปัüซงที่มีýูนย์เฟ้Ă ในการÿร้างแบบจำลĂงคüามเÿี่ยงใĀม่ ÿำĀรับ

ข้Ăมูลที่มีคüามถี่ที่เป็นýูนย์มาก
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ในโครงงานนี้เราจะขยายแบบจำลĂงคüามเÿี่ยงแบบต่Ăเนื่Ăงบนการแจกแจงแบบกระบüน

การปัüซงเชิงประกĂบ(Compound Poisson Process) ไปยัง การแจกแจงแบบกระบüนปัü

ซง-ปัüซงที่มีผลการทบจากýูนย์เฟ้Ă(Poisson-Zero Inflated Poisson Process) และ เพิ่ม

ตัüแปรการรบกüน(white noise) ที่เป็นกระบüนการÿโตแคÿติก(Standard Brownian Mo-

tion)

üัตถุประÿงค์

เพื่ĂขยายการแจกแจงแบบกระบüนปัüซงเชิงประกĂบ(Compound Poisson Pro-

cess) ไปยัง การแจกแจงแบบกระบüนปัüซง-ปัüซงที่มีผลการทบจากýูนย์เฟ้Ă(Poisson-Zero

Inflated Poisson Process) และ ýึกþาคุณÿมบัติและการประยุกต์ใช้

ขอบเขตของโครงงาน

ในโครงงานนี้เราจะÿร้างและýึกþาคุณÿมบัติแบบจำลĂงคüามเÿี่ยงขĂงปัüซง-ปัüซงที่

มีผลการทบจากýูนย์เฟ้Ă

üิธีการดำเนินงาน

1. ýึกþาคüามรู้พื้นฐานขĂงทฤþฎีคüามน่าจะเป็น และ แบบจำลĂงคüามเÿี่ยง

2. ýึกþาบทคüามและงานüิจัยที่เกี่ยüขĂงกับแบบจำลĂงประกันคüามเÿี่ยงเชิงÿโตแคÿติก

3. ÿร้างกระบüนการแจกแจงปัüซง-ปัüซงที่มีผลการทบจากýูนย์เฟ้Ă(Poisson-Zero In-

flated Poisson Process)

4. ýึกþาÿมบัติคüามน่าจะเป็นชĂง กระบüนการแจกแจงปัüซง-ปัüซงที่มีผลการทบจาก

ýูนย์เฟ้Ă

5. ýึกþาการใช้โปรแกรม R

6. ÿรุปโครงการและเขียนรายงาน
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ระยะเüลาการทำงาน

ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับ

ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับต่Ăผู้ดำเนินงาน

1. ทำใĀ้มีคüามรู้ เกี่ยüกับคุณÿมบัติและการประยุกต์ ใช้แบบจำลĂงคüามเÿี่ยงในÿาขา

คณิตýาÿตร์ประกันภัย

2. ทำใĀ้ได้รับคüามรู้ด้านทฤþฎีคüามน่าจะเป็นและนำแบบจำลĂงไปประยุกต์ใช้งานใĀ้

เĀมาะÿม

3. มีคüามรู้ในการใช้โปรแกรม R

ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับต่Ăÿังคม

1. ทำใĀ้มีตัüแบบคüามเÿี่ยงเชิงÿโตแคÿติกบนฐานขĂงการแจกแจงที่มีýูนย์เฟ้Ă ÿำĀรับ

การใช้งานที่กü้างขึ้น
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อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้

ซĂฟต์แüร์

1. โปรแกรม Latex

2. โปรแกรม R

3. โปรแกรม Adobe PDF

4. โปรแกรม Beamer

5. โปรแกรมงานเĂกÿาร Microsolf Word

6. โปรแกรมงานเĂกÿาร Microsolf PointPoint
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