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ÝĈîüîđßĉÜÖćøîĆï×ĂÜđàê×ĂÜÖćøđøĊ÷ÜÿĆïđðúĊę÷îïîđàêìĊęöĊÝčéĕöŠêøċÜÝĈîüîÝĈÖĆé

îć÷ÝĆÖøÖùþèŤ îĆîìýøĊ

ēÙøÜÜćîîĊĚđðŨîÿŠüîĀîċęÜ×ĂÜÖćøýċÖþćêćöĀúĆÖÿĎêøüĉì÷ćýćÿêøïĆèæĉê

ÿć×ćüĉßćÙèĉêýćÿêøŤ õćÙüĉßćÙèĉêýćÿêøŤĒúąüĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤ

Ùèąüĉì÷ćýćÿêøŤ ÝčāćúÜÖøèŤöĀćüĉì÷ćúĆ÷

ðŘÖćøýċÖþć l9fl

úĉ×ÿĉìíĉĝ×ĂÜÝčāćúÜÖøèŤöĀćüĉì÷ćúĆ÷



i?2 +�`/BM�HBiv Q7 i?2 T2`Kmi�iBQMb QM � b2i rBi? 7BMBi2

MQMA7Bt2/ TQBMib

KaY DnGGaC0 MnNj�caC

� TaRE3,j bn$LCjj30 CN T�ajC�I 7nI~IIL3Nj R8 j@3 `3\nCa3L3Njc

8Ra j@3 /3<a33 R8 #�,@3IRa R8 b,C3N,3 TaR<a�L CN K�j@3L�jC,c

/3U�ajL3Nj R8 K�j@3L�jC,c �N0 +RLUnj3a b,C3N,3c

7�,nIjw R8 b,C3N,3c

+@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjw

�,�03LC, v3�a lzSO

+RUwaC<@j R8 +@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjw



TaRE3,j iCjI3 i?2 +�`/BM�HBiv Q7 i?2 T2`Kmi�iBQMb QM � b2i
rBi? 7BMBi2 MQMA7Bt2/ TQBMib

#w KaY DnGGaC0 MnNj�caC
7C3I0 R8 bjn0w K�j@3L�jC,c
TaRE3,j �0qCcRa �ccR,C�j3 TaR83ccRa TCLU3N p3EE�ECq�. T@Y/Y

�,,3Uj30 $w j@3 /3U�ajL3Nj R8 K�j@3L�jC,c �N0 +RLUnj3a b,C3N,3c7�,nIjw
R8 b,C3N,3c. +@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjw CN T�ajC�I 7nI~IIL3Nj R8 j@3 `3\nCa3L3Njc
8Ra j@3 #�,@3IRaȕc /3<a33CN lkzS:OO b3NCRa UaRE3,j

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
?3�0 R8 j@3 /3U�ajL3Nj R8
K�j@3L�jC,c �N0 +RLUnj3a
b,C3N,3c

VTaR83ccRa FaCjc�N� M3�LL�N33. T@Y/YW

T`QD2+i +QKKBii22

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y TaRE3,j �0qCcRa
V�ccR,C�j3 TaR83ccRa TCLU3N p3EE�ECq�. T@Y/YW

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y +RLLCjj33
V�ccR,C�j3 TaR83ccRa T@C,@3j +@�R@�. T@Y/YW

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y +RLLCjj33
V�j@CU�j i@�LaRN<j@�Nw�I�G. T@Y/YW

ooooof

Them Virgin.
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ÝĆÖøÖùþèŤ îĆîìýøĊ- ÝĈîüîđßĉÜÖćøîĆï×ĂÜđàê×ĂÜÖćøđøĊ÷ÜÿĆïđðúĊę÷îïîđàêìĊęöĊÝčéĕöŠ

êøċÜÝĈîüîÝĈÖĆéY Vi?2 +�`/BM�HBiv Q7 i?2 T2`Kmi�iBQMb QM �

b2i rBi? 7BMBi2 MQMA7Bt2/ TQBMibW ĂYìĊęðøċÖþćēÙøÜÜćîĀúĆÖ - øýY éøY

óĉöóŤđóĘâ đüßßćßĊüą. le ĀîšćY

ĔîìùþãĊđàêĒàøŤđöēúAĒôøÜđÙú Vx7W ìĊęöĊÿĆÝóÝîŤÖćøđúČĂÖ V�+W đàê×ĂÜÿĆïđàê

ìĆĚÜĀöé×ĂÜ X àċęÜĒìîéšü÷ P(X) Ēúąđàê×ĂÜÖćøđøĊ÷ÜÿĆïđðúĊę÷îìĆĚÜĀöéïî X àċęÜĒìîéšü÷

S(X) öĊ×îćéđìŠćÖĆîÿĈĀøĆïđàêĂîĆîêŤ X Ĕé ė /�scRN Ēúą ?Rs�a0 ĕéšĒÿéÜüŠć đöČęĂ

ðøćýÝćÖÿĆÝóÝîŤÖćøđúČĂÖ ÝąĕöŠÿćöćøëÿøčðÙüćöÿĆöóĆîíŤĔé ė øąĀüŠćÜ×îćé×ĂÜđàêìĆĚÜÿĂÜ

ĕéš êŠĂöć ?�I$3Cc3N Ēúą b@3I�@ ĕéšĒÿéÜĔî x7 üŠć |~N(X)| < |P(X)| ÿĈĀøĆïìčÖđàê

ĂîĆîêŤ X ēé÷ìĊę ~N(X) đðŨîđàê×ĂÜÿĆïđàêÝĈÖĆéìĆĚÜĀöé×ĂÜ X đöČęĂöĊÿĆÝóÝîŤÖćøđúČĂÖ đøć

ĕéšüŠć |~N(X)| = |S~N(X)| ÿĈĀøĆïìčÖđàêĂîĆîêŤ X ēé÷ìĊę S~N(X) đðŨîđàê×ĂÜÖćøđøĊ÷ÜÿĆï

đðúĊę÷îïîX ìĆĚÜĀöéìĊęöĊÝčéĕöŠêøċÜÝĈîüîÝĈÖĆé Ă÷ŠćÜĕøÖĘêćö ĔîìćÜêøÜ×šćöÖĆïÙüćöÿĆöóĆîíŤ

øąĀüŠćÜ |~N(X)| Ēúą |P(X)| i�,@jcCc ĕéšĒÿéÜüŠć ×šĂÙüćö |S~N(X)| != |S(X)| ĕöŠöĊ

ìćÜóĉÿĎÝîŤĕéšĔî x7 ÿĈĀøĆïđàêĂîĆîêŤ X Ĕé ė ĔîēÙøÜÜćîîĊĚ đøćýċÖþćÙüćöÿĆöóĆîíŤøąĀüŠćÜ

|~N(X)| Ēúą |S~N(X)| ÿĈĀøĆïđàêĂîĆîêŤ X ēé÷ðøćýÝćÖÿĆÝóÝîŤÖćøđúČĂÖĒúąĕéšĔĀšđÜČęĂîĕ×

ìĊęìĈĔĀšđàêéĆÜÖúŠćüÿćöćøëđðøĊ÷ïđìĊ÷ïÖĆîĕéš

õćÙüĉßć ÙèĉêýćÿêøŤĒúą

üĉì÷ćÖćøÙĂöóĉüđêĂøŤ

úć÷öČĂßČęĂîĉÿĉê Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

ÿć×ćüĉßć ÙèĉêýćÿêøŤ úć÷öČĂßČęĂ ĂYìĊęðøċÖþćĀúĆÖ Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
ðŘÖćøýċÖþć l9fl

damsire
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PP 9Okk9zfzlk- K�DQ` K�i?2K�iB+b

F2vrQ`/b- �tBQK Q7 +?QB+2 g +�`/BM�H g T2`Kmi�iBQM

DmFF`B/ MmMi�b`B - i?2 +�`/BM�HBiv Q7 i?2 T2`Kmi�iBQMb

QM � b2i rBi? 7BMBi2 MQMA7Bt2/ TQBMibY �/pBbQ` - �bbQ+Y

T`Q7Y TBKT2M p2DD�DBp�. T@Y/Y. le UUY

BN j@3 x3aL3IRA7a�NG3I c3j j@3Raw Vx7W sCj@ j@3 �uCRL R8 +@RC,3 V�+W. j@3

c3j R8 cn$c3jc R8 X. P(X). �N0 j@3 c3j R8 U3aLnj�jCRNc RN X. S(X). @�q3 j@3 c�L3

,�a0CN�ICjw 8Ra �Nw CN~NCj3 c3j XY /�scRN �N0 ?Rs�a0 c@Rs30 j@�j sCj@Rnj �+.

s3 ,�NNRj ,RN,In03 �Nw a3I�jCRNc@CU $3js33N j@3c3 ,�a0CN�IcY ?�I$3Cc3N �N0 b@3A

I�@ c@Rs30. CN x7. j@�j |~N(X)| < |P(X)| 8Ra �Nw CN~NCj3 c3j X. s@3a3 ~N(X) Cc

j@3 c3j R8 ~NCj3 cn$c3jc R8 XY rCj@ �+. |~N(X)| = |S~N(X)| 8Ra �Nw CN~NCj3 c3j X.

s@3a3 S~N(X) Cc j@3 c3j R8 U3aLnj�jCRNc RN X sCj@ ~NCj3 NRNA~u30 URCNjcY ?RsA

3q3a. CN ,RNja�cj sCj@ j@3 a3I�jCRN $3js33N |~N(X)| �N0 |P(X)|. i�,@jcCc c@Rs30 j@�j

|S~N(X)| != |S(X)| Cc NRj UaRq�$I3 CN x7 8Ra �N �a$Cja�aw CN~NCj3 c3j XY BN j@Cc UaRE3,j.

s3 cjn0w a3I�jCRNc@CU $3js33N |~N(X)| �N0 |S~N(X)| 8Ra �N CN~NCj3 c3j X CN j@3 �$A

c3N,3 R8 �+ �N0 <Cq3 cRL3 ,RN0CjCRNc j@�j L�G3 j@3L ,RLU�a�$I3Y

/3U�ajL3Nj- K�j@3L�jC,c �N0 +RLA

Unj3a b,C3N,3c

bjn03Njȕc bC<N�jna3 Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

7C3I0 R8 bjn0w- K�j@3L�jC,c �0qCcRaȕc bC<N�jna3 Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
�,�03LC, v3�a- lzSO

Finn
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�,GNRsI30<3L3Njc

B sRnI0 ICG3 jR j@�NG Lw �0qCcRa. �ccR,C�j3 TaR83ccRa TCLU3N p3EE�ECq�. 8Ra
<nC0CN< Lw UaRE3,j. <CqCN< cRL3 $�,G<aRnN0 GNRsI30<3c �N0 cn<<3cjCRNcY �IcR B
sRnI0 ICG3 jR j@�NG �ccR,C�j3 TaR83ccRa T@C,@3j +@�R@� �N0 �j@CU�j i@�LaRN<j@A
�Nw�I�G 8Ra $3CN< L3L$3ac R8 j@3 UaRE3,j ,RLLCjj33Y KRa3Rq3a. B sRnI0 ICG3 jR
j@�NG ?Cc K�E3cjw FCN< K�@� p�ECa�IRN<GRaN #R0CN0a�03$�w�q�a�N<GnN 8Ra <CqA
CN< L3 j@3 c,@RI�ac@CU CN jsR Ua3qCRnc c3L3cj3acY 7CN�IIw. B sRnI0 ICG3 jR j@�NG Lw
8�LCIw q3aw Ln,@ 8Ra cnUURajCN< L3Y i@Cc UaRE3,j Cc 8nN030 $w ?Cc K�E3cjw FCN<
K�@� p�ECa�IRN<GRaN #R0CN0a�03$�w�q�a�N<GnN �N0 /3U�ajL3Nj R8 K�j@3L�jC,c
�N0 +RLUnj3a b,C3N,3. 7�,nIjw R8 b,C3N,3. +@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjwY



+QMi2Mib
T�<3

�$cja�,j Vi@�CW Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Cq

�$cja�,j V2N<ICc@W Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y q

�,GNRsI30<3L3Njc Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y qC

+RNj3Njc Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y qCC

S BNjaR0n,jCRN Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S

l Ta3ICLCN�aC3c Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y l
lYS +�a0CN�I NnL$3ac Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y l
lYl �uCRL R8 +@RC,3 Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y :
lYk +�a0CN�I NnL$3ac sCj@Rnj �+ Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y f
lY: r3�G 8RaLc R8 �+ Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y f

k K�CN `3cnIjc Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y 4

`383a3N,3c Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S9

�UU3N0Cu Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Sf

�UU3N0Cu B TaRE3,j TaRURc�I Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Sf

#CR<a�U@w Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y lz



+@�Uj3a B

BMi`Q/m+iBQM
7aRL @C<@ c,@RRI L�j@3L�jC,c. s3 GNRs j@�j j@3 ,�a0CN�ICjw R8 j@3 URs3a

c3j R8 � ~NCj3 c3j A sCj@ |A| = n Cc 2n �N0 j@3 ,�a0CN�ICjw R8 j@3 U3aLnj�jCRNc RN
A. 03NRj30 $w S(A). Cc n! s@C,@ Cc <a3�j3a j@�N 2n 8Ra �II N�jna�I NnL$3ac n ≥ 4Y
bnaUaCcCN<Iw. 8Ra j@3 ,�c3 j@�j A Cc �N CN~NCj3 c3j. CN j@3 x3aL3IRA7a�3NG3I c3j j@3Raw
Vx7W sCj@ j@3 �uCRL R8 +@RC,3 V�+W. j@3c3 jsR ,�a0CN�Ic �a3 3\n�IY ?Rs3q3a. 3�,@
R8 Ȓ|S(A)| < |P(A)|ȓ. Ȓ|P(A)| < |S(A)|ȓ. �N0 Ȓ|S(A)| �N0 |P(A)| �a3 NRj ,RLU�a�$I3ȓ
8Ra cRL3 CN~NCj3 c3j A Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ x7Y

r3 ,RNcC03a j@3 c3j R8 �II ~NCj3 cn$c3jc R8 � c3j A. 03NRj30 $w ~N(A). �N0 j@3
c3j R8 �II U3aLnj�jCRNc RN A sCj@ ~NCj3 NRNA~u30 URCNjc. 03NRj30 $w S~N(A)Y BN 8�,j.
|A| = |~N(A)| = |S~N(A)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc A CN j@3 x3aL3IRA7a�3NG3I c3j j@3Raw
sCj@ �uCRL R8 +@RC,3 Vx7+WY

#w j@3 s3IIAGNRsN +�NjRaȕc j@3Ra3L. s@C,@ Cc UaRq�$I3 CN x7. s3 GNRs j@�j
|A| < |P(A)| 8Ra �Nw c3j AY i@nc. CN x7+. 8Ra �II CN~NCj3 c3jc A.

|A| = |~N(A)| = |S~N(A)| < |P(A)| = |S(A)|.

rCj@Rnj �+. |A| ≤ |~N(A)| 8Ra �II c3jc A $nj Ȓ|A| = |~N(A)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc
Aȓ ,�NNRj $3 UaRq30 Vc33 ):*WY BN SOO:. ?�I$3Cc3N �N0 b@3I�@ CLUaRq30 +�NjRaȕc
j@3Ra3L 8Ra CN~NCj3 c3jc $w c@RsCN<. CN x7. j@�j |~N(A)| < |P(A)| 8Ra �II CN~NCj3
c3jc � Vc33 )k*WY QN j@3 Rj@3a @�N0. Ȓ|S~N(A)| != |S(A)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc Aȓ Cc NRj
UaRq�$I3 CN x7 Vc33 )f*WY

BN j@Cc UaRE3,j. s3 <Cq3 cRL3 ,RN0CjCRNc R8 �N CN~NCj3 c3j X �c s3II �c cRL3
s3�G 8RaLc R8 �+ j@�j L�G3 |~N(X)| �N0 |S~N(X)| ,RLU�a�$I3 CN x7Y 7Cacj. s3 <Cq3
cRL3 $�,G<aRnN0 �$Rnj c3j j@3Raw CN +@�Uj3a BBY M3s a3cnIjc �a3 CN +@�Uj3a BBBY



+@�Uj3a BB

T`2HBKBM�`B2b
�j ~acj. ;Y +�NjRa 03~N30 c3jc �c ,RII3,jCRNc R8 R$E3,jc $nj j@Cc I3�0c jR U�a�A

0Ru3cY QN3 s�w jR �qRC0 j@3c3 UaR$I3Lc Cc jR nc3 �N �uCRL�jC, L3j@R0 �N0 I3j c3jc
$3 nN03~N30Y i@Cc cwcj3L Cc ,�II30 �N �uCRL�jC, c3j j@3RawY MRs�0�wc. x3aL3IRA
7a�NG3I c3j j@3Raw Vx7W sCj@ j@3 �uCRL R8 ,@RC,3 V�+W Cc j@3 LRcj �,,3Uj30 �uA
CRL�jC, c3j j@3RawY BN j@Cc UaRE3,j. Rna sRaG Cc 0RN3 CN x7Y

BN j@Cc ,@�Uj3a. s3 <Cq3 cRL3 $�,G<aRnN0 RN c3j j@3RawY TaRR8c R8 �II j@3Ra3Lc
sCII $3 RLCjj30Y i@3w ,�N $3 8RnN0 CN )l*Y

lYS +�a0CN�I NnL$3ac
BNjnCjCq3Iw. � ,�a0CN�I VNnL$3aW Cc � NnL$3a nc30 jR L3�cna3 j@3 cCy3 R8 � c3j.

CY3Y j@3 NnL$3a R8 �II 3I3L3Njc R8 � c3jY /3NRj3 j@3 ,�a0CN�I NnL$3a R8 � c3j X $w
|X|Y +�a0CN�Ic �a3 03~N30 cR j@�j 8Ra �Nw c3jc X �N0 Y . |X| = |Y | ↔ X ≈ Y . s@3a3
X ≈ Y L3�Nc j@3a3 Cc � $CE3,jCRN 8aRL X RNjR Y Y

/3~NCjCRNY M�jna�I NnL$3ac �a3 ,RNcjan,j30 �c 8RIIRsc-
0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, . . .

H3j ω $3 j@3 c3j R8 �II N�jna�I NnL$3acY

/3~NCjCRNY H3j X $3 � c3jY B8 X ≈ n 8Ra cRL3 n ∈ ω. X Cc c�C0 jR $3 ~NCj3 �N0 03~N3
|X| = nY B8 X Cc NRj ~NCj3. j@3N X Cc c�C0 jR $3 CN~NCj3Y r3 ,�II |X| � ~NCj3 ,�a0CN�I
C8 X Cc ~NCj3d Rj@3asCc3. |X| Cc �N CN~NCj3 ,�a0CN�IY

MRj3Y 2q3aw ~NCj3 ,�a0CN�I Cc � N�jna�I NnL$3a �N0 qC,3Aq3ac�Y



k

MRj�jCRNY 7Ra �Nw c3jc X �N0 Y . I3j

SY P(X) $3 j@3 c3j R8 �II cn$c3jc R8 X.

lY ~N(X) $3 j@3 c3j R8 �II ~NCj3 cn$c3jc R8 X.

kY S(X) = {f |f : X → X Cc � $CE3,jCRN}.

:Y S~N(X) = {f |f : X → X Cc � $CE3,jCRN sCj@ ~NCj3 NRNA~u30 URCNjc}.

9Y XY = {f | f : Y → X}Y

H3LL� lYSYSY 7Ra �Nw ,�a0CN�Ic κ �N0 λ. j@3a3 �a3 c3jc X �N0 Y cn,@ j@�j |X| = κ.
|Y | = λ. �N0 X ∩ Y = ∅Y

/3~NCjCRNY H3j X �N0 Y $3 c3jc �N0 κ = |X| �N0 λ = |Y |Y /3~N3

SY κ+ λ = |X ∪ Y | s@3a3 X ∩ Y = ∅.

lY κ · λ = |X × Y |.

kY κλ = |XY |Y

MRj3Y 7aRL j@3 �$Rq3 03~NCjCRN. s3 @�q3 j@�j 8Ra �Nw ,�a0CN�I κ �N0 �Nw N�jna�I
NnL$3a n.

κ0 = 1 �N0 κn+1 = κ · κnY

i@3Ra3L lYSYlY 7Ra �Nw c3j X. |P(X)| = 2|X|Y

i@3Ra3L lYSYkY H3j κ. λ. �N0 µ $3 ,�a0CN�IcY i@3N

SY κ+ λ = λ+ κ.

lY (κ+ λ) + µ = κ+ (λ+ µ).

kY κ · λ = λ · κ.

:Y (κ · λ) · µ = κ · (λ · µ).

9Y κ · (λ+ µ) = (κ · λ) + (κ · µ).



:

fY κλ+µ = κλ · κµ.

eY (κ · λ)µ = κµ · λµ.

4Y (κλ)µ = κλ·µY

/3~NCjCRNY H3j X �N0 Y $3 c3jc �N0 κ = |X| �N0 λ = |Y |Y i@3N s3 c�w

SY κ ≤ λ C8 j@3a3 Cc �N CNE3,jCRN 8aRL X CNjR Y .

lY κ < λ C8 κ ≤ λ $nj κ != λY

i@3Ra3L lYSY:Y ≤ U�ajC�IIw Ra03ac j@3 ,�a0CN�I NnL$3acY

i@3Ra3L lYSY9Y H3j κ. λ. �N0 µ $3 ,�a0CN�Ic cn,@ j@�j κ ≤ λ

SY κ+ µ ≤ λ+ µ.

lY κ · µ ≤ λ · µ.

kY κµ ≤ λµ.

:Y µκ ≤ µλ. C8 κ != 0 Ra µ != 0Y

i@3Ra3L lYSYfY +�NjRaȕc j@3Ra3L
7Ra �Nw ,�a0CN�I κ.

κ < 2κY

i@3Ra3L lYSYeY 7Ra �II N�jna�I NnL$3a n ≥ 4.

|P(X)| = 2n < n! = |S(X)|.

s@3a3 X Cc � c3j sCj@ |X| = nY

lYl �uCRL R8 +@RC,3
/3~NCjCRNY � ,@RC,3 8nN,jCRN f 8Ra � c3j X Cc � 8nN,jCRN f : X\{∅} →

⋃
X cn,@ j@�j

8Ra �Nw x ∈ X\{∅}. f(x) ∈ xY

i@3 8RIIRsCN< cj�j3L3Njc �a3 3\nCq�I3Nj 8RaLc R8 j@3 �uCRL R8 +@RC,3 V�+WY



9

SY r3IIARa03aCN< i@3Ra3L- 2q3aw c3j ,�N $3 s3IIARa03a30Y

lY +�a0CN�I +RLU�a�$CICjw- 7Ra �Nw ,�a0CN�I NnL$3ac κ �N0 λ. κ ≤ λ Ra λ ≤ κY

kY 2q3aw c3j @�c � ,@RC,3 8nN,jCRNY

:Y 7Ra 3q3aw CN~NCj3 ,�a0CN�I κ. κ2 = κY

i@3 8RIIRsCN< j@3Ra3Lc �a3 ,RNc3\n3N,3c R8 �+Y

i@3Ra3L lYlYSY �$cRaUjCRN H�s R8 �aCj@L3jC,
7Ra �Nw ,�a0CN�Ic κ �N0 λ R8 s@C,@ �j I3�cj RN3 Cc CN~NCj3.

SY κ+ λ = L�u{κ,λ}.

lY κ · λ = L�u{κ,λ} C8 LCN{κ,λ} != 0Y

i@3Ra3L lYlYlY 7Ra �Nw ,�a0CN�Ic κ �N0 λ. C8 X Cc � c3j cn,@ j@�j |X| = κ �N0 3�,@
3I3L3Nj R8 X @�c ,�a0CN�ICjw I3cc j@�N Ra 3\n�I jR γ. j@3N

|
⋃

X| ≤ κ · γY

i@3Ra3L lYlYkY H3j X $3 �N CN~NCj3 c3jY i@3N

|P(X)| = |S(X)|Y

i@3Ra3L lYlY:Y H3j X $3 �N CN~NCj3 c3jY i@3N

|X| = |~N(X)| = |S~N(X)|Y

+RaRII�aw lYlY9Y H3j X $3 �N CN~NCj3 c3jY i@3N

|X| = |~N(X)| = |S~N(X)| < |P(X)| = |S(X)|Y

KRa3 03j�CIc RN �+ ,�N $3 8RnN0 CN )f*Y



f

lYk +�a0CN�I NnL$3ac sCj@Rnj �+
/3~NCjCRNY �N �I3U@ Cc j@3 ,�a0CN�I R8 �N CN~NCj3 s3IIARa03a30 c3jY

MRj3 j@�j. sCj@ �+. 3q3aw c3j ,�N $3 s3IIARa03a30Y i@3a38Ra3 �+ Cc 3\nCq�I3Nj
jR Ȓ3q3aw CN~NCj3 ,�a0CN�I Cc �N �I3U@ȓY BN j@3 �$c3N,3 R8 �+. �Nw jsR �I3U@c �a3
,RLU�a�$I3 �N0 c�jCc8w �$cRaUjCRN I�s R8 �aCj@L3jC,Y

/3~NCjCRNY H3j ℵ0 = |ω| �N0 ℵ1 $3 j@3 I3�cj �I3U@ <a3�j3a j@�N ℵ0Y

/3~NCjCRNY � c3j X Cc ,RnNj�$I3 C8 |X| ≤ ℵ0Y � c3j X Cc 03NnL3a�$I3 Ra ,RnNj�$Iw
CN~NCj3 C8 |X| = ℵ0

i@3Ra3L lYkYSY SY |~N(ω)| = |S~N(ω)| = ℵ0Y

lY ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0Y

+�a0CN�I +RLU�a�$CICjw Cc 3\nCq�I3Nj jR �+Y i@3a38Ra3. sCj@Rnj �+. s3 ,�NA
NRj <n�a�Nj33 s@3j@3a jsR ,�a0CN�Ic �a3 ,RLU�a�$I3 Ra NRj. CN U�ajC,nI�a. CN~NCj3
,�a0CN�Ic L�w NRj $3 ,RLU�a30 sCj@ ℵ0Y

/3~NCjCRNY � c3j X Cc ,�II30 /303GCN0ACN~NCj3 C8 ℵ0 ≤ |X|d Rj@3asCc3. X Cc ,�II30 �
/303GCN0A~NCj3 c3jY

MRj3Y 2q3aw /303GCN0ACN~NCj3 c3j Cc CN~NCj3 $nj j@3 ,RNq3ac3 Cc NRj N3,3cc�aCIw jan3
sCj@Rnj �+Y

lY: r3�G 8RaLc R8 �+
2q3N j@Rn<@ �+ Cc 3\nCq�I3Nj jR L�Nw CLURaj�Nj j@3Ra3Lc. 8Ra 3u�LUI3.

xRaNȕc I3LL�. iw,@RNR{ȕc j@3Ra3L. �N0 Ȓ3q3aw q3,jRa cU�,3 @�c � $�cCcȓ. Cj �IcR
I3�0c jR cRL3 ,RnNj3aCNjnCjCq3 a3cnIjc cn,@ �c #�N�,@Ai�acGC U�a�0RuY i@nc cRL3
L�j@3L�jC,C�Nc �qRC0 ncCN< �+ �N0 cRL3jCL3c nc3 s3�G3a 8RaLc R8 �+ CNcj3�0Y

i@3 8RIIRsCN< s3�G ,@RC,3 UaCN,CUI3c �a3 a3I3q�Nj jR Rna sRaGY

SY �+<ℵ0
- 2q3aw 8�LCIw R8 ~NCj3 c3jc @�c � ,@RC,3 8nN,jCRNY



e

lY /A~N- 2q3aw CN~NCj3 c3j Cc /303GCN0ACN~NCj3Y

kY 2m = m- 7Ra �Nw CN~NCj3 ,�a0CN�I m. 2m = mY

`3I�jCRNc �LRN< j@3c3 s3�G 8RaLc �a3 �c 8RIIRsc-

Ë 2m = m CLUIC3c /A~N $nj j@3 ,RNq3ac3 Cc NRj UaRq�$I3 CN x7Y BN Rj@3a sRa0c.
/A~N Cc s3�G3a j@�N 2m = mY

Ë Bj Cc NRj UaRq�$I3 CN x7 j@�j �+<ℵ0
CLUIC3c /A~NY �c � a3cnIj. Ȓ�+<ℵ0

CLUIC3c
2m = mȓ Cc NRj UaRq�$I3 �c s3IIY

Ë Bj Cc nNGNRsN s@3j@3a 2m = m CLUIC3c �+<ℵ0
Ra NRjY

i@3 �$Rq3 a3cnIjc �a3 8aRL )9*Y



+@�Uj3a BBB

K�BM `2bmHib
BN )S*. /�scRN �N0 ?Rs�a0 UaRq30 j@�j 8Ra 3q3aw c3j X. C8 |X| = 2|X|. j@3N

|P(X)| ≤ |S(X)| �N0 C8 |X| = |X|2. j@3N |P(X)| ≥ |S(X)|Y bCN,3 Ȓ|X| = |X|2 8Ra �Nw
CN~NCj3 c3j Xȓ Cc �N 3\nCq�I3Nj 8RaL R8 �+ �N0 Ȓ|X| = 2|X| 8Ra �Nw CN~NCj3 c3j Xȓ
Cc � s3�G3a 8RaL R8 �+. C8 �+ Cc �ccnL30. |P(X)| = |S(X)| 8Ra �Nw CN~NCj3 c3j XY

?Rs3q3a. j@3w �IcR UaRq30 j@�j 3�,@ R8 Ȓ|S(X)| < |P(X)|ȓ. Ȓ|P(X)| < |S(X)|ȓ.
�N0 Ȓ|S(X)| �N0 |P(X)| �a3 NRj ,RLU�a�$I3ȓ 8Ra cRL3 CN~NCj3 c3j X Cc ,RNcCcj3Nj
sCj@ x7Y i@nc. sCj@Rnj �+. s3 ,�NNRj ,RN,In03 �Nw a3I�jCRNc@CU $3js33N P(X) �N0
S(X) 8Ra �N �a$Cja�aw CN~NCj3 c3j XY

BN )k*. ?�I$3Cc3N �N0 b@3I�@ CLUaRq30 +�NjRaȕc j@3Ra3L 8Ra CN~NCj3 c3jc $w
c@RsCN<. CN x7. j@�j |~N(X)| < |P(X)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc XY i@Cc CLUIC3c j@�j. CN
j@3 �$c3N,3 R8 �+. |X| ≤ |~N(X)| < |P(X)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc XY BN ):*. j@3w �IcR
c@Rs30 j@�j j@3 cj�j3L3Nj Ȓ|X| = |~N(X)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc Xȓ ,�NNRj $3 UaRq30
CN x7Y

QN j@3 Rj@3a @�N0. CN )e*. i�,@jcCc UaRq30 j@�j j@3 cj�j3L3Nj Ȓ|S~N(A)| != |S(A)|

8Ra �II CN~NCj3 c3jc Aȓ Cc NRj UaRq�$I3 CN x7Y
BN j@Cc ,@�Uj3a. s3 c@�II <Cq3 ,RN0CjCRNc j@�j L�G3 jsR ,�a0CN�Ic |~N(X)| �N0

|S~N(X)| ,RLU�a�$I3 8Ra �N CN~NCj3 c3j XY
7Cacj. s3 <Cq3 ,RN0CjCRNc j@�j L�G3 |~N(X)| ≤ |S~N(X)| 8Ra �N CN~NCj3 c3j XY

7Ra j@3 ~acj ,RN0CjCRN. s3 N330 j@3 8RIIRsCN< 03~NCjCRNcY

/3~NCjCRNY 7Ra � 8nN,jCRN f RN � c3j X. s3 03~N3 fn : X → X a3,nacCq3Iw $w

f0 = C0X �N0 fn+1 = f ◦ fnY

/3~NCjCRNY 7Ra � $CE3,jCRN f RN � c3j X. s3 03~N3 f−n = (f−1)n 8Ra �II n ∈ ωY

/3~NCjCRNY 7Ra � $CE3,jCRN f RN � c3j X. s3 03~N3 � a3I�jCRN ∼f RN X �c 8RIIRsc-

a ∼f b C{ b = fn(a) 8Ra cRL3 n ∈ ZY



O

MRj3Y 7Ra �Nw $CE3,jCRN f RN � c3j X. ∼f Cc �N 3\nCq�I3N,3 a3I�jCRN RN XY KRa3Rq3a.
8Ra x ∈ X. C8 [x]∼f Cc ~NCj3. j@3N [x]∼f = {x, f(x), ..., fn(x)} 8Ra cRL3 n ∈ ω �N0 C8
[x]∼f Cc CN~NCj3. j@3N [x]∼f = {fn(x)|n ∈ Z}. cR |[x]∼f | = ℵ0Y

MRj�jCRNY H3j X $3 � c3j. n ∈ ω $3 � N�jna�I NnL$3a <a3�j3a j@�N 1. �N0 x1, x2, ..., xn

$3 0CcjCN,j 3I3L3Njc R8 XY r3 saCj3 (x1;x2; ...;xn) 8Ra j@3 ,w,IC, U3aLnj�jCRN

{(x1, x2), (x2, x3), ..., (xn, x1)} ∪ C0X\{x1,...,xn}.

H3LL� kYSY H3j t $3 �N CN~NCj3 c3jY B8 j@3a3 Cc � $CE3,jCRN f : X → X cn,@ j@�j f2

�N0 f3 @�q3 ~NCj3 ~u30 URCNjc. j@3N j@3a3 Cc � $CE3,jCRN g : X → X cn,@ j@�j g2 �N0
g3 @�q3 NR ~u30 URCNjcY

TaRR8Y �ccnL3 j@3a3 3uCcjc � $CE3,jCRN f �c CN j@3 j@3Ra3LY H3j F = {a ∈ X|f2(a) = a

Ra f3(a) = a}Y bCN,3 F Cc ~NCj3 �N0 X Cc CN~NCj3. j@3a3 Cc � ,I�cc [x]∼f cn,@ j@�j
|[x]∼f | ≥ 4Y i@3N. [x]∼f ∩ F = ∅Y bCN,3 [x]∼f Cc ,RnNj�$I3. 4 ≤ |[x]∼f ∪ F | ≤ ℵ0Y

+�c3 S- |[x]∼f ∪ F | < ℵ0Y
H3j {a1, a2, ..., an} $3 �N 3NnL3a�jCRN R8 [x]∼f ∪ F Y /3~N3

g = (f ! (X\{a1, ..., an}) ∪ C0[x]∼f
∪F ) ◦ (a1; a2; ...; an)Y

+I3�aIw. g2 �N0 g3 @�q3 NR ~u30 URCNjcY
+�c3 l |[x]∼f ∪ F | = ℵ0Y
H3j {ai|i ∈ Z} $3 �N 3NnL3a�jCRN R8 [x]∼f ∪F Y /3~N3 g : X → X $w g(x) = f(x)

C8 x /∈ {ai|i ∈ Z} �N0 g(ai) = ai+1 8Ra �II i ∈ ZY +I3�aIw. g2 �N0 g3 @�q3 NR ~u30
URCNjcY

i@3Ra3L kYlY H3j X $3 �N CN~NCj3 c3jY B8 j@3a3 3uCcjc � $CE3,jCRN f : X → X cn,@
j@�j f2 �N0 f3 @�q3 ~NCj3 ~u30 URCNjc. j@3N |~N(X)| ≤ |S~N(X)|.

TaRR8Y �ccnL3 j@3a3 3uCcjc � $CE3,jCRN f �c CN j@3 j@3Ra3LY #w H3LL� kYS. j@3a3
3uCcjc � $CE3,jCRN g : X → X cn,@ j@�j g2 �N0 g3 @�q3 NR ~u30 URCNjcY r3 saCj3 [x]∼g

�c [x] 8Ra �II x ∈ XY MRj3 j@�j. cCN,3 g2 �N0 g3 @�q3 NR ~u30 URCNjc. |[x]| ≥ 4 8Ra �II
x ∈ XY

7Ra 3�,@ x ∈ X. s3 03~N3 � 8nN,jCRN g[x] : ~N([x]) → S~N([x]) $w

g[x](∅) = C0[x]



Sz

g[x]({a}) = (g(a); g3(a); g2(a))

g[x]({a, gn1(a), ..., gnl(a)}) = (a; gn1(a); ...; gnl(a)).

s@3a3 1 ≤ l < |[x]| �N0 1 ≤ n1 < n2 < ... < nl < |[x]|Y

+I�CL S- g[x] Cc s3IIA03~N30 8Ra 3�,@ x ∈ XY
H3j x ∈ X �N0 Y ∈ ~N([x])Y B8 Y Cc ∅ Ra � cCN<I3jRN. Cj Cc ,I3�a j@�j g[x](Y ) ,�N

$3 nNC\n3Iw 03j3aLCN30Y
7Ra j@3 I�cj ,�c3. |Y | = l + 1 8Ra cRL3 1 ≤ l < |[x]| �N0 I3j Y = {a, a1, ..., al} =

{b, b1, ..., bl}. s@3a3 a, a1, ..., al �N0 b, b1, ..., bl �a3 jsR 0CcjCN,j 3NnL3a�jCRNc R8 Y Y
bCN,3 8Ra �Nw N�jna�I NnL$3a 1 ≤ i ≤ l. a �N0 ai �a3 CN j@3 c�L3 3\nCq�I3N,3 ,I�cc.
ai = gn

′
i(a) 8Ra cRL3 n′

i < |[x]|Y MRs. s3 �aa�N<3 n′
1, ..., n

′
l CN �N CN,a3�cCN< Ra03a. c�w

n1, ..., nlY i@3a38Ra3. Y = {a, gn1(a), ..., gnl(a)} s@3a3 1 ≤ n1 < n2 < ... < nl < |[x]|Y
bCLCI�aIw 8Ra j@3 c3j {b, b1, ..., bl}. Y = {b, gm1(b), ..., gml(b)} 8Ra cRL3 1 ≤ m1 < m2 <

... < ml < |[x]|Y
bCN,3 b ∈ Y �N0 a, a1, ..., al �N0 b, b1, ..., bl �a3 0CcjCN,j 3NnL3a�jCRNc. j@3a3 3uA

Ccjc � N�jna�I NnL$3a 0 < k ≤ l cn,@ j@�j b = gnk(a)Y MRj3 j@�j 8Ra �Nw i ≤ l.
�LRN< j@3 3I3L3Njc R8 Y . gni+1(a) �UU3�ac ~acj CN j@3 c3\n3N,3 gni+1(a), gni+2(a), ....
cCLCI�aIw 8Ra gmj+1(b) V@3a3. n0 = 0 = m0WY bCN,3 gnk(a) = b. j@3 c3\n3N,3c
gnk+1(a), gnk+2(a), ... �N0 gm0+1(b), gm0+2(b), ... �a3 C03NjC,�I. cR gnk+1(a) = gm1(b)Y
#w CN0n,jCRN. s3 ,�N c@Rs j@�j gnk+i(a) = gmi(b) 8Ra �II i ≤ l − kY bCN,3 k != 0.
a ∈ Y \{b, gm1(b), ..., gml−k(b)}. cR a = gmr(b) 8Ra cRL3 l − k + 1 ≤ r ≤ lY #w j@3
c�L3 UaR,3cc �c 03c,aC$30 �$Rq3. s3 @�q3 j@�j gni(a) = gmr+i(b) 8Ra �II i < k s@3a3
r+ i ≤ lY ?3N,3 r ≤ l− k+1. cR r = l− k+1Y i@nc j@3 c3\n3N,3c a, gn1(a), ..., gnl(a)

�N0 gml−k+1(b), gml−k+2(b), ..., gml(b), b, gm1(b), ..., gml−k(b) �a3 C03NjC,�IY ?3N,3.

(a; gn1(a); ...; gnl(a)) = (gml−k+1(b); gml−k+2(b); ...; gml(b); b; gm1(b); ...; gml−k(b))

= (b; gm1(b); ...; gml(b)).

+I�CL l- g[x] Cc CNE3,jCq3 8Ra 3�,@ x ∈ XY
H3j Y, Z ∈ ~N([x]) $3 cn,@ j@�j Y != ZY rCj@Rnj IRcc R8 <3N3a�ICjw. �ccnL3 j@3a3

Cc � y ∈ Y \ZY B8 Z = ∅. j@3N g[x](Z) = C0[x] != g[x](Y )Y
MRs. cnUURc3 Z != ∅Y



SS

+�c3 S Y = {y}Y
i@3N g[x](Y ) = (g(y); g3(y); g2(y))Y
+�c3 SYS Z = {z}Y
i@3N y != z �N0 g[x](Z) = (g(z); g3(z); g2(z))Y bCN,3 g Cc CNE3,jCq3. g(y) != g(z)Y B8

y = g(z). j@3N g[x](Z)(y) = g3(z) = g2(y)Y B8 y = g2(z). j@3N g[x](Z)(y) = g(z)Y bCN,3 g2

V�N0 @3N,3 gW @�c NR ~u30 URCNjc. 8aRL $Rj@ ,�c3c. g[x](Y )(y) = y != g[x](Z)(y)Y Qj@A
3asCc3 g(y) /∈ {g(z), g2(z), g3(z)}Y ?3N,3 g[x](Y )(g(y)) = g3(y) != g(y) = g[x](Z)(g(y))Y

+�c3 SYl |Z| > 1Y
i@3N g[x](Z) Cc � ,w,IC, U3aLnj�jCRN s@C,@ U3aLnj3c 3q3aw 3I3L3Nj CN ZY
B8 Z = {g(y), g2(y), g3(y)}. j@3N g[x](Y )(g(y)) = g3(y) != g2(y) = g[x](Z)(g(y))Y
Qj@3asCc3. ,I3�aIw g[x](Y ) != g[x](Z)Y
+�c3 l |Y | > 1Y
�c CN j@3 ,�c3 SYl. C8 |Z| = 1. j@3N g[x](Y ) != g[x](Z)Y
bnUURc3 |Z| > 1Y bCN,3 y ∈ Y \Z s@3a3 g[x](Y ) U3aLnj3c 3q3aw 3I3L3Nj CN Y .

g[x](Y )(y) != y = g[x](Z)(y)Y ?3N,3 g[x](Y ) != g[x](Z)Y

r3 03~N3 � 8nN,jCRN G : ~N(X) → S~N(X) $w G(∅) = C0X �N0

G(S) = g[s1](S ∩ [s1]) ◦ g[s2](S ∩ [s2]) ◦ ...g[sn](S ∩ [sn]).

s@3a3 S != ∅ �N0 {[x] ∈ X/∼|[x]∩S != ∅} = {[s1], [s2], ..., [sn]}Y bCN,3 8Ra 1 ≤ i ≤ k. g[si]
RNIw U3aLnj3c ~NCj3Iw L�Nw 3I3L3Njc CN j@3 ,I�cc [si] �N0 j@3c3 ,I�cc3c �a3 U�CasCc3
0CcERCNj. G Cc s3IIA03~N30Y 7CN�IIw. s3 c@Rs j@�j G Cc �N CNE3,jCRNY

H3j A,B ∈ ~N(X) $3 cn,@ j@�j A != BY rCj@Rnj IRcc R8 <3N3a�ICjw. �ccnL3 j@3a3
Cc a ∈ A\BY B8 B = ∅. j@3N G(B) = C0X != G(A)Y

MRs. cnUURc3 B != ∅Y
+�c3 S [a] ∩B = ∅ Y

i@3N G(A) ! [a] = g[a](A ∩ [a]) != id[a] = G(B) ! [a]Y bR. G(A) != G(B)Y
+�c3 l [a] ∩B != ∅ Y

H3j b ∈ [a] ∩ BY MRj3 j@�j a ∈ (A ∩ [a])\(B ∩ [a])Y bCN,3 g[a] Cc CNE3,jCq3. G(A) ! [a] =

g[a](A ∩ [a]) != g[a](B ∩ [a]) = G(B) ! [a]Y bR. G(A) != G(B)Y

+RaRII�aw kYkY mN03a 2m = m. |~N(X)| ≤ |S~N(X)| 8Ra �Nw CN~NCj3 c3j XY



Sl

TaRR8Y �ccnL3 2m = m �N0 I3j X $3 �N CN~NCj3 c3jY i@3N |X| Cc �N CN~NCj3 ,�a0CN�I
�N0 |4×X| = 4|X| = 2(2|X|) = 2|X| = |X|Y H3j g : 4×X → X $3 � $CE3,jCRNY /3~N3
f : X → X $w f(x) = (g◦((0, y); ...; (3, y))◦g−1)(x) C8 x = g(k, y) 8Ra cRL3 (k, y) ∈ 4×XY
i@�j Cc f(g(k, y)) = g(k + 1, y) 8Ra �II k < 3. �N0 f(g(3, y)) = g(0, y) 8Ra �II y ∈ XY
i@3N f Cc � $CE3,jCRN �N0 8Ra 3�,@ x ∈ X. [x]∼f = {g(0, y), g(1, y), g(2, y), g(3, y)} C8
x = g(k, y) 8Ra cRL3 k < 4 �N0 y ∈ XY bCN,3 |[x]∼f | = 4 8Ra �II x ∈ X. f2 �N0 f3 @�q3
NR ~u30 URCNjcY #w i@3Ra3L kYl. |~N(X)| ≤ |S~N(X)| �c 03cCa30Y

M3uj. s3 c@�II <Cq3 �NRj@3a a3cnIjY

i@3Ra3L kY:Y H3j X $3 �N CN~NCj3 c3jY B8 ~N(X) @�c � ,@RC,3 8nN,jCRN. j@3N
|~N(X)| ≤ |S~N(X)|.

TaRR8Y H3j X $3 �N CN~NCj3 c3j cn,@ j@�j ~N(X) @�c � ,@RC,3 8nN,jCRNY H3j Y =

{y0, y1, y2, y3} $3 � cn$c3j R8 X s@3a3 y0, y1, y2, y3 �a3 0CcjCN,jY bCN,3 ~N(X) @�c �
,@RC,3 8nN,jCRN. c�w F . 3q3aw A ∈ ~N(X) @�c � ICN3�a Ra03a <A CN0n,30 $w j@3
Ra03aCN< RN ω qC� j@3 L�U φA : |A| → A 03~N30 a3,nacCq3Iw $w φA(k) = F (A\φA[k])Y

/3~N3 Π : ~N(X) → S~N(X) $w

Π(A) =






C0X C8 A = ∅;

(a0; a1; ...; a|A|−1) C8 |A| > 1 �N0 A = {a0, a1, ..., a|A|−1}

s@3a3 ai <A ai+1 8Ra �II i < |A|− 1;

(Π(Y \{yi}))−1 C8 A = {yi} 8Ra cRL3 i ∈ {0, 1, 2, 3};

(Π({y1, y2, a}))−1 C8 A = {a} 8Ra cRL3 a ∈ X\Y.

MRj3 j@�j cCN,3 Π(Y \{yi}), s@3a3 i < 4. Cc � ,w,I3 R8 I3N<j@ 3. Π(Y \{yi}) !=

(Π(Y \{yi}))−1Y bCLCI�aIw 8Ra Π({y1, y2, a}) s@3a3 a ∈ X\Y Y Bj Cc I38j jR c@Rs j@�j
Π Cc �N CNE3,jCRNY H3j A,B ∈ ~N(X) $3 cn,@ j@�j Π(A) = Π(B) = πY B8 π = C0X . j@3N
A = B = ∅. bnUURc3 π != C0X Y i@3N M = {x ∈ X : π(x) != x} != ∅Y r3 0CcjCN<nCc@
CNjR ,�c3cY

+�c3 S M = Y \{yi} 8Ra cRL3 N�jna�I NnL$3a i < 4Y i@3N π = (Π(Y \{yi}))−1 =

Π({yi}) Ra π = Π(Y \{yi})Y bCN,3 (Π(Y \{yi}))−1 != Π(Y \{yi}). A = {yi} = B Ra
A = Y \{yi} = B.



Sk

+�c3 l M = {y1, y2, a} 8Ra cRL3 a ∈ X\Y Y i@3N π = (Π({y1, y2, a}))−1 = Π({a})

Ra π = Π({y1, y2, a})Y bCLCI�a jR j@3 �$Rq3 ,�c3. A = {a} = B Ra A = {y1, y2, a} = B.

Qj@3asCc3. s3 @�q3 π = Π(M) cR A = B = M �c 03cCa30Y

7Ra j@3 Rj@3a 0Ca3,jCRN. s3 N330 � cjaRN<3a ,RN0CjCRN j@�N j@�j CN j@3 Ua3qCRnc
j@3Ra3LY

i@3Ra3L kY9Y H3j X $3 � /303GCN0ACN~NCj3 c3jY B8 ~N(X) @�c � ,@RC,3 8nN,jCRN.
j@3N |S~N(X)| ≤ |~N(X)|Y

TaRR8Y H3jX $3 � /303GCN0ACN~NCj3 c3j cn,@ j@�j ~N(X) @�c � ,@RC,3 8nN,jCRNY bCN,3
ω × S~N(ω) ≈ ω × ω ≈ ω. j@3a3 3uCcjc �N CNE3,jCRN g : ω × S~N(ω) → XY H3j G =

g[ω × S~N(ω)] �N0 an,σ = g(n,σ) 8Ra �II n ∈ ω �N0 σ ∈ S~N(ω)Y 7Ra 3�,@ π ∈ S~N(X).
03~N3 m(π) = {x ∈ X : π(x) != x}Y

7Ra 3�,@ A ∈ ~N(X). I3j φA : |A| → A $3 03~N30 �c CN j@3 UaRR8 R8 i@3Ra3L
kY:Y `3,�II j@�j φA Cc � $CE3,jCRN s@C,@ CN0n,3c � ICN3�a Ra03a <A RN A 8Ra 3�,@
A ∈ ~N(X)Y 7CN�IIw. 8Ra π ∈ S~N(X)\{C0X}. 03~N3 π◦ = (φ−1

m(π) ◦π ◦φm(π))∪ C0ω\|m(π)|Y
i@3N π◦ : ω → ω Cc � $CE3,jCRNY bCN,3 8Ra �Nw π ∈ S~N(X). m(π) ∈ ~N(X) �N0
@3N,3 π◦ ∈ S~N(ω)Y MRj3 j@�j 8Ra �Nw 0CcjCN,j π,ψ ∈ S~N(X)\{idX}. Cj Cc URccC$I3 j@�j
π◦ = ψ◦ $nj C8 m(π) != m(ψ), j@3N π◦ != ψ◦Y

/3~N3 f : S~N(X) → ~N(X) $w f(C0X) = ∅ �N0 f(π) = m(π) ∪ {aM,π◦} 8Ra �II
π ∈ S~N(X)\{C0X} s@3a3

M =






0 C8 m(π) ∩G = ∅;

L�u{n ∈ ω : ∃σ ∈ S~N(ω)(an,σ ∈ m(π))}+ 1 Rj@3asCc3Y

r3 sCII c@Rs j@�j f Cc CNE3,jCq3Y H3j π,ψ ∈ S~N(X) $3 cn,@ j@�j f(π) = f(ψ) = F Y B8
F = ∅. j@3N π = ψ = C0X Y B8 F != ∅. j@3N F ∩G != ∅Y H3j K $3 cn,@ I�a<3cj k ∈ ω cn,@
j@�j j@3a3 3uCcjc σ ∈ S~N(ω) s@3a3 ak,σ ∈ F Y i@3N m(π) ∪ {aK,π◦} = m(ψ) ∪ {aK,ψ◦}Y
MRj3 j@�j 8Ra �Nw l ∈ ω �N0 ρ ∈ S~N(ω), C8 al,ρ ∈ m(π) ∪ m(ψ). j@3N l < kY ?3N,3
ak,π◦ = ak,ψ◦ . cR π◦ = ψ◦ = σ �N0 m(π) = F\{aK,σ} = m(ψ)Y

i@Cc CLUIC3c j@�j π(x) = x = ψ(x) 8Ra �II x ∈ X\m(π)Y Bj Cc I38j jR c@Rs j@�j
π(x) = ψ(x) 8Ra �II x ∈ m(π)Y H3j x ∈ m(π)Y i@3N φ−1

m(π)(x) < |m(π)| �N0



S:

π(x) = φm(π) ◦ π◦ ◦ φ−1
m(π)(x) = φm(ψ) ◦ ψ◦ ◦ φ−1

m(ψ)(x) = ψ(x)Y

r3 @�q3 π = ψ �c 03cCa30Y

i@nc. s3 ,�N ,RN,In03 j@3 �$Rq3 a3cnIjc CN j@3 8RIIRsCN< ,RaRII�awY

+RaRII�aw kYfY B8 s3 �ccnL3 �+<ℵ0
. j@3N |~N(X)| = |S~N(X)| 8Ra �Nw /303GCN0

CN~NCj3 c3j XY i@�j Cc. nN03a �+<ℵ0
�N0 /A~N. |~N(X)| = |S~N(X)| 8Ra �Nw CN~NCj3

c3j XY
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)S* DY rY /�scRN. DaY �N0 TY 2Y ?Rs�a0Y 7�,jRaC�I R8 CN~NCj3 ,�a0CN�Ic. U�<3c S49Ģ

SO9Y 7nN0�L3Nj� K�j@3L�jC,�3 Ok. SOefY

)l* ?Y #Y 2N03ajRNY 2I3L3Njc R8 c3j j@3RawY �,�03LC, Ta3cc. SOeeY

)k* HY DY ?�I$3Cc3N �N0 bY b@3I�@Y +RNc3\n3N,3c R8 �aCj@L3jC, 8Ra c3j j@3Raw. U�<3c
kzĢ:zY DRnaN�I R8 bwL$RIC, HR<C, 9O. SOO:Y

):* HY DY ?�I$3Cc3N �N0 bY b@3I�@Y `3I�jCRNc $3js33N bRL3 +�a0CN�Ic CN j@3
�$c3N,3 R8 j@3 �uCRL R8 +@RC,3. U�<3c lkeĢlfSY #nII3jCN R8 bwL$RIC, HR<C,
e. lzzSY

)9* TY ?Rs�a0 �N0 DY 2Y `n$CNY +RNc3\n3N,3c R8 j@3 �uCRL R8 +@RC,3. qRIA
nL3 9OY K�j@3L�jC,�I bnaq3wc �N0 KRNR<a�U@c. �L3aC,�N K�j@3L�jC,�I bRA
,C3jw. TaRqC03N,3. `B. SOO4Y

)f* iY DY D3,@Y i@3 �uCRL R8 +@RC,3Y M3s vRaG- /Rq3a Tn$IC,�jCRNc. lzz4Y

)e* 2Y i�,@jcCcY QN j@3 3uCcj3N,3 R8 U3aLnj�jCRNc R8 CN~NCj3 c3j sCj@Rnj ~u30 URCNjc
CN c3j j@3Raw sCj@Rnj ,@RC,3. U�<3c l4SĢkzzY �,j� K�j@3L�jC,� ?nN<�aC,� S9e.
lzSOY



�UU3N0Cu B

i@3 TaRE3,j TaRURc�I R8 +Rnac3 lkzSkOO TaRE3,j TaRURc�I
�,�03LC, v3�a lzSO

TaRE3,j iCjI3 Vi@�CW ÝĈîüîđßĉÜÖćøîĆï×ĂÜđàê×ĂÜÖćøđøĊ÷ÜÿĆïđðúĊę÷îïîđàê

ìĊęöĊÝčéĕöŠêøċÜÝĈîüîÝĈÖĆé

TaRE3,j iCjI3 V2N<ICc@W i@3 ,�a0CN�ICjw R8 j@3 U3aLnj�jCRNc RN � c3j
sCj@ ~NCj3 NRNA~u30 URCNjcY

TaRE3,j �0qCcRa �ccR,Y TaR8Y /aY TCLU3N p3EE�ECq�
#w KaY DnGGaC0 MnNj�caC B/ 9Okk9zfzlk

K�j@3L�jC,c. /3U�ajL3Nj R8 K�j@3L�jC,c �N0
+RLUnj3a b,C3N,3. 7�,nIjw R8 b,C3N,3.
+@nI�IRN<GRaN mNCq3acCjwY

#�,G<aRnN0 �N0 `�jCRN�I3
BN @C<@ c,@RRI L�j@3L�jC,c. 3q3awRN3 GNRsc j@�j j@3 ,�a0CN�ICjw R8 j@3

URs3a c3j R8 � ~NCj3 c3j A sCj@ |A| = n Cc 2n �N0 j@3 ,�a0CN�ICjw R8 j@3 U3aLnj�jCRNc
RN A. 03NRj30 $w S(A). Cc n! s@C,@ Cc <a3�j3a j@�N 2n 8Ra �II N�jna�I NnL$3ac n ≥ 4Y
bnaUaCcCN<Iw. 8Ra j@3 ,�c3 j@�j A Cc �N CN~NCj3 c3j. CN j@3 x3aL3IRA7a�3NG3I c3j j@3Raw
Vx7W sCj@ j@3 �uCRL R8 +@RC,3 V�+W. j@3c3 jsR ,�a0CN�Ic �a3 3\n�IY ?Rs3q3a. 3�,@
R8 Ȓ|S(A)| < |P(A)|ȓ. Ȓ|P(A)| < |S(A)|ȓ. �N0 Ȓ|S(A)| �N0 |P(A)| �a3 NRj ,RLU�a�$I3ȓ
8Ra cRL3 CN~NCj3 c3j A Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ x7Y

r3 ,RNcC03a j@3 c3j R8 �II ~NCj3 cn$c3jc R8 � c3j A. 03NRj30 $w ~N(A) �N0 j@3
c3j R8 �II U3aLnj�jCRNc RN A sCj@ ~NCj3 NRNA~u30 URCNjc. 03NRj30 $w S~N(A)Y BN 8�,j.
|A| = |~N(A)| = |S~N(A)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc A CN j@3 x3aL3IRA7a�3NG3I c3j j@3Raw
sCj@ �uCRL R8 +@RC,3 Vx7+WY

#w j@3 s3IIAGNRsN +�NjRaȕc j@3Ra3L. s@C,@ Cc UaRq�$I3 CN x7. s3 GNRs
j@�j |A| < |P(A)| 8Ra �Nw c3j AY i@nc. CN x7+. 8Ra �II CN~NCj3 c3jc A.

|A| = |~N(A)| = |S~N(A)| < |P(A)| = |S(A)|.



Se

rCj@Rnj �+. |A| ≤ |~N(A)| 8Ra �II c3jc A $nj Ȓ|A| = |~N(A)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc
Aȓ ,�NNRj $3 UaRq30 Vc33 ):*WY BN SOO:. ?�I$3Cc3N �N0 b@3I�@ CLUaRq30 +�NjRaȕc
j@3Ra3L 8Ra CN~NCj3 c3jc $w c@RsCN<. CN x7. j@�j |~N(A)| < |P(A)| 8Ra �II CN~NCj3
c3jc � Vc33 )k*WY QN j@3 Rj@3a @�N0. Ȓ|S~N(A)| != |S(A)| 8Ra �II CN~NCj3 c3jc Aȓ Cc NRj
UaRq�$I3 CN x7 Vc33 )f*WY

r@CI3 a3I�jCRNc@CUc $3js33N P(A) �N0 S(A) 8Ra �N CN~NCj3 c3j A @�q3 $33N
sC03Iw cjn0C30. j@Rc3 R8 ~N(A) �N0 S~N(A) �a3 cjCII RU3NY i@nc. Cj Cc CNj3a3cjCN< jR
GNRs. CN j@3 �$c3N,3 R8 �+. s@3j@3a �Nw a3I�jCRNc@CU $3js33N j@3L Cc UaRq�$I3 Ra
NRjY

Q$E3,jCq3
bjn0w a3I�jCRNc@CUc $3js33N |~N(X)| �N0 |S~N(X)| CN x7Y

b,RU3
BN j@Cc UaRE3,j. s3 sRaG CN x7Y 7Ra ,RNcCcj3N,w a3cnIjc. s3 nc3 U3aLnj�A

jCRN LR03IcY

TaRE3,j �,jCqCjC3c
SY bjn0w �+ �N0 Cjc ,RNc3\n3N,3cY
lY bjn0w UaRU3ajC3c R8 ,�a0CN�I NnL$3ac sCj@Rnj �+Y
kY 7CN0 ,RN0CjCRNc R8 �N CN~NCj3 c3j X j@�j L�G3 |~N(X)| �N0 |S~N(X)| ,RLA

U�a�$I3 CN x7Y
:Y bjn0w U3aLnj�jCRN LR03IcY
9Y BNq3cjC<�j3 cRL3 ,RNcCcj3N,w a3cnIjc ,RN,3aNCN< |~N(X)| �N0 |S~N(X)|Y



S4

b,@30nI30 RU3a�jCRNc
lzSO lzlz

z4 zO Sz SS Sl zS zl zk z:

SY `3I�j30 a3c3�a,@ cjn0w

lY TaRE3,j TaRURc�I

kY TaRE3,j ,RN0n,j

:Y `3URaj �N0 UaRR8a3�0CN<

9Y TaRE3,j Ua3c3Nj�jCRN

#3N3~jc
Q$j�CN a3I�jCRNc $3js33N |~N(X)| �N0 |S~N(X)| CN j@3 �$c3N,3 R8 �+Y

#n0<3j
SY i3uj$RRG 9zzz #�@j
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`383a3N,3c
)S* /�scRN. DY rY. DaY. ?Rs�a0. T�nI 2Y. 7�,jRaC�I R8 CN~NCj3 ,�a0CN�Ic. 7nN0�A
L3Nj� K�j@3L�jC,�3. SOef. UUY S49ASOOY
)l* 2N03ajRN. ?Y #Y. 2I3L3Njc R8 c3j j@3Raw. �,�03LC, Ta3cc. SOeeY
)k* ?�I$3Cc3N. HY. b@3I�@. bY. +RNc3\n3N,3c R8 �aCj@L3jC, 8Ra c3j j@3Raw. DRnaA
N�I R8 bwL$RIC, HR<C,. SOO:. UUY kzA:zY
):* ?�I$3Cc3N. HY. b@3I�@. bY. `3I�jCRNc $3js33N bRL3 +�a0CN�Ic CN j@3 �$c3N,3
R8 j@3 �uCRL R8 +@RC,3. #nII3jCN R8 bwL$RIC, HR<C, e. lzzS. UUY lkeAlfSY
)9* D3,@. iY DY. i@3 �uCRL R8 +@RC,3Y M3s vRaG- /Rq3a Tn$IC,�jCRNc. BN,Y. lzz4Y
)f* i�,@jcCc 2Y. QN j@3 3uCcj3N,3 R8 U3aLnj�jCRNc R8 CN~NCj3 c3j sCj@Rnj ~u30
URCNjc CN c3j j@3Raw sCj@Rnj ,@RC,3. �,j� K�j@3L�jC,� ?nN<�aC,�. lzS4. UUY l4SA
kzzY
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